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eleoi.  läroTerk I-  ^^ 

Vni.     1.    Aas  den  Gleichungen 
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I. 


Ueber    die    Construction    eines    einfachen    Polygons, 

welches   einem  gegebenen  gleichnamigen  Polygone  zu 

gleicher  Zeit  eingeschrieben   und  umschrieben  ist. 


Von 


Herrn  Gymnasiallehrer  Nawrath 

in    Neisse   in   Schleflien. 


(Fig.  8.  Taf.  IV.) 

Ist  es  möglich  in  der  Ebene  ein  einfaches  Polygon  zu  con- 
struiren,  welches  einem  gegebenen  gleichnamigen  Polygone  zu 
gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben  ist? 

Diese  Frage  ist  von  Herrn  Mubius  gestellt.    Seine  Unter 
suchnng    ergab,    dass  diese  Aufgabe    beim  Dreieck  und  Viereck 
keine  Losung  gestattet.    Es  war  mir  interessant  nachzusehen,  ob 
denn  diese  Aufgabe  auch  beim  einfachen  Fünfeck,  überhaupt  bei 
eiqem  einfachen  Polygone  in  der  Ebene,  unlösbar  ist. 

Einen  Fingerzeig,  wie  man  diese  Untersuchung  fuhren  kann, 
fand  ich  in  Steiner's  „Systematischen  Entwickelung  der  Ab- 
hängigkeit geometrischer  Gestalten.*'  Seite  94  behandelt  Steiner 
die  Aufgabe:  Wenn  in  einer  Ebene  2wei  gleichnamige  Vielecke 
gegeben  sind,  ein  drittes  zu  zeichnen,  welches  dem  einen  um- 
schrieben, dem  andern  eingeschrieben  ist.  Es  liegt  der  Gedanke 
nahe  die  beiden  gegebenen  Vielecke  als  zusammenfallend  zu  be- 
trachten, und  dann  ergiebt  sich  meine  Untersuchung  als  ein  spe- 
<^eller  Fall  von  jener  allgemein  von  Steiner  geführten. 

Ein  einfaches  n'^Eck  entsteht,  wenn  man  n  Punkte,  nach  irgend 
einer  Ordnung  genommen,  in  einem  Zuge  durch  n-maliges  Absetzen 

Theil  Tj.  1 
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Polygone  zugleich  eingeschriebenen  und  umschriebenen  Polygons.   5 

reibe  /  mit  x,  seinen  entsprecheDden  in  der  Punktreihe  1^  mit  Xi  und 
lassen  den  Punlct  X  die  Punktreibe  /  durchlaufen.    Befindet  sich  X 
in  a,  so  ist  X\  >"  ^i*     Bewegt  sich  x  von  a  nach  16,  so  bewegt 
sich  Xi  von  ^i    durch   den  unendlich  entfernten  Punkt  bis  16|   und 
kommt  erst  in  ii  an,  wenn  jr  in  b  ist.     Der  Punkt  jr  hat  also  sei- 
nen entsprechenden   auf  der  Strecke   oA   nicht  getroffen.    Rückt 
nun  X  in  derselben  Richtung  von  16  nach  c,    so   rückt  ^i    von   16| 
nach  C|  und  trifft  in  q  ein,  wenn  r  in  c  ist.     Auf  der  Strecke  I6c  hat 
daher  der  Punkt  X  seinen  entsprechenden  X\  auch  nicht  begegnet. 
Geht  nun  endlich  x  von  c   durch  den   unendlich  entfernten  Punkt 
a,  so    geht  Xi   von   C|   nach  ^i    und  langt  in  üi  an,  wenn  jr  in  a 
ist;  also  auch   auf  dieser  Strecke  haben  sich  x  und  Xi  nicht  ge- 
troffen.    Beide  Punkte  jr  und  Xi  haben  demnach  die  Seite  23  =  / 
in  ihrer  ganzen  Unendlichkeit  durchlaufen  ohne  sich  zu  begegnen. 
Daraus  folgt,  dass  zusammenfallende  entsprechende  Punkte  in  den 
beiden  projectivischen  Punktreihen  /  und  /|  nicht  existiren.    Hier- 
aus ergiebt  sich,    dass    kein  Viereck   construirt   werden 
kann,  welches  dem  gegebenen  zugleich  eingeschrieben 
und  umschrieben  wäre. 

Das  Strahlbüschel  l  und  das  Strahlbüschel,  welches  entsteht, 
wenn  man  sämmtliche  Punkte  der  Punktreihe  /^  mit  der  letzten 
Ecke  verbindet,  sind  projectivisch.  Die  Durchschnittspunkte  ent« 
sprechender  Strahlen  müssen  also  auf  einem  Kegelschnitte  liegen, 
welcher  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlbüschel  oder 
die  beiden  Ecken  des  Polygons  hindurch  geht.  Wenn  in  den 
Punktreihen  /  und  /|  entsprechende  Punkte  zusammenfallen,  so 
sind  diese  Punkte  zugleich  Durchschnittspunkte  je  zweier  ent- 
sprechenden Strahlen  der  projectivischen  Strahlbüschel,  mithin 
Punkte  eines  Kegelschnitts.  Da  beim  Viereck  auf  der  Geraden  / 
keine  entsprechenden  Punkte  zusammenfallen,  so  ersehen  wir, 
dass  der  durch  die  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  ]  und  4 
erzeugte  Kegelschnitt  die  Linie  /  nicht  schneidet.  Wir 
haben  also,  obwohl  auf  anderem  Wege,  dasselbe  Resultat  beim 
Viereck  gefunden,  wie  Herr  Möbius,  und  gehen  jetzt  zum  Fünf- 
eck über. 

Es  sei  also  das  Fünfeck  1*2345  geg^en.  Wir  bezeichnen 
34  =  /,  45  =  //,  51  =///,  12=:/r,  25=  V.  Wir  nehmen  von 
dem  gegebenen  Fünfeck  (Fig.  II.)  die  vier  Punkte  I,  2,  3,  5  und 
die  vier  Geraden  //,  ///,  IV,  V  als  fest  au  und  lassen  den  Punkt 
4  auf  der  Geraden  //  sich  fortbewegen,  oder  was  dasselbe  ist,  die 
Gerade  /  sich  um  den  Punkt  3  drehen.  Von  vornherein  ist  klar, 
dass  jeder  Lage  der  Geraden  /  ein  bestimmter  durch  die  festen 
Punkte  1  und  5  gehender  Kegelschnitt   entsprechen  wird.     Diese 


I  eines  einfachen,  einem  gleichnamigen 
auch  Qocb  andere  Teste  PuiiLte  gemeio- 

trifft    //  iD  a, 

,.  m  „  d. 
!  »  ly  ,.  % 

»      y  »  2; 

rahle  la  oder  In  des  Btificbels  I,  und 
rahlen  fest,  wenn  auch  der  Punkt  4  auf 
Igt.  Ihr  Schnittpunkt  a  ist  daher  allen 
r  Reihe  nach  den  verschiedenen  Lagen 
Taden  il  entsprechen,  gemeinschaftlich. 
I  leicht  finden:  man  verbinde  den 
:a  mit  der  Ecke  1  und  siehe  25, 
■n  sieb  in  a.     Ferner  trifft: 

;  Gerade     f  in  a, 

ly  ,.  b, 
iii  ,.  F. 

n  ,.  ßi 

prechende  Strahlen,  irelclie,  wie  leicht 
it  ändern,  wenn  auch  der  Punkt  4  sich 
ß  ist  daher  auch  allen  Kegelschnitten 
leicht  zu  finden;  erstens  liegt  er 
le  man  den  Schnittpunkt  (//,  /F) 
auf  ///  den  Punkt  c;  zieht  man  2c, 
/  sich  in  ß.  Ein  fünfter  Punkt  r  des 
s  lässt  sich  ebenfalls  leicht  üestimmeo: 

!  trifft     //  in  b, 
'>,     ..     "/  „    I. 

I    „  ly  ,.  1, 

I       „       F  .,  e; 

:nde  Strahlen  der  BQscbel  I  und  6,  mit- 
in  Punkt  des  Kegelschnitts.  Um  den 
,  ziehe  man  14,  welcher  auf  der 
e  bestimmt.  Der  Strahl  5e  trifft 
a  f.  Wenn  4  auf  der  tieraden  //  sich 
ibl  12  fest;  aber  der  Punkt  e  beschreibt 
r  Punkt  [  auf  dem  festen  Strahl  12=:/F 
lien  also  folgendes  Resultat: 
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Wenn  der  Puokt  4  auf  der  Geraden  //  eine  Punkt- 
reibe  durchläuft«  so  entspricht  jeder  Lage  dieses 
Punktes  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  vier  festen 
Punkte  1,  5,  tf, /?  hindurchgeht  und  jedesmal  noch  durch 
einen  fünften  veränderlichen  Punkt  jr  auf  der  Geraden 
IV  bestimmt  ist', 

oder : 

wenn  die  Gerade  /  ein  Strahlbüschel  beschreibt, 
dessen  Mittelpunkt  derPunktS  ist,  so  entsprich  t  jeder 
Lage  von  /  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  vier 
festen  Punkte  I,  5,  a,  ^  und  einen  veränderlichen 
Punkt  ;c  auf  der  Geraden  IV  bestimmt  ist. 

Es  fragt  sich,  wie  der  Strahl  /  gelegt  werden  muss,  damit  er 
seinen  entsprechenden  Kegelschnitt  treffe.  Mit  der  Beantwortung 
dieser  Frage  ist  zugleich  die  Lü^ung  gegeben  für  folgende  Auf- 
gabe: den  Punkt  4  auf  der  Geraden  //  so  zu  wählen,  damit  dem 
so  entstehenden  Fünfeck  zwei  andere  Fünfecke  zu  gleicher  Zeit 
eingeschrieben  und  umschrieben  werden  können. 

Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  vier  feste  Punkte  hindurch- 
gehen, bilden  ein  Kegelschnittbüschel.  Es  ist  bekannt,  dass  jede 
Transversale  ein  Kegelschnittbüscbel  in  einem  Punktsystem  trifft. 
Dieses  Punktsystem  ist  entweder  elliptisch  oder  hyperbolisch.  Ist 
es  elliptisch,  so  sind  (Schrüter's  Theorie  der  Kegelschnitte, 
8.264)  alte  Punktpaare  reell;  d.  h.  dann  trifft  jeder  Kegelschnitt 
des  Büschels  die  Transversale  in  reellen  Punkten.  Ist  dagegen 
das  Punktsystem  hyperbolisch,  so  treffen  nicht  alle  Kegelschnitte 
des  Büschels  die  Transversale  in  reellen  Punktenpaaren,  sondern 
einige  auch  in  imaginären.  Wenn  wir  also  das  Kegelschnittbüschel 
als  gegeben  betrachten,  un(?  das  von  den  Kegelschnitten  auf  der 
Geraden  ausgeschnittene  Punktsystem  elliptisch  ist,  so  wird  jeder 
Kegelschnitt,  also  auch  der  der  gewählten  Lage  von  l  entspre- 
chende, die  Gerade  /  in  zwei  reellen  Punkten  treffen.  In  diesem 
Falle  liefert  also  immer  das  gegebene  Fünfeck  zwei  andere,  welche 
ihm  zu  gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben  werden 
können.  Ist  aber  das  Punktsystem  hyperbolisch,  so  giebt  es  un- 
ter den  Punktenpaaren  imaginäre,  das  heisst,  dann  können  nicht 
immer  Fünfecke  dem  gegebenen  zugleich  eingeschrieben  und  um- 
schrieben werden. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  wann  das  Punktsystem  auf  l  el- 
liptisch, und  wann  hyperbolisch  ist.  Auch  dafür  giebt  es  ein  Krite- 
rium.   (Schrüter's  Theorie  der  Kegelschnitte,   S,  236.).     Wenn 
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nämlicb  von  den  rier  Mittelpunkten  des  Büschels  eiae  ungerade 
Anzahl  zu  beiden  Seiten  von  der  Transversale  liegt,  so  ist  das 
Punktsystem  auf  derselben  elliptisch;  liegt  eine  gerade  Anzahl 
zu  beiden  Seiten,  so  ist  das  Putiktüysteni  hyperbolisch,  falls  näm- 
lich die  vier  Mittelpunkte  so  gelegen  sind,  dass  jeder  ausserhalb 
des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet.  Lie- 
gen dagegen  die  vier  Mittelpunkte  so.  dass  einer  von  ihnen  in  dem 
von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreieck  liegt,  so  findet  das  Um- 
gekehrte statt:  das  Punktsystem  auf  der  Geraden  ist  hyperbolisch, 
wenn  eine  ungerade  Anzahl  von  den  vier  Mittelpunkten  des 
Büschels,  dagegen  elliptisch,  wenn  eine  gerade  Anzahl  zu  beiden 
Seiten  der  Transversale  liegt. 

Wenn  also  die  Punkte  I,  2,  3,  5  und  die  Geraden  U, 

111,   IV,    V  gegeben    sind,    so  construire    man    noch  die 

Punkte  «  und   /3.     Bilden  die  vier  Punkte  1,  S,  «t,  |3  ein 

Viereck  mit  keinem   einspringenden  Winkel,  so  ziehe 

man  die  Gerade  so,  dass  eine  ungerade  Anzahl  von  den 

nkten  zu  beidenSeiten  von  /  liegen;   bilden  da- 

die  Punkte  I,   a,  ß,  5  ein  Viereck   mit  einsprin- 

II    Winkel,    so    ziehe    mau    die   Gerade  /    in     der 

dass   eine   gerade  Anzahl    von    diesen  Punkten 

rselben  Seite   von   1  liegen;    dann   können  jedesmal 

construirten  Fünfeck  zwei  Fünfecke  zu  gleicher  Zeit  eiu- 

ben  und  umschrieben  iverden. 

zusammenfallenden  Punkte  der  auf  der  Geraden  /  liegen- 
ktreitien  werden  leicht  vermittelst  eines  Kreises  construirt. 
ter's  Theorie  der  Kegelschnitte,  S.  47,).  Zu  diesem 
construire  man  auf  der  Geraden  drei  Paar  entsprechende 
da  I«  und  6a  entsprechende  Strahlen  der  den  Kegel- 
!rzeugenden  Strahlbüschel  sii^,  so  sind  die  Schnittpunkte 
n  auf  der  Geraden  /  die  entsprechenden  Punkte  a  und  <ti. 
sind  1^3  und  5^  entsprechende  Strahlen,  mitbin  ihre  Schnitt. 
i  und  ^,  auf  /  entsprechende  Punkle.  Drittens  sind  Ix 
entsprechende  Strahlen,  mithin  ihre  Schnittpunkte  C  und 
entsprechende  Punkte.  Nun  nehmen  wir  in  einem  be- 
Kreise einen  Punkt  B  willkührlich  au,  verbinden  die 
1  H,  6  6|  c  Ci  mit  B  durchstrahlen,  welche  die  Peripherie 
siten  Male  resp.  in  den  Punkten  u  aj  ßßi  y  Yi  treffen,  be- 
ferner die  Schnittpunkte  (ußi,  «,jS),  (oy, ,  a,y)  und  ihre 
ungslinie  £;  die  Scbnillpunkte  der  letzteren  mit  dem 
'erbinde  man  mit  ß  durch  Strahlen,  welche  die  Gerade  / 
susnmmenfallenden  Punkten  treffen. 

'ig.  III  ist  die  ausgezogene  Figur   das  gegebene  Fünfeck, 
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die  punctirte  Figur  dagegen  eins  von  den  beiden  Fünfecken^  wel- 
ches dem  gegebenen  zu  gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  um- 
schrieben ist. 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  n-Eck  über. 

Schon  im  Anfange  dieser  Untersuchung  finden  wir,  dass  es 
Polygone  .^iebt,  welchen  immer  gleichnamige  Polygone  zu  gleicher 
Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben  werden  können,  und  zwar 
sind  dies  jene  Polygone,  bei  welchen  die  auf  einander  liegenden 
Punktreihen  /  und  /^  ungleichiiegend  sind.  Bei  welchen  Polygo- 
nen dies  stattfindet,  lässt  sich  leicht  mittelst  folgender  unmittelbar 
ersichtlichen  Sätze  erkennen: 

Wenn  die  Mi  ttelpunkte  zweier  perspectivisch  lie- 
genden Strahlbüschel  auf  derselben  Seite  von  ihrem 
perspecti vischen  Durchschnitt  liegen,  so  haben  die 
beiden  Strahlbüschel  dieselbe  ürehrich tung,  z.  B.  wie 
der  Weiser  einer  Uhr..  Liegen  sie  auf  entgegenge- 
setzten Seiten,  so  haben  sie  entgegengesetzte  Dreb- 
richtung,  also  das  eine  Strahlbüschel  hat  die  Dreh- 
richtung des  Weisers  einer  Uhr,  das  andere  die  ent- 
gegengesetzte. 

Wenn  die  beiden  concentrischen  Strahlenbüschel 
l  und  li,  welche  entstehen,  wenn  die  Punktreihen  /  und 
/i  mit  der  Ecke  1  durch  Strahlen  verbunden  werden, 
dieselbe  Drehrichtung  haben,  so  sind  die  Punktreihen 
/  und  /|  gleichlie^end,  im  entgegengesetzten  Falle 
unglei  chliegend. 

Aus  diesen  beiden  Sätzen  folgt,  dass,  wenn  keinmal  die  Mit- 
telpunkte je  zweier  auf  einander  folgenden  Strahlbüschel  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  von  ihrem  perspectivischen  Durchschnitt 
liegen,  die  concentrischen  Strahlenbüschel  1  und  ]|  dieselbe  Dreh- 
Richtung  haben,  die  Punktreiben  /  und  1^  also  gleichliegend  sind. 
Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  die  Zahl,  wie  oftmal  die  Mittelpunkte 
je  zweier  auf  einander  folgenden  Büschel  auf  derselben  Seite  von 
ihrem  perspectivischen  Durchschnitte  liegen,  eine  gerade  ist.  Ist 
diese  Zahl  dagegen  ungerade,  so  sind  die  auf  einander  liegenden 
Punktreihen  1  und  /|  ungleichliegend. 

Wir  erwähnten,  dass  das  Strahlbüschel  1,  welches  auf  der 
Geraden  /  die  Punktreihe  /  bestimmt,  mit  dem  Strahlenbüschel  2 
perspectivisch  liegt ;  ihr  perspectivischer  Durchschnitt  ist  die  Ge- 
rade //.  Das  Strahlbüschel  2  ist  perspectivisch  mit  dem  Strahlbü- 
schel 3;  ihr  perspectivischer  Durchschnitt  ist  die  Gerade /// u.  s.  w. 
Das  Strahlbüschel,    dessen  Mittelpunkt    die    letzte  Ecke  ist,    ist 
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perspectivisch  mit  dem  zweiten  Strablhüschei  1| ,  dessen  Mittel- 
pankt  auch  die  Ecke  1  ist;  ihr  perspectiviscljer  Durchschnitt  ist 
die  zweite  auf  der  Geraden  /  liegende  Punktreibe  /|. 

Aus  (lern  Erwähnten  ergibt  sich  leicht  folgendes  Resultat: 

Wenn  wir  ein  einfach  es  Polygon  als  eine  gebrochene 
in  sich  selbst  zurückkehrende  Linie  betrachten,  seine 
Ecken  der  Reihe  nach  mit  1,  2,  3  .  .  .  und  seine  Selten, 
*vie  zu  Anfang  dieser  Untersuchung  festgesetzt,  mit  7, 
//,  7//U.S.  w.  bezeichnen,  so  kann  die  Zahl,  wie  oftmal 
eine  Seite  oder  ihre  Verlängerung  die  gleichnamige 
Ecke  von  der  unmittelbar  vorangehenden  trennt,  eine 
gerade  oder  ungerade  sein.  Im  letzteren  Falle  können 
dem  Polygone  immer  zwei  gleichnamige  zu  gleicher 
Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben  werden. 

Mit  Hilfe  dieses  Resultats  lassen  sich  Polygone,  welchen  an- 
dere gleichnamige  zu  gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben 
werden  können,  leicht  construiren  und  wir  versuchen  dies  bei 
einem  Sechseck.  Zu  diesem  Behufe  zeichnen  wir  ein  Sechseck, 
welches  keinen  einspringenden  Winkel  hat;  dann  kann  man  sich 
leicht  überzeugen,  dass  die  auf  einander  liegenden  Punktreihen  / 
und  I\  gleichliegend  sind,  sie  sollen  aber  uogleichliegend  werden. 

Man  bezeichne  in  Fig.  IV.:    - 

34=     /, 

45=   //, 

56  =  lll 

61=/F, 

12=    F, 

23  =  Vh 

und  lasse  die  Gerade,  welche  die  letzte  Ecke  mit  der  ersten 
verbindet,  also  die  Gerade  /F,  ein  Strahlbü'schel  beschreiben, 
dessen  Mittelpunkt  die  Ecke  ]  ist;  dann  durchläuft  die  Ecke  6 
auf  der  Geraden  ///  eine  Punktreihe.  Verlängern  wir  13  bis  a, 
14  bis  ^y  23  bis  y,  34  bis  <$  und  begleiten  den  Punkt  6  von  dem 
Punkte  ^  aus  auf  seinem  ganzen  Wege  bis  <^  zurück,  dann  be- 
merken wir  Folgendes:  Ist  der  Punkt  6  innerhalb  der  Strecke  da, 
so  wird  keinmal  eine  Seite,  oder  ihre  Verlängerung  die  gleichna- 
mige Ecke  von  der  vorhergehenden  trennen;  die  Punktreihen  / 
und  /£  sind  also  gleichliegend.  Ist  der  Punkt  6  innerhalb  der 
Strecke  aj?,  so  trennt  die  Gerade  IV  in  ihrer  Verlängerung  die 
Ecken  3  und  4.  Bewegt  sich  der  Punkt  6  vom  Punkte  y  bis  zu 
dem  unendlich  entfernten  Punkte  hin,  so  wird  jetzt  die  Gerade  VI 
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in  ihrer'  Verlängerung  die  Ecken  5  und  6  von  einander  trennen. 
Ist  der  Punkt  in  der  gemeinschaftlichen  Strecke  ^/,  so  trennt  die 
Verlängerung  der  Geraden  IV  die  Ecken  4  und  3,  ebenso  die 
Verlängerung  von  VI  die  Ecken  5  und  6;  daher  sind  für  diese 
Strecke  die  Punktreihen  /  und  /)  gleichiiegend.  Gelangt  der  Punkt 
6  durch  den  unendlich  entfernten  Punkt  auf  die  andere  Seite  der 
Geraden  ///,  so  trennt  die  Gerade  /  die  Ecken  1  und  6  und  zwar 
so  lange,  bis  der  Punkt  6  nach  d  kommt.  Es  kann  also  der  Punkt 
6  innerhalb  der  Strecke  uy,  und  in  der  Strecke  von  j3  durch  den 
unendlich  entfernten  Punkt  bis  d  liegen;  dann  können  jedesmal 
dem  so  entstandenen  Sechseck  zwei  andere  zu  gleicher  Zeit  ein- 
geschrieben und  umschrieben  werden.  ^ 

Ganz-dieselbe  Untersuchung  lässt  sich  für  das  Siebeneck, 
Achteck  u.s.w.  anstellen.  Die  zusaminenfallenden  Punkte  werden 
immer  aus  drei  Paaren  entsprechender  Punkte  vermittelst  eines 
Kreises,  wie  oben  geschehen,  construirt. 


Der  Lehrsatz  des  Matthew  Stewart, 

Von 

Herrn  Prof.  C.  A,  Breischneider 

in   Gotha. 


(Figuren  8.  Taf.  IV.) 


§.   1. 

In  den  letzterschienenen  Bänden  des  Archivs  sind  zu  wieder- 
holten Malen  Sätze  aufgeführt  worden,  die  sich  bereits  eines  län- 
geren Daseins  erfreuen,  aber,  da  sie  in  die  gewöhnlichen  Lehr-- 
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bücher  keinen  Eingang  gefunden,  der  Mehrzahl  der  Lehrer  der 
Mathentatik  unbekannt  geblieben  sind"^).  Hierher  gehurt  auch 
der  von  Matthew  Stewart  herrührende  Satz  vom  ebenen  Dreieck, 
auf  den  bereits  Chasles  in  seiner  Geschichte  der  Geometrie  auf- 
merksam gemacht  hat,  und  der  seiner  ungemeinen  Fruchtbarkeit 
halber  in  das  Lehrbuch  der  Planimetrie  von  Kunze«  sowie  auch 
in  mein  Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie  aufgenommen  wor- 
den ist.  Da  er  bisher  nur  geringe  Beachtung  gefunden  zu  haben 
scheint,  so  erlaube  ich  mir,  ihn  im  Folgenden  etwas  genauer  zu 
betrachten. 

Zieht  man  in  einem  gradlinigen  Dreiecke  ABC  (Fig.  ])  nach 
einem  beliebigen  Punkte  D  der  Grundlinie  BC  aus  der  Gegen- 
spitze A  die  Transversale    AD  =  t,    und    bezeichnet    BD  =  a^, 

CD=a,,,  BAD=:A,,  CAD=zA,,,  Dr.  ABD=J,,  Dr.  ACD=J,„ 

so  ist  stets : 

a«2  =  6%  +  c2a,,  — aa,«,, (1) 

Den  einfachsten  Beweis  dieses  Satzes  erhält  man,  wenn  man 
aus  A  das  Loth  AE  auf  BC  fällt,  nach  Euclid.  II.  12  &  13  für 
ED  =  X  die  Gleichungen: 

bildet  und  aus  diesen  x  elimioirt. 

Als  einfache  Zusätze  zu  diesem  Lehrsatze  ergeben  sich  alsbald: 

1)  Halbirt  die  Transversale  t  die  Grundlinie  a,  so  wird: 

^2  +  ia«=:i(62  +  c2) (2) 

2)  Ist  0  =  0,  also  das  Dreieck  gleichschenklig,  so  wird : 

b^^t^^a^a,, (3) 

3)  Ist  die  Transversale  t  gleich  einem  der  Schenkel,  z.  B. 
gleich  c,  so  ist: 

6«— c*  =  aa,, (4) 


*}  Solche  Sätze  unter  der  ungeheuren  Masse  luathematischer  Sätze 
u'ieder  an's  Licht  zu  zieheu  und  zu  deren  weiterer  Bearbeitung  und  An- 
wendung bei'iD   Unterrichte  anzuregen,  i«t  eben  mit  Zweck  des  Archivs. 

G. 
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4)  Verhalten  sich   die  Strecken   a/,a^^  =  m: n,  so  erhält  der 
Lehrsatz  die  Form: 

6)  Verhält  sieh  speciell  aj:a^^=c:b,   d.   h.  halbirt  die  Trans- 
versale i  den  Winkel  A^  so  wird: 

r^=6c— a^a,, (6) 


§.2. 

Der  Stewart*sche  Satz  kann  aber  in  eine  andere  Form  ge- 
bracht werden,  in  welcher  er  zu  weiteren  Anwendungen  geschick* 
ter  wird.     Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichungen: 

af*    =  b^üj  +  c^a„  —  aUja^^  « 

afp' •=zi^a — c^a^+üttjO,^ 
a^^€^  =  fia — 6*ay  +  aa^a^^ 

der  Reihe  nach   mit  a,   a^  und  a^^,  so  erhält  man   nach   einfacher 
Reduktion  alsbald  die  Ausdrucke: 

a«/«   ==  6«a,2  +  c^a, «  +  a,a„  (6*  +  c«  —  a«) 

=  *««,«  +  c^a,?  +  1a, a,^  bc  cos  A 
b'^a,^  r=  <«ö«  +  c'^a,^'-aa„  (<«  +  c«  -  a^) 

CO, «  =  f«a2  +  6«a,2 — an,  (fi  +  b^— a, «) 
=  fia^  +  6«a,« — 2aa,  tb  cos  .4,, 


(7) 


Wird  in  diesen  Gleichungen  einer  der  drei  Winkel  A  A,  A,, 
ein  Rechter 9  so  ergiebt  sich  der  Reihe  nach: 

ftaa,«  =<»a«+c«a„«     ( (8) 

was  einen  nicht  uninteressanten ,  metrischen  Satz  am  rechtwink- 
ligen Dreieck  darbietet^  der  bis  jetzt  noch  nicht  bekannt  zu  sein 
scheint.  —  Be^eichn^t  man  ferner  der  Kürze  halber: 

ta+ba,  +  ca,,  =  2S,    a  +  6+c  =  &, 
also: 

^ia  +  ba,  +  ca,,=z2(S-ta)    — a  +  6 +  c  =  2(*— a), 

u.  s.  w. 
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80  erhält  man  aas  (7)  auf  bekannte  Weise  leicht: 

(9) 
S{S — ia)  =  OfOi^s — b){s  —  c)  =  a^a^ficsiii^^A, 

(S — baj)(S—caJ  =  a^n^^^s — ö)  =  a,a,ficcoiS^iA, 

S(S—bn,)  =:iaa^^(t+  aji-c)(t — a^  +  c)  =  aaJccos'^iAs 

(S— <ii)(5— CfiJ  ='iaajt  +  a,-c)('-i  +  a,  +  c)  =  aaJcs'in^iA, 

u.  s.  w. 

(10) 
S(S-ta)(S--  ba,)(S-ca,,)  =  a>/^  =  a^a,,'^J*  =  a«a,«zf,«, 

ingleichen: 

SiS-ta)    =a,a,/ftgiA,     \ 

S(S'-baj)  —aa„A,cotiA,A       .    .    .    .(11) 

S(S—baJ  =  aa, J ^^  cot  iA,^,  ' 


taco8i(Aj  —  Aj^)  =  (ba^-i-cOj^cosiAy  \ 
ta8mi(A^'—AJ  zn  (ba, — ca,^)siniA,   (  ^ 
ba^cosi(A  +  Aj^)  =  (fa— caJcos^.4y, 
6ö^sin  i(A  +  JJ  =  (ta  +  caj9iniA, 

u.  s.  w. 


(12) 


Endlich  verdient  noch  erinnert  zu  werden,  dass  sich  der 
Stewart' sehe  Satz  leicht  auch  unter  einer  der  nachfolgenden 
Formen  darstellen  lässt: 

(13) 
a/(ö  +  *  +  c)(a--6  +  c)^     =  a(<  +  c  +  fr,)(— /+c  +  a,), 
fl^(a  +  6 — c){'-'a  +  b-¥  c)  =  a{t-\-  C'-a^(f'-c-\-a^)j 
fl,,(a  +  6  +  c)(a  +  6-c)      =  a(<  +  6  +  aJ(-<+6  +  /iJ, 
«//(«  — 6  +  c)(—a  +  6+c)  =  a(f+6--flJ(^~6  +  «J, 
a,(<  +  6-~aJ(— «  +  6  +  aJ  =  a^(^+ c  + a^)(]f  —  c  + a,). 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  fast  alle  diese  Sätze,  die  durch 
Anwendung  der  Trigonometrie  ganz  unmittelbar  erhalten  werden, 
auch  ohne  den  Gebrauch  der  letztern  durch  rein  metrische  Be- 
trachtungen gefunden  werden  können. 
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$.  3. 

Liässt  man  drei  Strahlen  eines  ebenen  Buscheis  O  (Fig.  2) 
darch  eine  Gerade  schneiden ,  so  findet  zwischen  den  Strablab- 
schnitten  p^  9,  r  und  den  Strecken  a^  und  a^  die  Relation  statt: 

und  zwischen  den  Winkeln  Oy  u,  a,  ß,  y  die  Gleichung: 

cnsasinn-f  coS}^sino  =  co8)5sin(o+  ti), 

welche  sich  leicht  in  eine  der  Formen: 

(J5) 
cos'xcsinu  +  cos*i}«ino  — cos'|/3sin(o-f-t()  =  3«iinsOsinjU8iiii(o-|-u), 
cos^j^sinu  +  cos'^T'sino  +  sin^ij5sin(o  +  t£)  =  2cosiocos|Msinj(a-f  ti) 

bringen  lässt,  in  der  sie  der  Gleichung  (14)  ganz  analog  wird. 
Fasst  man  den  Stewart 'sehen  Satz  in  dieser  Weise  auf,  so 
kann  man  ihn  unmittelbar  auf  folgende  Art  erweitern: 

Werden  vier  Strahlen  eines  ebenen  Strahlbuschels  von  einer 
'Geraden  geschnitten,  so  ergeben  sich  zwischen  den  Strahlab- 
schnitten /?,  9,  r,  s  und  den  drei  Strecken  n^  a^^  a,„  die  Relationen: 

(16) 
(«2— y?2)a,,  — (r*— 9'«)(a,  +  a„  +  flJ  =  (jJa,-{-a,,+aJ{a„,'-a,), 

wenn  man  der  Kürze  halber  a  ==  a^  +  a^^  +  a^  setzt.     Für  die  Win- 
kel o,  Uy  V,  a,  ß,  y,  8  dagegen  finden  sich  die  Ausdrücke: 

(17) 

cosy8in^(ti-f  t? — o)  +  cos/3sin|(o  +  u — v)  =  cosi(a  + d)sintt, 

cosycosi(M  +  t> — o) — cosj9cos^(o-|-^ — ^)  =  sini(a  +  5)sinM, 

cosacosjSsint? — cos)'Cosd6ino=cosacos}^sin(ti-f^) — cosj3cosfein(o  +  t«). 

Lässt;  man  das  Centrum  des  Strahlbüschels  in  die  schnei- 
dende Gerade  selbst  fallen,  so  erhält  man  die  schon  von  Chasles 
(Gesch.  d.  Geom.,  pg.  172  u.  173)  bekannt  gemachten  Relationen 
zwischen  den  durch  4  und  5  Punkte  auf  einer  Geraden  erzeugten* 
Strecken. 

§.  4. 

Die  Gleichungen  (7)  sind  nur  ein  specieller  Fall  eines  allge- 


16       Breischneider:    Der  Lehrsatz  des  Matthew  Steunrt, 

meinen  Satzes  vom  geradlinisren  Viereck,  den  ich  bererts  vor 
^26  Jahren  bekannt  gemacht  habe  (Archiv ,  Bd.  II,  S.  239),  der 
aber  bis  jetzt  gar  nicht  beachtet  worden  ist,  obschon  aus  ihm  der 
grösste  Theil  der  wichtigsteh  Sätze  über  das  Trapezoid  abgeleitet 
werden  kann.  Da  die  Entwickelong,  welche  ich  damals  gegeben 
habe,  auf  Principien  beruhet,  die  sich  ffir  eine  elementare  Behand- 
lung des  Gegenstandes  nur  wenig  eignen,  so  will  ich  hier  einen 
Beweis  des  Satzes  beifügen,  der  an  Einfachheit  wohl  kaum  etwas 
zu  wünschen  lassen  mochte  und  sich  dadurch  noch  ganz  beson- 
ders empfiehlt,  dass  er  an  den  bekannten  Beweis  des  Ptolemäi- 
sehen  Satzes  vom  Sehnenyiereck  sich  unmittelbar  anschliesst. 

Lehrsatz.  In  jedem  geradlinigen  Vierecke  ist  das  Quadrat 
des  Produktes  beider  Diagonalen  gleich  der  Quadratsumme  der 
Produkte  je  zweier  Gegenseiten,  vermindert  um  das  doppelte 
Produkt  aller  vier  Seiten  in  den  Cosinus  der  Summe  zweier  Ge- 
genwinkel. 

Beweis.  Es  sei  ABCD  (Fig.  3)  ein  beliebiges  Trapezoid, 
dessen  Winkel  mit  den  an  ihren  Scheitein  stehenden  Buchstaben 
bezeichnet  werden  mögen,  während  AD  ^z:  a,  AB  =1  b,  BC  =  c, 
CD  =  d  die  Seiten  und  AC  =  c,  BD  =  f  die  Diagonalen  des- 
selben seien.  Von  den  Endpunkten  B  und  A  der  Seite  AB  aus 
ziehe  man  die  Geraden  BE  und  AE  so,  dass  die  Winkel  o  =  r 
und  xz=zy  werden,  und  verbinde  die  Punkte  E  und  C  durch  die 
Gerade  EC.    Dann  ist  Dr.  ABEojDx.  BCD,  folglich: 

b'.fzzi  AExd  =  BE:c, 

Da  aber  auch  der  Winkel  ABD  :=  0'{-u^=  u  +  t)  ist,  so  muss  auch : 

Dr.  ABDojDt.  BEC,  also  a:f=CE:c 

sein,  und  somit  wird: 

AE  =  f.     CE^f 

Für  den  Winkel  AEC^i'tlß  erhält  man: 

i^  =  3ßO^^(BEA  +  BEC)  =  360o— (^  +  C)  =  Ä+  Z>, 
und  somit: 

AC^^AE^i^CE^^^AE.CEco»^, 
d.  b.  wenn  man  für  AE  und  CE  die  gefundenen  Werthe  einsetzt : 

e^f^  =  b^d^  +  a^c^—^abcd  cos  ^. 
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Bezeichnet  man  die  Winkel  ACE^if}'  und  CAE  =  flf",  so 
ergiebt  sich  noch: 

b^d^  =  f.  V«  +  a^c^ — 2acef  cos  tf;' , 

Da  nun  in  den  überschlagenen  Vierecken  ADBCA  und 
ABDCA,  för  welche  6  und  d»  resp.  a  und  c  die  Diagonalen  bil- 
den, die  VVerthe  360O  — if;'  und  360<>-if;"  die  Summe  der  Gegen- 
winkel bilden^  so  ist  der  Lehrsatz  auch  für  diese  Gattung  von 
Vierecken  und  damit  allgemein  erwiesen. 

Als  Corollare  fliessen  aus  dem  Lehrsatze  unmittelbar  folgende: 

1)  Ist  in  einem  Trapezoide  die  Summe  zweier  Gegenwinkel 
gleich  180^  oder  360^,  so  ist  stets  das  Rechteck  aus  beiden  Dia- 
gonalen gleich  der  Summe  oder  Differenz  der  Rechtecke  aus  je 
zwei  Gegenseiten: 

ef=sac-\-  bd;    bd  =  ef—  ac;    ac  ^=:  ef —  bd, 

2)  Beträgt  in  einem  Trapezoide  die  Summe  zweier  Gegen- 
winkel 90^  oder  270^,  so  ist  stets  das  Quadrat  des  Produktes  bei- 
der Diagonalen  gleich  der  Quadratsumme  der  Produkte  je  zweier 
Gegenseiten : 

Wendet  man  auf  das  Dreieck  AEC,  dem  ich  den  Namen  des 
excentrischen  Dreiecks  beigelegt  habe,  die  bekannten  Relatio- 
nen der  ebenen  Trigonometrie  an^  so  erhält  man  ein  ganzes  Sy- 
stem von  Ausdrucken  für  das  Trapezoid,  die  man  auf  anderem 
Wege  nur  mit  grosser  Weitläufigkeit  zu  finden  vermag,  wie  dies 
in  der  oben  citirten  Abhandlung  naher  nachgewiesen  ist.  Einer 
der  bemerkenswerthesten  ist  der  für  den  Flächeninhalt  F  des  Tra- 
pezoides  ABCDA,  nemlich: 

16F2=(a  +  6  +  c— €«)(a+6-c+rf)(a-6+c-frf)(-a+6  +  c  +  d) 

— -  IGabcd  cos^  iif; , 

dem  sich  die  entsprechenden  Ausdrücke  für  die  Inhalte  der  über- 
schlagenen Vierecke  ADBCA  und  ABDCA  anreihen. 

Lässt  man  den  Punkt  D  in  die  Diagonale  AC  hineinfallen,  so 
verwandelt  sich  t|;  =  ^+  Z)  in  ISO^  +  Ä  und  man  erhält  den  St e- 
wart'schen  Satz  in  der  Gestalt,  wie  er  in  (7)  aufgeführt  wor- 
den ist. 


Theil  L. 
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Ul. 

Die  Gesetze  der  Lichtbrechung. 

Von 

HerrD  Dr.  Jos.  Kudelka, 

lierlich  Königlichem  Ljneal-ProfcMor  sn  Lii 


(Figuren  a.  Tat  I.  U.  HI.  IV.) 
Brecbnng    des  Lichtes   an    eioer   efaeoen 
Trenaangsflfiche. 

na  lenchtfloden  Punkte  O  (Fig.  I)  falle  ein  Lichtstrahl 
!  TrenoungsflSche  irr  zweier  Medien.  Geschieht  die 
am  Einialislothe,  so  sei  Ai  der  gebrochene  Strahl, 
;h  oben  verlängert,  die  auf  der  Trennungafläche  senk- 
ide,  ebenfalls  verläDgerte  OB  in  G  schneidet. 

3r  Einfallswinkel  OAx  =  a  und  der  Brechungswinkel 
setzt,  80  hat  man  nach  dem  Brechungegesetze; 

sina 

sin  6 

Brechnngs- Exponenten  bedeutet.  Aber  es  ist  der 
ffi  =  OAx  =  a  und  ebenso  AGO  =  GAx  =  yAi  =  b, 
in  dem  Dreiecke  AGO  die  Seiten  so  vetbalten,  wie 
der  gegenüberliegenden  Winkel,  so  hat  mso: 

GA sina 

OA       mab 

r   gebrochene  Strahl  als   ein  Glied   dieser  Proportion 
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erscheioty  80  mass  roan  ihn  wohl  als  Grosse  anfTasseD,  da  ja  auch 
die  3  übrigen  Glieder  ganz  bestimmte  Grossen  repräsentiren.  Ist 
demnach  OA  die  Grosse  des  einfallenden  Strahles,  so  ist  AG  die 
entsprechende  Grosse  des  gebrochenen  und  das  Verhältniss  awi- 
schen  der  Grosse  des  gebrochenen  und  jener  des  einfallenden 
Strahles  ist  gleich  dem  Brechungs-Exponenten  m. 

Darnach  ist  also  der  Weg,  den  ein  aafTallender  Strahl  in  deni 
neuen  Medium  nimmt,  leicht  zu  finden.  Man  braucht  nur  mit  der 
Linie  GA^  deren  Grosse  aus  obiger  Proportion  bei  einem  gege- 
benen Brechungs-Verhältnisse  fSr  jeden  einfallenden  Strahl  be- 
rechnet werden  kann,  um  A  als  Mittelpunkt  einen  Kreisbogen  zu 
beschreiben;  den  Durchschnittspunkt  G  dieses  Bogens  mit  der 
verlängerten  Senkrechten  OR  verbindet  man  hierauf  mit  dem  Ein- 
fallspunkte A  und  die  Verlängerung  dieser  Verbindungslinie  nach 
abwärts,  nemlich  Azj  ist  die  Richtung  des  gebrochenen  Strahles. 


•> 


In  der  6.  Auflage  von  Mfiller's  Lehrbuch  der  Physik,  I.  Bd 
pag.  547,  werden  zwei  Methoden  für  die  Konstruktion  des  gebro- 
chenen Strahles  angegeben.  Bei  genauerer  Prüfung  erkennt  man 
sogleich,  dass  die  zweite  dieser  Methoden  mit  dem  eben  ent- 
wickelten Verfahren  dem  Wesen^  nach  übereinstimmt,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  der  gebrochene  Strahl  nicht  als  Grösse  auf- 
gefasst  wird. 


§.  i.    Die  an  einer  ebenen  Trennungsfläche  gebroche- 
nen, einem  und  demselben   leuchtenden  Punkte  ange- 
hurigen  Strahlen  schneiden   die  Normale  in   verschie- 
denen Punkten. 

Bekanntlich  reflektirt  ein  ebener  Spiegel  die  von  einem  leuch- 
tenden Punkte  kommenden  Strahlen  in  der  Art,  dass  sich  ihre 
Verlängerungen  nach  der  Reflexion  in  einem  einzigen  Punkte  hin- 
ter dem  Spiegel  schneiden.  Es  wird  sich  der  Mühe  lohnen^  zu 
untersuchen,  welches  Verhalten  in  dieser  Beziehung  die  an  einer 
ebenen  Trennungsfläche  gebrochenen  Strahlen  befolgen. 

Denken  wir  uns  zu  der  ebenen  Trennungsfläche  mn  zweier 
Medien  (Fig.  2)  eine  parallele  Linie  uw  gezogen.  O  ist  der 
leachtende  Punkt  und  ORVmn.  Es  hängt  ganz  von  uns  ab,  die 
Parallele  tcto  in  einem  solchen  Abstände  zu  nehmen,  dass  man  die 
Propottion : 

SR\RO  =  m\\ 

2» 
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bekommt.  Die  Figur  stellt  offenbar  den  Fall  vor^  wo  iit>l  ist, 
also  die  Brechung  zum  Einfallsloth  erfolgt.  Man  ziehe  nun  meh- 
rere einfallende  Strahlen  wie  OAy  OB  und  OC  und  verlängere 
dieselben,  bis  sie  die  Parallele  in  den  Punkten  M,  iV,  P  schnei- 
den.   Nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze  hat  man: 

PC  _1SB       MA       SR       m 
OC^  Oß"  OA'^  OR-^  V 

Fasst  man  nun  die  Linien  MA,  NB,  PC  mit  dem  Zirkel  ab  und 
beschreibt  damit  nacheinander  Kreise  aus  den  Mittelpunkten  A, 
Bf  C,  so  werden  diese  Kreise  die  Normale  in  den  Punkten  G, 
ff,  J  schneiden,  und  es  ist  alsdann: 

MA=:AG,    NB=:Bff,    PC^CJ, 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  obige  Proportion,  so  erhält  man: 

C£_BHGA  _m 
OC^  OB"  OA^  V 

Da  alle  diese  Verhältnisse  dem  Brechungs- Exponenten  m  gleich 
sind,  so  stellen  die  Linien  AG,  BH,  CJ  sowohl  die  Rieh* 
tungen,  als  auch  die  Grössen  der  gebrochenen  Strahlen  vor.  Alle 
gebrochenen  Strahlen  müssen ,  wenn  die  Brechung  zum  Einfalls- 
loth geschieht,  wie  hier  angenommen  wurde,  oberhalb  O  die  Nor« 
male  schneiden,  denn  es  ist  ja  AM^  AO,  BN^BO  u.  s.  f. 

Dass  aber  die  gebrochenen  Strahlen  die  Normale  in  verschle- 
denen  Punkten  schneiden,  ergibt  sich  aus  folgender  Betrachtung. 
Wie  bereits  bekannt,  ist: 

AM:AO=^  m:l, 
somit: 

Ai}§  —  m.AO, 

und  ebenso: 

BN^m.ßO, 

folglich  ist  auch: 

BlS^AM==m(BO^AO). 

Nun  ist  aber  BN —AM  der  Unterschied  der  gebrochenen 
Strahlen,  den  wir  mit  8  bezeichnen  wollen.  BO—AO  ist  der 
Unterschied  der  auffallenden  Strahlen.  Beschreibt  man  mit  dem 
kleineren  Strahle  AO  aus  O  einen  Kreisbogen,  so  schneidet  die- 
ser den  grosseren  in  E  und  es  ist  daher  BO^AO=:  BE,  oder 
wenn    man  wieder  mit  BE  aus  B  einen  Bogen  beschreibt,   der 
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die  Treunuogsfläche  iu   F  trifft,   so  ist  BE  =  BF.    Wir    haben 
daher: 

ö=zm.BF, 

und  da  m>  1  ist,  so  ist  auch  ö^  BF.  Das  ist  nun  die  Bedin- 
gongy  an  n^elche  die  Brechung  zum  Einfallslothe  geknüpft  ist.  Es 
muss  der  Unterschied  zweier  gebrochenen  Strahlen  grösser  sein, 
als  der  Unterschied  derjenigen  auffallenden,  durch  deren  Brechung 
sie  entstanden  sind.  Sehen  wir  nun  zu,  ob  diese  Bedingung  er- 
füllbar wäre,  wenn  alle  gebrochenen  Strahlen  in  einem  Punkte 
die  Normale  schneiden  würden.  Liegen  die  zwei  einfallenden 
Strahlen  AO  und  BO  sehr  nahe  aneinander,  so  wird  BAE  als 
rechtwinkliges  Dreieck  betrachtet  werden  konneu,  dessen  rechter 
Winkel  bei  £  ist.  Alsdann  ist,  wenn  Winkel  EBA=:za  und 
AB  =  r  gesetzt  wird: 

BE  =  BF=zr.cosa. 

Denkt  man  sich  in  dieser  Gleichung  r  konstant,  hingegen  a  ver- 
änderlich, so  ist  klar«  dass,  je  grosser  a  wird,  oder  je  weiter  der 
Scheitelpunkt  O  des  Dreiecks  ABO  längs  der  Normalen  nach 
aufwärts  vorrückt,  desto  kleiner  BF,  d.  i.  der  Unterschied  der 
Seiten  BO  und  AO  werden  müsse.  Es  wird  also,  wenn  wir 
B  mit  G  verbinden,  jede/ifalls  BG  ^  AG  <,  BO -- AO,  oder 
RG-AG<,BF.  Gesetzt  nun,  der  dem  Punkte  A  der  Tren- 
nangsfläche  entsprechende  gebrochene  Strahl  sei  AG^  so  kann 
der  dem  Punkte  B  entsprechende  nicht  BG  sein,  weil,  wie  jetzt 
gezeigt  wurde,  ihr  Unterschied  <^BF  wäre,  während  er  doch 
grosser  als  BF  sein  muss. 

Drehet  man  aber  die  Linie  BG,  welche  den  Abstand  des 
Punktes  B  von  dem  in  der  Normalen  liegenden  Durchschnitts- 
ponkte  darstellt,  schraubenlinks,  so  wird  dieser  Abstand  immer 
grosser  und  somit  wird  auch  der  Unterschied  zwischen  der  ge- 
dreheten  Linie  und  dem  gebrochenen  Strahle  AG  grösser.  Da 
dieser  Unterschied  Anfangs  kleiner  als  BF  war,  so  wird  er  bei 
einer  gewissen  Lage  der  gedreheten  Linie  =  BF,  und  wenn  die 
Drehung  über  diese  Lage  hinaus  erfolgt,  schon  >  BF.  Ist  schliess. 
lieh  die  gedrehete  Linie  in  die  Lage  BH  gekommen,  für  welche 
ßH-^AG  =  m.BF  ist,  so  ist  BH  der  dem  Punkte  B  der  Tren- 
oiingsfläcbe  entsprechende  gebrochene  Strahl.  Die  zwei  gebro- 
chenen Strahlen,  die  wir  eben  betrachtet  haben,  schneiden  also 
die  Normale  in  verschiedenen  Punkten  und  dieses  gilt  auch  von 
Je  zwei  anderen  unmittelbar  auf  einander  folgenden  gebrochenen 
Strahlen. 
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Was  den  auf  die  Trennungsfläche  normal  oder  senkrecht  auf- 
faiienden  Strahl  OR  anbelangt,  so  entspricht  ihm  ebenfalls  ein 
gebrochener  von  der  Grosse  RS,  Beschreibt  man  mit  RS  aus 
dem  Mittelpunkte  R  einen  Bogen,  so  wird  die  Normale  in  T  ge- 
schnitten. Bei  senkrechter  Inzidenz  wird  der  leuchtende  Punkt  O 
mittelst  des  gebrochenen  Strahles  zwar  in  derselben  Richtung 
gesehen,  wie  mittelst  des  auffallenden,  aber  ganz  ohne  Wirkung 
ist  das  brechende  Medium  selbst  in  diesem  Falle  nicht,  denn  es 
lässt  den  leuchtenden  Punkt  O  in  einer  grösseren  Entfernung, 
nemlich  in  T  erscheinen. 

Wollen  wir  jetzt  die  Betrachtung  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo 
?n<l  ist.  Wir  haben  alsdann  (Fig.  3.);  RSiOR^-  m:l,  und  da 
m  <  1  ist,  80  ist  auch  RS  <  OR. 

Sind  wieder  AO  und  BO  zwei  Strahlen,  die  von  dem  leuch- 
tenden Punkte  O  auf  die  Trennungsfläche  fallen,  so  stellen  AM 
und  BN  die  entsprechenden  Grössen  der  gebrochenen  vor  und 
wir  erhalten  wie  vorhin: 

BN— AM  =m. BF 

d  =  m .  BF. 

Da  aber  i?t<l,  also  ein  echter  Bruch  ist,  so  muss  d^BF  sein. 

Das  ist  also  die  Bedingung,  an  welche  die  Brechung  vom  Ein- 
fallslothe  gebunden  ist.  Es  muss  der  Unteri^chied  je  zweier  ge- 
brochenen Strahlen  kleiner  sein,  als  der  Unterschied  derjenigen 
einfallenden,  durch  deren  Brechung  sie  entstanden  sind. 

Beschreibt  man  daher  aus  A  mit  AM  einen  Bogen,  der  die 
Normale  in  G  schneidet,  so  ist  AG  der  dem  Punkte  A  der  Tren- 
nungsfläche entsprechende  gebrochene  Strahl,  sowohl  der  Rich- 
tung als  der  Grösse  nach.  Der  dem  Punkte  B  entsprechende  ge- 
brochene Strahl  kann  nun  nicht  ebenfalls  in  G  die  Normale  schnei- 
den, weil  in  dem  alsdann  entstehenden  Dreiecke  BGA,  gemäss 
dem  zuvor  Gesagten,  BG--AG>  ßO—^O  oder  BG-^AG^  BF 
ist.  Es  kann  also  BG  nicht  den  in  Rede  stehenden  gebrochenen 
Strahl  vorstellen.  Drehet  man  aber  BG  schraubenrech ts  um  den 
Punkt  B,  so  wird  sie  immer  kleiner  und  somit  auch  ihr  Unter- 
schied von  AG  kleiner.  Bei  einer  gewissen  Lage  der  gedreheten 
Linie  wird  dieser  Unterschied  z=:  BF  und  schliesslich,  wenn  die 
Drehung  über  diese  Lage  hinaus  erfolgt,  wird  er  <  BF. 

Hat  nun  die  gedrehete  Linie  die  Lage  BH,  so  dass  BB—AG 
=  m .  BF,  so  ist  BH  der  dem  Punkte  B  entsprechende  gebro- 
chene Strahl,  sowohl  der  Richtung  als  Grosse  nach. 
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Also  aach  bei  der  Brechung  vom  Eiofallslothe  wird  die  Nor- 
male Ton  den  aufeinander  folgenden  gebrochenen  Strahlen  in  ver* 
schiedenen  Punkten  geschnitten.  Der  im  Punkte  C  der  Trennungs- 
fläche gebrochene  schneidet  sie  in  J  und  bei  senkrechter  Inzidenz 
übt  das  Medium  die  Wirkung  aus»  dass  es  den  leuchtenden  Punkt 
O  näher  in  T  erscheinen  lässt 


§.  3.    Folgerungen  aus  dem  Vorhergehenden. 

Die  Kreise,  welche  wir  aus  den  Punkten  A^  B^  C  der  Tren- 
nungsfläche mit  den  gebrochenen  Strahlen  als  Halbmesser  be- 
schrieben, werden  uns  über  Manches  Aufschluss  geben.  Wir 
werden  hier  3  Fälle  unterscheiden,  denn  es  kann  m  =  1,  m>l 
und  m<]  genommen  werden. 

l^'.  Ist  m  =  I ,  so  hat  diess  zu  bedeuten ,  dass  RS  =  OR 
(Fig.  4}  und  dass  somit,  wenn  überhaupt  in  diesem  Falle  noch 
von  einer  Brechung  die  Rede  sein  kann,  jeder  gebrochene 
Strahl  wie  AM  gleich  ist  seinem  einfallenden  OA.  Wir  wollen 
nun  voraussetzen,  dass  die  Auffalispunkte  R,  A,  B,  C  in  gleichen 
relativen  Abständen  sich  beCnden.  Beschreibt  man  nun  successive 
um  diese  Punkte  Kreise  mit  RS,  AM,  BN,  CP,  so  schneiden 
sich  alle  diese  Kreise  in  dem  leuchtenden  Punkte  O.  Befindet 
sich  also  das  Auge  de^  Beobachters  mit  dem  leuchtenden  Punkte 
in  einem  und  demselben  Medium,  so  vermag  dieses  weder  den 
Abstand  des  leuchtenden  Punktes  vom  Auge,  noch  auch  die  Rich- 
tung, in  weicher  er  gesehen  wird,  zu  ändern,  denn  jeder  gebro- 
chene Strahl  hat  ja  dieselbe  Grosse  und  Richtung,  wie  der  ein- 
fallende.    Wir  haben  allgemein: 

Ä  =  m.BF, 

oder: 

d  =  iitr  cos  or. 

Da  aber  a  mit  dem  Einfallswinkel  a  =  xBO  komplementär  ist, 
so  erhält  man  ö  =  mrsina  und  für  m  =  1,  d  =  rsina  =  BF, 

Je  schiefer  die  Strahlen  auffallen,  desto'  grosser  wird  a  und 
desto  mehr  nähert  sich  isina  der  Einheit.  Der  Unterschied  BF 
je  zweier  nächsten  auffallenden  Strahlen  ist  also  keine  konstante 
Grösse,  sondern  wird  desto  grösser,  je  schiefer  die  Strahlen  sind, 
and  80  wird  auch  ö  immer  grösser.  Da  nun  sina  zwischen  Null 
und  Eins  einen  echten  Bruch  darstellt,  so  ist  d<r,  d.  h.  der  Un- 
terschied der  Halbmesser,  mit  denen  aus  A  und  B  Kreise  be- 
schrieben werden,  ist  kleiner  als  der  Abstand  ihrer  Mittelpunkte 
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ond  es  müssen  sich  daher  je  zwei  solche  Kreise  in  zwei  Pankteo 
O  lind  S  schneiden;  da  ferner  d  für  schiefere  Strahlen  immer 
grösser  wird  und  sich  dem  r  beständig  nähert,  so  werden  die  auf 
einanderfolgenden  Kreise  sich  immer  mehr  der  Berührung  nähern. 
Aus  diesem  Grunde  wird  der  Abstand  der  Punkte,  in  weichen 
zwei  unmittelbar  auf  einanderfolgende  Kreise  die  Trennungsfläche 
schneiden,  immer  kleiner,  po  ^on  und  qp'^po. 

29,  Ist  m>l,  so  ist  auch  ßiS  >  OR.  In  der  Gleichung 
d  =  mr sin  a  ist  nur  sina  veränderlich  und  da  es  von  Null  bis  Eins 

wachsen  kann,  so  wird  bei  einer  gewissen  Inzidenz  8in€t  =  — ; 

für  diesen  Fall  ist  d  =  r,  d.  h.  der  Unterschied  der  Halbmesser, 
mit  denen  die  Kreise  beschrieben  werden,  ist  gleich  dem  Abstände 
ihrer  Mittelpunkte.    Diese  zwei  Kreise  werden  sich  also  berühren. 

So  lange  aber  noch  sina<  — »  wird  7?zsina<l  sein  und  somit 
d<r;  es  werden  sich  somit  je  zwei  nächste  Kreise  schneiden. 
Wird  aber  sinaS  —9  so  ist  msina>  1  und  d^r;  alsdann  schlies- 
sen  sich  je  zwei  nächste  Kreise  ganz  ein,  ohne  sich  zu  schneiden. 

3».  Für  m  <  1  Ist  auch  RS  <  OR  (Fig.  3.).  Da  jetzt  in  der 
Formel  ö  =  mrsina  sowohl  m»  als  auch  sina  echte  Brüche  sind, 
wird  msina  stets  <1,  somit  d<r  sein.  Je  zwei  nächste  Kreise 
werden  sich  daher  bei  jeder  Inzidenz  schneiden. 

Werden  solche  Kreise  aus  A,  B,  C  beschrieben,  so  sieht 
man  schon  an  der  Konstruktion,  dass  die  Punkte  G,  H,  J,  in 
welchen  die  Normale  von  diesen  Kreisen  geschnitten  wird,  einen 
desto  grosseren  relativen  Abstand  haben,  je  weiter  sie  von  O  ent- 
fernt sind.  Auch  bemerkt  man,  dass  der  aus  D  beschriebene 
Kreis  die  Normale  nicht  mehr  schneidet,  sondern  sie  in  dem 
Punkte  R  tangirt.  \ 

So  wie  es  bei  der  Brechung  zum  Einfallslothe  einen  Wende« 
punkt  gab,  der  für  sin  a  =  —  eintritt,  so  gibt  es  auch  bei  der  Bre- 
chung vom  Einfallslothe  einen  Wendepunkt,  wenn  sin  a=m  wird, 
(in  welchem  Falle  d  =  m^  ist),  denn  je  schiefer  ein  Strahl  auf 
die  Trennungsfläche  fällt,  desto  grösser  wird  der  Abstand  seines 
Einfallspunktes  von  der  Normalen  und  für  einen  gewissen  Strahl 
OD  wird  dieser  Abstand  DR  gleich  werden  der  Grösse  des  ge- 
brochenen Strahles  DQ,    Nun  ist  aber: 


ICudelka:    Die  Gesetze  der  Lichtörecfmng.  25 

DQ^m.OD 

und: 

DR  =  OD.sina, 

wo  uoter  a  der  Einfallsiviokel  DOR  zu  verstehen  ist.  Es  ist 
daher: 

m.OD=  OD.sina, 
sin  a^  m, 

lo  diesem  Falle  wird  der  Kreis,  der  mit  dem  Halbmesser  DQ 
beschrieben  wird,  von  der  Normalen  tangirt  werden  und  von  da 
an  beginnt  die  totale  Reflexion,  denn  alle  folgenden  Kreise  wer- 
den die  Normale  nicht  mehr  schneiden. 

Aus  Allem,  was  bisher  gesagt  wurde,  geht  hervor,  dass  jeder 
Strahl,  der  nicht  normal  die  Trennungsfläche  trifft,  durch  den 
Einfluss  des  brechenden  Mediums  eine  Aenderung  seiner  Rich- 
tung erleidet  und  dass  auch  der  scheinbare  Abstand  des  leuch- 
tenden Punktes  geändert  wird.  Befindet  sich  innerhalb  des  bre- 
chenden Mediums  ein  beobachtendes  Auge,  so  sieht  es  vermöge 
jedes  gebrochenen  Strahles  den  leuchtenden  Punkt  an  einer  an- 
deren Stelle  und  auch  in  einer  anderen  Entfernung.  Der  leuch- 
tende Punkt  erscheint  also  dem  Auge  vielfach  und  alle  die  Bilder 
desselben  fallen  in  die  Normale,  nemlich  dorthin,  wo  letztere  von 
den  gebrochenen  Strahlen  geschnitten  wird.  In  Betreff  der  An- 
ordnung der  gebrochenen  Strahlen  ^findet  jedoch  ein  wichtiger 
Unterschied  Statt,  je  nachdem  die  Brechung  zum  oder  vom  Ein- 
fallslothe  geschieht.  Bei  der  Brechung  zum  Einfallslothe  konver- 
giren  zwar  die  gebrochenen  Strahlen  AG,  BH,  CJ  (Fig.  2)  in  der 
Richtung  gegen  ihre  Bilder  hin,  aber  je  zwei  solche  unmittelbar 
auf  einanderfolgende  Strahlen  kreuzen  sich  nicht  vor  ihren  Bildern, 
sondern  sie  schneiden  sich  erst  hinter  denselben,  also  auf  der 
rechten  Seite  der  Normalen.  Bei  der  Brechung  vom  Einfalls- 
lothe zeigen  jedoch  die  gebrochenen  Strahlen,  wie  aus  (Fig.  3) 
ersichtlich  ist,  ein  anderes  Verhalten.  Je  zwei  solche  unmit- 
telbar auf  einanderfolgende  Strahlen,  wie  z.  B.  AG  und  BB, 
schneiden  sich  schon  vor  ihren  Bildern,  also  schon  auf  der  linken 
Seite  der  Normalen. 

§.  4.     Die  Brechungs-Kurve. 

Es  sei  O  (Fig.  5}  der  leuchtende  Punkt,  Py  die  Trennungs- 
fläche und  die  Brechung  geschehe  zum  Einfallslothe,  also  m>I. 
Ist  ferner  OA  ein  einfallender  Strahl,    so  sei  AB  die  Richtung 
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und  Grosse  des  gebrochenen.    Aach  setze  man  OP  =  c,  PA  =  y 
und  OB  =  0.    Es  Ist  nun : 

0£  =  0  =  ÄP-i  OP  =  Ä^l.cosÄ  -  c, 

wo  6  =  PßJ  den  Brechungswinkel  bedentet.    Da  BA  =  m.  O/l 
ist,  so  hat  man: 

t;=m.  OJ.cosA — c=iii.  OJ.V^l  —  sin*6  —  c, 

und  weil  -;— ^  =  }ii  ist,  so  erhält  man: 
sin  6 


©=iii.oj-Y  1 — ^ä — ^» 

Nun  Ist  aber  der  Winkel  POA=:za,  folglich    Oilsina  =  ^  und 
OA*  =  y*  +  c*,  somit : 

Diese  Gleichung  gibt  die  Entfernung  des  Durchschnittspunk- 
tes B  von  O  an  und  zwar  für  beliebige  Werthe  von  y.  Da 
PA  ==  OP.tang.PO2l  oder  y  =  ctanga«  so  wird  für  c  =  0  auch 

Die  von  einem,  unendlich  nahe  an  der  Trennungsfläche  lie- 
genden, leuchtenden  Punkte  in  das  brechende  Medium  eindrin- 
genden Strahlen  werden  daher  die  Br/echung  zwar  gerade  so  er- 
leiden, wie  in  dem  Falle,  wo  sich  der  leuchtende  Punkt  in  irgend 
einer  messbaren  Entfernung  von  der  Trennungsfläche  beflndet, 
allein  die  gebrochenen  Strahlen  scheinen  alle  von  demselben  Orte 
herzukommen,  nemlich  von  demjenigen,  den  der  leuchteude  Punkt 
selbst  einnimmt.  Der  leuchtende  Punkt  wird  also  in  diesem  Falle 
an  demselben  Orte  gesehen,  wo  er  auch  gesehen  würde,  wenn 
keine  Brechung  Statt  fände.  Dieser  Folgesatz  wird  später  zur 
Anwendung  kommen. 

Man  ziehe  nun  durch  A  die  uw  \\  xx\  bringe  den  gebrochenen 
Strahl //l^  parallel  zu  sich  In  die  Lage  OM  und  ziehe  MK±xx'. 

Nimmt  man  Py  als  Ordinaten-  und  Px  als  Abszissen- Axe 
an,  so  ist  PK  =  x  die  Abszisse  und  MK  =  y  die  Ordinate  des 
Punktes  M, 

Nun  Ist  aber  OB  =  AM=z  PK,  folglich  v  =zx,  somit: 
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welche  Gleichung  einer  Kurve  angeh|irt«  die  wir  die  Brechangs- 
Karve  nennen  wollen.  Ihre  Aeste  erstrecken  sich  zu  beiden  Seiten 
der  Abszissenaxe  ins  Unendliche.  Für  ^=0  hat  man  x^^-^c+mc 
=c(m  — 1)^  weicher  Werth  die  Abszisse  PR  für  den  Scheitel  R 
der  Kurve  bedeutet: 

Geschiebt  die  Brechung  vom  Einfallslothe,  so  sei  für  den  ein» 
fallenden  Strahl  OA  der  entsprechende  gebrochene  AC.  Man 
wird  jetzt  unter  v  den  Abstand  OC  zu  verstehen  haben  und  man 
erhält  auf  ähnliche  Weise,  wie  vorhin: 

Da  aber  in  dem  gegenwärtigen  Falle  m^l,  somit  m* — I  ne- 
gativ ist,  so  hat  man  auch: 

Bringt  man  nun  den  gebrochenen  Strahl  ^C  in  die  parallele 
Lage  ON  und  zieht  NL\_xx'^  so  ist  PL  =  x  upd  NL  =  y.  Da 
nun  0C=  NA  =  PL,  so  ist  wiederum  v  =^  x  und  folglich: 

j;  =  +  c  —  V  iw*c*  —  (l — m*)y* 
die  Gleichung  der  Brechungskurve,  wenn  m<l  ist. 

Setzt  man  wieder  ^  =  0,  so  bekommt  man  für  den  Scheitel 
5  dieserükirve  a:  =  c— mc  =  c(l  — m),  worunter  also  die  Abszisse 
PS  zu  verstehen  ist.  Die  Aeste  dieser  Kurve  erstrecken  sich 
nicht  mehr  ins  Unendliche,  denn  ist  m*c*  =  (1  —  m*)^*,  so  erreicht 
X  -=  e  seinen  Maximum  werth.  Da  y  =  ctanga  ist,  so  kann  man 
die  letztere  Bedingung  auch  so  stellen: 


m^c^  =  (1  — m«)c«tang«a. 


Setzt  man  tanea  = >  so  bat  man: 

°         cosa 

sin^a  sin*a  «i* 


cos*a     <  1  —  sin*a       l— m* 

und  somit  sin  a=m.    Man  kann  daher  der  obigen  Bedingung  auch 
diese  letztere  substitulren. 
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§.  5.  Das  ßrecbungs  -  Gesetz  des  Sneilius  ist  eine 
blosse  Anwendung  eines  rein  mathematischen  Satzes. 

Die  Geometrie  lehrt«    dass    die  Seiten    eines  Dreieckes  sich 

verhalten,  wie  die  Sinusse  der  gegenüberliegenden  Winkel;    lä'sst 

man  daher  das  Verhältniss    der  Seiten   konstant  sein,  so  wird  es 

auch   das  Verhältniss    der  Sinusse  bleiben.     Es  sei  das  Dreieck 

BOA  (Fig.  G)  und  man  beschreibe  um  A  als  Mittelpunkt  mit  AO 

und   ebenso  mit  BA  Kreise.    Setzt  man  Winkel  ABO=^b  und 

.^.  _.  ,    ^  AB        sina       .       .  , 

AUK=-  a.  so  bat  man   —rpi  =~r— ?•     Aendert    man     nun     den 
*  AO       sino 

W^inkel  BAO,  indem  man  die  Halbmesser  in  verschiedene  an- 
dere Lagen  bringt,  so  werden  für  jedes  solche  neu  entstandene 
Dreieck  die  Winkel  a  und  b  andere  Werthe  haben,  aber  das 
Verhältniss  ihrer  Sinusse  bleibt  konstant,  weil  die  gegenüberlie- 
genden Seiten    als  Halbmesser    ihre  anfänglichen  Grüssen   beibe< 

halten.    In  dem  Dreiecke  DAC  z,  B.*  wird     .    .>  =  -r—r  sein. 

sin  6^        sino 

Welches  von  den  unzähligen  Dreiecken,  in  welchen  das  Ver- 
hältniss der  Sinusse  das  nemliche  ist,  in  einem  bestimmten 
Brechungsfalle  zur  Anwendung  kommt,  wird  offenbar  durch  die 
Lage  der  Trennungsfläche  mn  bestimmt,  denn  auf  dieser  Tren- 
nungsfläche niuss  die  dritte  Seite  des  Dreiecks,  nemlich  BO 
senkrecht  stehen,  wenn  die  Halbmesser  AO  und  BA  die  Grössen 
und  Richtungen  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  vor- 
stellen sollen,  denn  alsdann  ist  ja  der  Winkel  a  =  deni  Einfalls- 
winkel OAx  un^  b  =  dem  Brechungswinkel  BAx.  Ist  ebenso 
in  dem  Dreiecke  DAC  die  Seite  DCj^mn,  so  wird,  falls  CA  den 
einfallenden  Strahl  vorstellt,  der  andere  Halbmesser  DA  den 
gebrochenen  Strahl  sowohl  der  Richtung  als  Grösse  nach  dar- 
stellen, und  es  ist  in  diesem  Falle  a'  =  dem  Einfallswinkel  CAx 
und  6'  =  dem  Brechungswinkel  DAx. 

Die  beiden  einfallenden  Strahlen  OA  und  CA  kommen  na- 
türlich von  verschiedenen  leuchtenden  Punkten  her.  Will  man 
aber  haben,  dass  sie  von  demselben  leuchtenden  Punkte  herkom- 
men, so  braucht  man  nur  OE  \\  CA  und  EF\\  AD  zu  ziehen.    Als- 

FE       DA 

dann  ist  das  Dreieck  FEOcoDAC  und  somit    ö]^  =  "STT*      1** 

nun  -T7T  =  m,  so  ist  auch  jTp  =  m.  Wenn  also  OE  ein  einfal- 
lender ist,  so  ist  EF  der  zugehörige  gebrochene. 

Aber  es  gibt  immer  zwei  Dreiecke,  die  einander  korrespondi* 
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reo  und  zwar  c^us  dem  Grande,  weil  die  Sinusse  sopplementSrer 
Winkel  einander  gleich  sind.  So  hat  das  Dreieck  ÄBG  mit  dem 
Dreiecke  ABO  den  Brechungswinkel  AßO=b  gemeinsam;  heide 
Dreiecke  sind  also  auf  denselben  gebrochenen  Strahl  AB  zu  be- 
ziehen, aber  während  in  dem  einen  der  Winkel  AOß  mit  dem 
Einfallswinkel  a  supplementär  Ist,  ist  in  dem  anderen  der  Winkel 
AGB  diesem  Einfallswinkel  a  selbst  gleich.  Wenn  nun  aber  in 
dem  Dreiecke  BAO  die  Seite  AO  die  Grösse  und  Richtung  des 
einfallenden  Strahles  angibt ,  so  gilt  dieses  nicht  auch  von  der 
Seite  AG  des  zweiten  Dreiecks.  Diese  Seite  AG  gibt  vielmehr 
die  Richtung  und  Grösse  des  im  Punkte  A  nach  Az  reflektirten 
Strahles  an;  denn  es  ist  ja  Winkel  OAR  =  RAG  =z  zAm,  Das 
Brechungs-Gesetz  hängt  also  innig  zusammen  mit  dem  Reflexions. 
Gesetze. 

Beschreibt  man  nm  einen  beliebigen  Einfallspunkt  E,  der 
in  der  Trennungsfläche  mn  liegt,  mit  dem  von  dem  leuchtenden 
Punkte  O  herkommenden  Strahle  OE  einen  Kreis,  so  wird  da- 
durch die  Normale  OR  nicht  bloss  in  O,  sondern,  wenn  sie  hin- 
reichend verlängert  wird,  auch  in  G  geschnitten  und  diese  Durch- 
schnittspunkte bleiben  dieselben,  ich  mag  mit  beliebigen  anderen 
auffallenden  Strahlen  um  ihre  Einfallspunkte  solche  Kreise  be- 
schreiben. Der  reflektirte  Strahl  AG  ist  also  gewissermassen 
aequivalent  dem  einfallenden  OA  und  es  ist  insofern  gleichgiltig, 
auf  welchen  von  beiden  der  gebrochene  BA  bezogen  wird. 

So  wie  die  von  Q  zu  den  respektiven  Einfallspunkten  gezo- 
genen Geraden  die  einfallenden  Strahlen  vorstellen,  so  werden  die 
von  G  zu  eben  diesen  Einfallspunkten  gezogenen  Geraden  die  re- 
flektirten Strahlen  bedeuten,  welche  letztere  immer  dieselbe  Grösse 
haben,  wie  die  er^teren.  Der  Punkt  G  wird  also  das  Spiegelbild 
von  O  sein. 

Es  wurde  an  einem  früheren  Orte  bereits  hervorgehoben,  dass 
durch  die  Brechung  die  scheinbare  Entfernung  des  leuchtenden 
Punktes  von  der  Trennungsfläche  geändert  werde,  wie  denn  eigent- 
lich alles  Gesagte  diesen  Gedanken  zur  Grundlage  hat.  Es  sei 
mir  nun  hier  erlaubt,  denselben  durch  ein  Paar  Beispiele  zu 
beleuchten. 

Hängt  man  ein  Pendel,  z.  B.  ein  an  einem  Faden  hängen- 
des Kügelchen  in  Wasser,  so  erscheint  der  eingetauchte  Theil 
des  Fadens  in  der  Verlängerung  des  herausragenden,  zugleich  aber 
kürzer^  als  er  wirklich  ist.  Hier  werden  also  die  scheinbaren  Ab- 
stände eines  jeden  Punktes  des  eingetauchten  T heiles  von  der 
Trennungsfläche  vermindert,   und  indem  diese . Abstände  in  eine 


32  Kudelha:    Die  Gesetze  der  Lichtbrechung, 

dcoaa 


OC—c  +  d-c-- 


m.cosb* 


-  cos  6  ,- 

und  =  n  gesetzt,  gibt : 


coso 


Es  hängt  demnach  OC,  wie  diese  Gleichung  zeigt,  nicht  nur 
Ton  der  Dicke  des  Mediums  und  dem  Brechungs-Exponenten  ab, 
sondern  auch  von  dem  Verhältnisse  der  tlosinusse  des  Brechungs- 
und  Einfallswinkels. 

In  Müll  er 's  Lehrbuch  der  Physik,  6.  Auflage,  findet  man 
pag.  545  für  den  Brechungs-Exponenten  m  beim  Uebergange  von 
Luft  in  Wasser,  drei  verschiedene  Fälle  angegeben,  nemlich: 


—  ?!!L5  —  ilüi^  _  sin  30Q  _  sinGQQ  _ 
*"  ""  sin  6  "~  sin  llj«  ""  sin  22^  —  sin  40*>  "^  ** 

Nehmen  wir  nun  in  allen  3  Fällen  das  Verhältniss  der  Co- 
sinusse des  Brechungs-  und  Einfallswinkels,  so  bleibt  dieses  nicht 
beständig,  denn  es  ist: 

cos  1 1 1^ 


cos  15^ 
cos  22Q 
cos30o 
cos  40» 
cos60o 


=  1.015, 


=  1.070, 


=  1.532. 


Wir  sehen  daraus,  je  grosser  der  Einfallswinkel  a  wird,  also 
je  schiefer  die  Strahlen  auf  das  Medium  fallen,  desto  grosser 
wird  auch  n.  Aber  mit  der  Zunahme  von  n  nimmt  auch  OC  zu. 
Daraus  ergibt  sich  also,  dass  jeder  Strahl  nach  seinem  Austritte 
in  einem  anderen  Punkte  die  Normale  schneide,  welcher  von  dem 
leuchtenden  Punkte  um  so  weiter  entfernt  ist,  je  schiefer  der 
aufiallende  Strahl  genommen  wird. 

Obgleich  nun  gegen  die  Richtigkeit  der  obigen  Rechnung 
nichts  einzuwenden  sein  dürfte,  so  gewährt  sie  doch  keine  Ein- 
sicht in  die  Umstände,  die  ein  solches  Resultat  veranlassen,  und 
es  wird  daher  der  Mühe  werth  sein,  diesen  Gegenstand  von  einer 
anderen  Seite  zu  beleuchten. 

Es  sei  wiederum  ein  von  parallelen  Ebenen  mn  und  pl  be- 
grenztes Medium  (Fig.  10  für  m>  1  und  Fig.  11  für  ?7t<l).    Von 
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dem  leaehtenden  Pankte  O  falle  darauf^  ein  Strahl  OA,  der  nach 
AC  gebrochen  wird«  and  nach  seinem  Austritte  die  Richtung  CF 
annimmt  welche  parallel  ist  au  dem  einfallenden  Strahle  OA  und 
verlängert  die  Normale  in  E  schneidet.  Unter  diesen  Umständen 
raOssen  die  Dreiecke  OAR  und  ECP  ähnlich  sein.  Man  hat 
daher  die  Proportion: 

ORiEP-ARiCP. 

Durch  diese  Proportion  ist  also  der  Parallelismus  des  ein-  und 
aastretenden  Strahles  bedingt. 

Denken  wir  uns  nun  einen  aweiten  einfallenden  Strahl  OB. 
Von  diesem  wollen  wir  annehmen «  dass  er  nach  seinem  Austritte 
in  demselben  Punkte  £>  wie  der  vorige»  die  Normale  schneide. 
Zieht  man  daher  durch  den  Punkt  E  eine  Parallele  EJ  au  dem 
tweiten  einfallenden  Strahle  OB,  so  wird  diese  die  Austritts- 
fläche  in  dem  Punkte  D  schneiden;  Terbindet  man  nun  B  mit  />» 
so  gibt  die  Linie  BD  die  Richtung  an,  welche  der  gebrochene 
Strahl  innerhalb  des  Mediums  haben  mflsste,  wenn  der  austre- 
tende Strahl  DJ  in  demselben  Punkte  E  die  Normale  schneiden 
soll 4  wo  der  austretende  Strahl  CF  ale  schneidet.  Da  nun  wie- 
derum OBRojEDP  Ist,  so  bat  man  auch: 

OR:EP=^BR:DP, 

und  Indem  man  diese  Proportion  mit  der  früheren  zusammenhält, 
ergibt  sich: 

AR.CP-  BR.DP. 

Diese  letztere  Proportion  enthält  die  Bedingung,  unter  welcher 
alle  austretenden  Strahlen  die  Normale  in  demselben  Punkte  E 
fichnelden  wfirden. 

AR  und  BR  sind  die  Entfernungen  der  Einfallspunkte  Ton 
der  Normalen  an  der  Eintrittsfläche;  CP  und  DP  sind  ebenso 
die  Entfernungen  der  Einfallspunkte  von  der  Normalen  ffir  die 
Austrittsfläche.  Man  kann  daher  die  Bedingung  in  folgende  Worte 
kleiden.  Sollen  alle  austretenden  Strahlen  die  Normale  in  einem 
einzigen  Punkte  schneiden,  so  muss  das  Verhältnjss  der  Entfer- 
mmgen    der   Auffallspunkte   von    der  Normalen    an   den    beiden 

AR       BR 

Trennungsflächen  ein  konstantes  sein.    Es  muss  pp  =:  jjp.,»8ein ; 

Nennen  wir  dieses  Verhältnlss  kurz  das  Distanzenverhältniss. 

Man  sieht  also,  dass  der  blosse  Parallelismus  jedes  austre- 
tenden Strahles  mit  seinem  zugehörigen  einfallenden  noch  nicht 

ThtU  L.  3 


34  Kudelha:    Die  Gesetze  der  Lichtbrechung. 

Miireich(,  um  za  bewirken ,  das«  die  Normale  Ton  allen  austreten-» 
den  Strahlen  in  dem  nSrolichen  Pnnkte  geschnitten  werde»  sondero 
es  ist  dazu  auch  noch  erforderlich,  dass  das  Distanzen  verhält«  isb 
ein  konstantes  sei.  Aber  unter  dieser  letzteren  Bedingung  wefdeo 
auch  die  Richtungen,  welche  die  an  der  Eintrittsfläche  gebrocfae* 
nen  Strahlen»  wie  BD 9  AC,  RP,  innerhalb  des  brechenden  Me^ 
diums  haben»  gehurig  verlängert»  in  einem  und  demselben  Punkte 

Aß       GH 

G  die  Normale  schneiden.    Denn  da  -^p  =  -gp  ist,  so  ist  auch 

jr^  =  Y^jy  Das  rein  geometrische  Gesetz  des  Distanzenver- 
hältnisses wird  nun  aber  von  der  Natur  nicht  befolgt.  Die  Bre- 
chung geschieht  nicht  nach  diesem  Gesetze,  sondern  nach  dem 
Gesetze  des  konstanten  Verhältnisses  der  Sinusse  des  Einfalls- 
und  Brechungswinkels»  weiches  letztere  mit  dem  ersteren  völlig 
unvereinbar  lieh  ist»  wie  aus  folgender  Betrachtung  erhellen  dürfte. 

Ist  f&t  den  einfallenden  Strahl  OA  der  zogehSrige  gebrochene 
AG,  so  kann  der  einem  zweiten  einfallenden  Strahle  0£  entspre- 
chende gebrochene»  wie  bereits  bekannt»  nicht  in  dem  nemlicben 
Punkte  G  die  Normale  schneiden,  wie  der  erstere,  sondern  er 
thut  diess  in  einem  höheren  oder  tieferen  Punkte  X»  je  nachdefn 
iit>l  oder  m<l  ist.  Es  ist  also  BL  der  dem  einfallenden  OB 
entsprechende  gebrochene  Strahl.  Verlängert  man  nun  BL  nach 
abwärts»  so  wird  die  Austrittsfläche  davon  In  K  getroffen»  welcher 
Punkt  wiederum  der  Normalen  näher  liegt  als  Z>,  wenn  f/i>  1,  and 
entfernter»  wenn  m  <  1  ist.  Zieht  man  durch  K  die  KS  \\  OB,  so 
gibt  diese  die  Richtung  des  austretenden  Strahles,  und  man  sieht» 
dass  der  Punkt  S,  wo  sie  die  Normale  schneidet»  unterhalb  E 
liegt»  wenn  m>  I,  und  oberhalb»  wenn  iii<l  ist 

Da  nun  unter  solchen  Umständen  dem  Einfallspunkte  B  an 
der  ersten  Fläche  nicht  mehr  der  Punkt  />»  sondern  K  an  der 
Austrittsfläche  entspricht»  so  wird  dadurch  das  (yesets  des  kon- 
stauten  Distanzenverhältnisses  beseitigt. 


§.  7.    Einfluss  der  Dicke  des  brechenden  Hediams. 

Für  den  einfallenden  Strahl  OA  war  AE  der  entsprechende 
gebrochene.  (Fig.  9.).  Verlängert  man  nun  den  gebrochenen 
Strahl  AE  bis  er  die  Austrittsfläche  in  B  trifft»  so  ist  fiär  die 
letztere  EB  als  einfallender  Strahl  zu  betrachten  und  es  ist  die-- 
ser  Strahl  um  den  Weg  AB,  den  das  Licht  innerhalb  des  Mediums 
znrficklegt»  grösser  als  AE. 
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Ntmtnt  man  aber  die  Dicke  des  Mediiime  unendlich  klein  an, 
80  wird  der  Anstrittspunkt  B  mit  dem  Einfallspunkte  il  als  so- 
aammenfallend  betrachtet  werden  können.  Alsdann  wird,  da  ^1^=0 
ist^  der  einfallende  Strahl  an  der  Austrittsfläcbe  dieselbe  Grosse 
haben ^  wie  der  gebrochene  Strahl  an  der  Eintrittsfläche:  er  wird 
=  AK  sein.  Ebenso  wird  der  gebrochene  Strahl  an  der  Aus- 
trittsflfiche  dieselbe  Grösse  haben^  wie  der  einfallende  an  der  Ein- 
trittsfläche;  er  wird  somit  ^=^  AO  sein.  Betrachtet  man  also  den 
leachtenden  Punkt  durch  ein  sehr  diinnes  Medium,  so  erscheint 
er  an  seinem  wahren  Orte. 

Daran  lässt  sich  die  folgende  Betrachtung  anschÜesseo. 

Man  setze  die  Grosse  eines  beliebigen  einfallenden  Strahles 
an  der  Eintrittsflache  =  q  und  die  entspreehende  Grosse  des  ge- 
brochenen =  q'.  Das  Medium  sei  z.  B.  aas  Glas  und  der  Bre- 
cbong6*Exponent  ==  m.  Wird  es  unendlich  dQiin  gedacht,  so  ist 
die  GrOsse  des  einfallenden  Strahles  an  der  Austrittsfläcbe  ss  q' 
und  die  Grosse  des  an  dieser  Fläche  gebrochenen  sts  q.  Den 
Brecbungs-Exponenten  beim  Uebergange  aus  dem  Glase  in  die 
Luft  wollen  wir  =  m'  setzen.    Wir  haben  demnach : 


folglich : 


wi  =  —  und  wi'  =  "n?» 


mm*  =  1  und  m*  =  — • 

m 


Hat  das  Medium  eine  angebbare  Dicke  ^  so  wird  der  einfal- 
lende Strahl  an  der  Austrittsfläche  die  Grosse  =  fi^'  haben,  wo 
fi  einen  von  der  Dicke  des  Mediums  abhängigen  Faktor  vorstellt; 
der     an     derselben   Fläche     gebrochene     wird     demgemäss     die 

Grosse  ==  ua  heben,  und  es  wird  in  diesem  Falle  m'  ^  — ,   und 
somit  ebenfalls  mm*  =  1. 

Lässt  man  einen  Lichtstrahl  durch  zwei  unmittelbar  auf  ein- 
ander folgende  unendlich  dfinne  Schiebten  zweier  Stoffe,  z.  B. 
Glas  und  Wasser,  hindurchgehen^  so  gibt  es  3  Trennungsflächen, 
nnd  es  seien  wiederum  q  und  q*  die  Grossen  des  einfallenden 
and  gebrochenen  Strahles  an  der  ersten  Trennungsfläche  und  m 
der  Brechungs-Exponent  beim  Uebergange  aus  der  Luft  in  Glas; 
für  die  zweite  Trennungsfläche  ist  der  einfallende  Strahl  :^  q\ 
der  gebrochene  sei  =  q"y  und  der  Brechungs-Exponent  beim 
Uebergange  aus  Glas  in  Wasser  =  m* ;  fiir  die  dritte  Trennungs- 

3* 
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fläche  ist  der  einfallende  =  9^    der  gebrochene  =  q^   and   der 
Brechang8*Exponent  beim  Uebergange  aas  Wasser  in  die  Luft 

s=  m".    Wir  haben  demnach  m  =  — »  m'  =  ^  und  nt"  =s  ^,»  so- 

q  q'  ^' 

mitiiimW  =  l   und  fii' =  — -„.    Setit  man  den  Brechungs-Ex- 
ponenten  beim  Uebergange  aus  der  Laft  in  Wasser  =11»  so  ist 

m''  =  —  und  somit  mü  =  — • 
n  fii 


§.  8.    Ueber  die  Ablenkung   der  Lichtstrahlen. 

Es  sei  OA  (Fig.  1)  ein  einfallender  Strahl.  Geschieht  die  Bre- 
chung aum  EinfallslothOy  so  ist  Az  die  Richtung  ^^b  gebrochenen 
Strahles.  Ist  ferner  Ar  die  Verlängerung  des  einfallenden  Strah* 
les»  so  gibt  der  Winkel  xAr^  welchen  die  Richtung  des  gebro- 
chenen mit  jener  des  einfallenden  bildet,  die  Grosse  der  Ablen- 
kung» welche  das  Medium  bewirkt.    Nun  ist  aber: 

zAt  =  GAO  =  AOR  "  AGR  =  a— 6. 

Der  Ablenkungswinkel  ist  also  gleich  dem  Einfalls-  weniger  dem 
Brechungswinkel.  ^ 

Wird  der  Strahl  DA  nach  AB  (Fig.  12)  und  ein  anderer 
Sttrahl  CA  nach  AE  gebrochen,  so  ist  fOr  den  ersteren^  wenn  er 
nach  z  verlängert  wird»  die  Ablenkung  =  BAz  und  fflr  den  letz- 
teren, dessen  Verlängerung  Ar  ist,  hat  man  die  Ablenkung  z=:EAr. 
Es  ist  aber  letztere  Ablenkung  stets  grosser,  als  die  erstere, 
denn  es  ist  zu  bemerken,  dass  der  Winkel  zAr  ^  CAD  ist;  der 
Winkel  BAE  aber,  den  die  zwei  gebrochenen  Strahlen  bilden,  ist 
stets  ^CAD,  aus  dem  Grunde,  weil  alle  einfallenden  Strahlen, 
die  innerhalb  des  Winkels  CAD  liegen,  durch  die  Brechung 
dichter  an  einander  gerfickt  werden.    Man  hat  nun: 

EAz  =  EAz 
BAE<^zAR 


EAz  +BAE<,EAz+zAr  und 
BAz  <^EAr. 

Darnach  wird  also  ein  Strahl  desto  mehr  von  der  ursprünglichen 
Richtung  abgelenkt,  je  schiefer  er  aufftllt 

In  Müller 's  Lehrbuch  der  Physik  S.  552  findet  man  tSr 
den  Oebergang  aus  Luft  in  Glais,  wobei  »t  =  {  ist,  fiSr  a  und  6 
olgende  Werthe: 
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a 

6 

a-b 

7»30' 

5» 

2»  30' 

15».  5' 

10» 

6»  5' 

22«S0' 

15» 

7»50' 

30»52' 

20» 

10»S2' 

39«>2r 

25» 

14»  21' 

48»35' 

30» 

18035' 

59»  12' 

35» 

24»  12' 

74»34' 

40» 

34»34'. 

Man  sieht  daraus,  dass  a — 6  immer  gr5sser  wird,  je  schiefer 
die  Strahlen  aufbllen.  Die  Brechungswinkel  wachsen  in  dieser 
Reihe  immer  um  5^.  Die  entsprechende  Zunahme  des  Einfalls- 
winkels bleibt  aber  niqht  konstant,  sondern  sie  wird  immer  grösser. 
Daraus  geht  umgekehrt  hervor,  dass  wenn  map  die  Einfallswinkel 
um  gleiche  Grossen  wachsen  lässt,  die  entsprechende  Zunahme 
der  Brechungswinkel  immer  kleiner  werden  muss. 

Bilden  also  zwei  einfallende  Strahlen  DA  und  CA  (Fig.  12) 
einen  Winkel  von  etwa  5^  mit  einander,  DAC  =  5^,  und  denkt 
man  sich  dieses  System  von  zwei  Strahlen  um  den  Punkt  A 
Schraubenlinks  gedrehet,  so  dass  der  Winkel  CJZ>^5^  unver- 
ändert bleibt^  so  werden  auch  die  entsprechenden  gebrochenen 
Strahlen  AB  und  AE  in  demselben  Sinne  eine  Drehung  erleiden, 
aber  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  BAE  wird  desto  klei- 
ner, je  mehr  die  Drehung  beträgt. 

Wiewohl  nun  an  der  Richtigkeit  des  obigen  Beweises  und 
der  damit  in  Verbindung  gebrachten  Folgerungen  nicht  gezweifelt 
werden  kann^  so  gibt  doch  Alles  das  keine  Einsicht  in  den  Zu* 
sammenhang,  welcher  zwischen  dem  Ablenkungswinkel  und  dem 
Gesetze  des  Snellius  Statt  finden  muss. 

In  dieser  Hinsicht  dürfte  die  folgende  Betrachtung  nicht  fiber- 
flfissig  sein.  Es  sei  OA  ein  einfallender  Strahl  (Fig.  13)  unj 
AB  der  zugehörige  gebrochene.  Wir  setzen  eine  Brechung  zum 
Einfallslothe  voraus.  Man  denke  sich  nun  den  einfallenden  Strahl 
bis  C  verlängert  und  ziehe  CD  ||  AB     Man  hat  alsdann : 

BA  _DC _ 

OA  —  OC^^' 

Jetzt  werde  das  Dreieck  OCD,  das  gleichsam  über  dem 
Dreiecke  OAB  liegt,  um  den  Punkt  O  so  lange  gedrehet,  bis  6 
in  die  Trennunggfläche  nach  E  zu  liegen  kommt;  es  ist  dann  die 


38  Mudelka:    Die  Gesetze  der  Lichtbrechung, 

Seite  OC  um  den  Winkel  COE  gedrehet  worden,  und  um  einen 
gleich  grossen  Winkel  ist  auch  die  Seite  OD  gedrehet,  die  jetzt 
in  der  Lage  OF  sich  befindet,  und  es  ist  daher,  wenn  man  mit 
OD  einen  Kreis  um  O  beschreibt,  der  Bogen  FD  =  pq ,  welcher 
letztere  Bogen  die  GrOsse.  des  Winkels  COE  angibt.  Die  dritte 
Seite  CD  des  gedreheten  Dreiecks  befindet  sich  jetzt  in  der 
Lage  FE. 

Jetzt  kann  OE  einen  zweiten  einfallenden  Strahl  vorstellen; 
der  dazu  gehurige  gebrochene  wird  naturlich  die  Grosse  FE  ha- 
ben, aber  seine  Richtung  ist  eine  andere.  Man  bekommt  sie, 
wenn  man  mit  FE  um  E  einen  Bogen  beschreibt,  bis  die  Nor- 
male in  G  geschnitten  wird.  GE  gibt  dann  die  Richtung  und 
GrSsse  des  gebrochenen  Strahles,  welcher  dem  einfallenden  OE 
entspricht.  Durch  die  Drehung  des  Dreiecks  ist  zunächst  der 
Winkel  ROA  =  a,  welcher  der  Einfallswinkel  ffir  den  Strahl  OA 
ist,  um  den  Winkel  COE  =  ^i  vergrc(ssert  worden.  Es  ist  daher 
ROE=:a  +  fi  der  Einfallswinkel  für  den  Strahl  OE. 

Zieht  man  EB^  \\  AB,  «lo  ist  der  Brechungswinkel  ßAx^=^B'Ex' 
=  6  für  den  im  Punkte  A  gebrochenen  Strahl  AB.  Kommt  nun 
durch  die  Drehung  des  Dreiecks  die  Seite  DC  in  die  Lage  F£, 
so  bildet  sie  mit  dem  Einfallslotbe  den  Winkel  FEx'  —  ß'Ex' 
+  B'EF=:  b+fi,  denn  B'EF  ist  offenbar  =  jit,  denn  es  wird  6 
durch  die  Drehung  des  Dreiecks  um  ebensoviel  vergrüssert  wie  a. 

Weil  nun  aber  FE  wieder  in  die  Lage  GE  gedrehet  wird, 
so  wird  der  Winkel  FEB'  =  fi  wieder  um  den  Winkel  FEG  ==  v 
vermindert.  Es  ist  daher  der  Brechungswinkel  GEx'  für  den  im 
Punkte  E  gebrochenen  Strahl  6f£  =  6  +  f* — v. 

Aendert  sich  also  der  Einfallswinkel  a  um  ^,  so  ändert  such 
der  Brechungswinkel  6  um  weniger,  nemlich  um  ft — v. 

Bei  dem  ersten  Strahle  ist  der  Ablenkungswinkel  OAB=z  OEF 
=z  d;  für  den  zweiten  Strahl  ist  aber  der  Ablenkungswinkel 
d'  =  OEG  =  OJEF+  FEG  =:d  +  v.  Die  Ablenkung  des  zweiten 
Strahles  ist  also  um  v  grosser,  als  die  des  ersten. 

Man  bat  übrigens  auch  d  =  a — 6  für  den  ersten  Strahl  und 
d'  =  a+(ik — (6  +  1* — v)  =  a— 6+v  für  den  zweiten. 

Dieser  Zuwachs  v  ist  aber  für  die  auf  einander  folgenden 
Strahlen  nich  konstant,  sondern  er  wird  immer  grosser,  wie  aus 
Folgendem  erhellet. 

Nennt  man  g  die  Grdsse  eines  Grades  im  Bogenmasse  ffir 
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deo  Halbmesser  =7  1,  so  Ist  r'g  die  GrSsse  eines  Grades  för  den 
Halbmesser  OD  =zr'  und  wenn  der  Bogen  FD  (i  solche  Grade 
eothilt,  so  hat  man: 

FD  =  fir'g. 

Da  der  andere  Bogen  FG  einem  Kreise  angehöret,  dessen 
Halbmesser  FE  =  DC=  K  ist«  so  ist  die  Grösse  eines  Grades 
=  Rg,  und  wenn  dieser  Bogen  v  solche  Grade  enthält,  so  ist: 

FG  —  v.R.g, 

somit : 

V  _r'  FG 
Ik^  R'FD* 

r'  FG 
''^^  R'FD' 

Ist  der  Drehungswinkel  FOD  unendlich  klein,  so  kann  man 
die  Bogen  FD  und  FG,  als  geradlinig  betrachten,  und  es  wird 
dann  der  Winkel  DFG  von  den  Tangenten  gebildet,  welche  durch 
den  Punkt  F  zu  beiden  Kreisen  gelegt  werden.  Aber  der  Win- 
kel, den  die  Tangentßn  bilden,  ist  offenbar  gleich  dem  Winkel, 
den  die  zum  Berührungspunkte  gezogenen  Halbmesser  OF  und 
EF  einschliessen,  also : 

GFD=OFE  =  b. 

Da  man  ferner  das  Dreieck  GED  als  ein  rechtwinkliges  be- 
trachten kann,  so  hat  man: 

FJO  =  FG.  cosb 

und  somit: 

_    r!     FG  /    1 

"  ~" '*-Ä/'6?.cos6  "" '*-Ä'co86' 

Man  sieht  also,  dass  die  Anzahl  Grade,  welche  der  Bogen 
FG  enthält,  also  die  Grosse  des  Winkels  FEG  dem  Cosinus  des 
Brechungswinkels  6  verkehrt  proportionirt  ist.  Es  wird  also  jeden- 
Ealls  V  grosser  ausfallen,  wenn  der  Brechungswinkel  6, ein  grosse- 
rer ist.  Hierbei  setzen  wir  voraus,  dass  bei  dem  Uebergange  von 
einem  Strahle  zum  andern  der  Drehnngswinkel  FOD  immer  gleich 

viel  betrage,  also  ^i  eine  konstante  Grosse  sei.     Das  Verhältniss 

r'  .      .  .  . 

n  ist  jedoch  nicht  konstant,   denn  wenn  ich  von  dem  zweiten 

einfallenden  Strahle  OE  zu  einem  folgenden  dritten  übergehe,  sa 
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ist  unter  „  das   VerbSitnis«  ^^  ^ -üg  = -QT^zuvn'sleheii.  Nun 

ist   aber  -^p  >  -qt^-     Es    wird    demnacb   v    auch     aus    diesem 

Grande  lo  oebnien  rodiisen. 

Gescbieht  die  Brecbung   Tom  Einfallslothe ,  so   wird  im  All- 
gemeinen das  Nemllcbe  gelten.   Die  Fig.  14  rersiDnlicbt  diesen  Fall. 

OA  ist  der  einfallende  Strabl,  AB  der  eiitsprecbende  gebro- 
chene.   Man  verlängere  den  ersteren  bis  Cund  liebe  durcb  diesen 

Punkt  die  CD  ||  ^ß,  so  hat  man  -^jj  =  ^^  =  nt,  wo  nt  <  I  ist. 

Drehet  man  das  Dreieck  ODC  um  den  Panlit  O,  bis  C  in  die 
Trennungsfläche  nach  E  zu  liegen  kommt,  so  erhfitt  es  die  Lage 
OFE.  Dabei  bat  natürlich  die  Seite  OD  einen  Bogen  DF  be- 
schrieben, welcher  ^pq  =  n  ist.  OE  stellt  jetzt  einen  zweiten 
einfallenden  Strabl  ?or,  dessen  zugehöriger  gebrochener  die  Grosse, 
EF  hat.  Die  Richtung  des  letzteren  findet  man  wieder,  wenn 
man  mit  EF  um  den  Pnnkt  E  einen  Bogen  beschreibt,  der  die 
Normale  in  G  schneidet.  Es  gibt  sodann  EG  sowohl  die  Grösse 
als  aach  die  Richtung  des  gebrochenen  Strahles  (Sr  den  Punkt  E 
der  TrennungsAacho.  Die  Ablenkung  in  dem  Punkte  £  ist 
d'=:GEO=FEO-^GEFi  aber  FEO  =  DCO  =  BAO  =  d 
und  GEF:=v,  somit  d'  =  d  +  v. 


§,  9.     Formel  ffir  die  Aenderung  des  Breehungswinkels. 

Wir  wollen  nun  versuchen  die  eben  behandelte  Aufgabe  auch 
noch  im  Sinne  der  Fig.  6  zu  ISsen.  Da  müssen  aber  zuerst  ein 
paar  geometrische  SStze  bewiesen  werden. 

Denken  wir  uns  demnach  (Fig.  IS)  zwei  konzentrische  Kreise 
ziehen  wir  die  zu  einander  parallelen  Geraden  AE  und  BG, 
he  Sekanten  dieser  Kreise    sind.    Es   ist  nun  zu  beweisen, 

von  den  beiden  ßOgen,  die  zwischen  den  Parallelen  liegen> 
Bogen  EG  des  grSsseren  Kreises  kleiner  sei,  als  der  Bo- 
AB  des  kleineren  Kreises.  Setzt  man  den  Halbmesser  des 
seren  Kreises  OE  =  R  und  den  des  kleineren  OA  =  r,  so  hat 

in  dem  Sektor  EOF: 

EF.AB-RiT. 
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Der  Winkel  FBG  tet  ^s^  BOA^^  nnd  man  beschreibe  nun 
mit  BF  =  R-^r  um  B  als  Mittelpunkt  den  Kreisbogen  Fg.  Da 
in  den  Sektoren  BFg  und  AOB  die  Centri- Winkel  gleich  sind, 
so  hat  man: 

FgiAB—  R^rir, 
Nun  ist  aber  offenbar  FG> Fg  oder  FG> .AB.    Wir  ba- 

T 

beo  alo: 

EF=z^.AB, 

r 

FO^^.AB, 
somit: 

EF^FG<j.AB^^^\\.AB, 
EG  <  AB  w.  a.  b.  iv. 

Sind  ebenso  HC  und  JZ>  Sekanten»  welche  parallel  au  den 
(ruberen  gezogen  wurden,  so  wird  auch  GH<,BCnvA  HJ<,CD  sein» 

Trägt  man  nun  auf  der  Periferle  des  kleineren  Kreises  meh- 
rere gleiche  Bugen  auf  AB  =  BC  =  CD  und  zieht  man  durch 
die  Theilungspunkte  A,  B,  C,  Z>,  die  schon  oben  erwähnten  Pa- 
rallelen, so  wird  durch  letztere  die  Periferie  des  grösseren  Krei- 
ses nicht  auch  in  gleiche  Bugen  getheilt,  sondern  wenn  man  von 
E  ausgehet,  wird  jeder  folgende  Bogen  kleiner,  als  der  yorherge« 
hende:  EG^  GH^HJ  u.s.  w.,  und  das  ist  nun  auch  zu  beweisen. 

Bezeichnen  wir  die  um  O  liegenden  Centri- Winkel  mit  ^, 
fif»  f%*  Diese  sind  natürlich  einander  gleich  und  die  Zeiger  haben 
nur  anzudeuten,  in  welcher  Ordnung  diese  Winkel  auf  einander 
folgen. 

Hierauf  ziehen  wir  durch  den  Theilungspnnkt  D  die  DL  \\  OC, 
femer  DK  \\  OB  und  DJ  ||  OA.  Es  ist  nun  klar,  dass  diese  durch 
den  Punkt  D  zu  den  Halbmessern  des  kleineren  Kreises  parallel 
gezogenen  Geraden  dieselben,  unter  sich  gleichen  Winkeln  bilden, 
wie  die  Halbmesser  selbst. 

Ihre  Aufeinanderfolge  ist  aber  natürlich  die  umgekehrte  im 
Vergleich  mit  den  am  Mittelpunkte  O  liegenden  Winkeln.  Man 
sieht  nun  deutlich,  dass  die  von  D  aus  gezogenen  Linien  die  Pe* 
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riferie  des  grSsseren  Kreises  nicht  in  gleiche  Bogen  theilen  kOnnen, 
obgleich  die  Winkel  MDL,  LDK  und  KDJ  einander  gleich  sind, 
denn  D  ist  ja  nicht  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises.  Sie  sind 
nothwendig  ungleich  und  zwar  ist,  wenn  man  von  M  ausgehet, 
jeder  folgende  ßogen  grosser  als  der  unmittelbar  vorhergehende. 
Es  ist  ML<,KL<,  JK  u.  s.  w. 

Der  Körze  wegen  wollen  wir  diese  Bugen  in  derselben  Ord- 
nung mit  ti,  t^y  ^3  u.  s.  w.  bezeichnen.    Wir  haben  nun: 

EJz=iEM'--JM, 

Das  gilt  also  in  Bez^g  auf  die  dQrch  den  Theilungspunkt  D 
gezogene  Parallele. 

FQr  die  durch  den  Theilungspunkt  C  gezogene  Parallele  wer- 
den wir  ebenso  haben: 

und  fiir  die  durch  B  gezogene  Parallele: 

EGz=EF^ti. 

Schliesslich  hat  man: 

Ca  =  EH^EG  =  2.EF^(h  +  i^)—{EF''  t{), 
GH  =  EF^t^. 

Da  nun  aber  t^yti,  so  Ist  auch  GEK,EG, 

Ebenso  hat  man: 

ffj  =  £J— fJiSf  =  3.£;F-(<| +^  +  <,)  -  [2.  JEF-(ei  +  <i)], 
HJ^EF-^I^. 

Nun  ist£F— ^<EF-^,  weiU8>^,  somit /fJ  <  GÄ  w.z.  b.w. 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  Anwendung  dieser  Sätze  und  diese 
wird  nicht  schwer  fallen. 

Die  Fig.  16  ist  f3r  den  Fall  entworfen,  wenn  fii>l  ist.  Ist 
BO  der  einfallende  Strahl,  so  ist  £0^=:fii  der  EinMlswinkel 
und  GOE:=zi^  der  Brechungswinkel;  Ifisst  man  nun  den  Einfalls- 
winkel um  fia  =s  fii  wachsen,  indem  man  den  einfallenden  Strahl 
in  die  Lage  OC  bringt,  so  dass  BOC=^  AOB  wird,  so  kommt 
der  gebrochene  Strahl  in  die  Lage  OH  und  es  hat  sich  somit  der 
Brechungswinkel  um  GOB=^q'  geändert. 

Die   Aeoderung   q'   des  Brechungswinkels    mnss    nun    fSr's 
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Erste  immer  kleiner  sein  aU  die  Aeoderung  fi^  des  Einfallswin- 
kels, denn  es  wäre  der  Winkel  GOH  selbst  in  dem  Falle  kleiner 
als  BOQ  wenn  der  Bogen  GH  ^=i  BC  wäre,  weil  von  zwei  gleich 
grossen  Bögen,  die  in  verschiedenen  Kreisen  liegen,  demjenigen 
ein  kleinerer  Centri-Winkel  entspricht,  der  in  dem  grösseren  Kreise 
liegt.  Da  nun  aber  GH  ^ßC  istf  so  muss  aus  diesem  Grunde 
der  Winkel  GOH  umsoraehr  kleiner  sein  als  BOC. 

Da  nun  aber  der  Bogen  GH  auch  kleiner  ist  als  EG,  so 
muss    auch    der  Winkel  GOH  =  g'  kleiner  sein  als   GOE  =  g. 

Drehet  man  ferner  den  einfallenden  Strahl  in  die  Lage  OD, 
wodurch  der  Einfallswinkel  wieder  um  COD  =:  ii^  vergrössert 
wird,  so  kommt  der  gebrochene  Strahl  in  die  Lage  OJ  und  es 
wird  dadurch  der  Brechungswinkel  um  HOJ  =  g"  vergrössert. 
Weil  nun  wieder  HJ^GH,  so  muss  auch  g"^g'  sein. 

Die  Zunahme  des  Brechungswinkels  wird  daher  immer  kleiner, 
während  die  des  Einfallswinkels  immer  gleich  bleibt. 

Dieselbe  Fig.  16  gibt  uns  auch  eine  deutliche  Vorstellung, 
wie  gleichzeitig  auch  der  Ablenkungswinkel  sich  ändert. 

Ffir  den  Einfallswinkel  AOD  ist  nemlich  der  Ablenkungs- 
winkel =:  JOD.  Dieser  Winkel  kann  aber  gemessen  werden 
durch  den  Bogen  JM.  Von  diesem  Bogen  wissen  wir  aber,  dass 
er  aus  den  Theilen  MLz=:t^,  KL:=zt^  und  JK:=zt^  bestehet, 
wovon  jeder  folgende  grösser  ist  als  der  vorhergehende  und  de- 
ren jeder  einer  gleich  grossen  Aenderung  des  Einfallswinkels  ent- 
spricht. Verbindet  man  daher  die  Punkte  üf,  !/,  K  mit  dem 
Centro  O,  so  werden  die  Winkel  MOL,  KOL,  JOK  u.  s.  w.  die 
'  aufeinander  folgenden  Aeiiderungen  des  Ablenkungswinkels  vor- 
stellen und  diese  müssen  daher  ebenfalls  immer  grösser  und 
grösser  werden. 

Ist  die  Aenderung  des  Einfallswinkels  unendlieh  klein,  so 
kann  man  den  Bogen  CD  und  ebenso  HJ  (Fig.  16)  als  gerade 
Linien  ansehen,  und  wenn  man  Hf  und  Cg  senkrecht  auf  die  Se- 
kante DJ  zieht,  so  hat  man : 

Hf=HJ.cosJHf 
und 

Cg=CD.eoaDCg. 

Nun  ist  aber  der  Winkel  JHf=EOH—b,  weil  die  Schen- 
kel des  einen  senkrecht  stehen  auf  jenen  des  andern,  und  aus 
demselben  Grunde  ist  auch  DCg  =  AOC^  a.    Mao  hat  also: 
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Hf=BJ.eo%b, 
Cg::sCD.co8a, 

Weil  nun  Hfsz  Cg,  so  ist: 

HJ,coBb  =  CD.eoBa, 

HJ  ^  cos« 
CD  ""cösÄ* 

Ferner  ist  HJ  =  qRg  und  CD  =  firjr,  wenn  q  und  f*  die  Aii- 
sah!  Grade  der  B5gen  HJ  und  CD  bedenten  und  g  die  frühere 
Bedeutung  hat.    Demnach  ist: 


ffRg cosa 

(irg  '^  cos  6* 


Aber  —  =  m,  somit: 


9  cosa 

fft  cos  6 

fft   cos  a 
^       m  cos  6 

Diese  Formel  enthält  nun  das  Gesetz,  nach  dem   sich  der 
Brechungswinicel  findert. 

Gehet  der  Einfallswinkel  a  in  a  +  f*  und  der  Brechungswinkel 
6  in  6  -t*  9  über,  so  ist  die  Ablenkung : 

a+f*  -  (6  +  rt  =  (ö— 6)  +  (f*— rt- 

Hier  stellt  f»— p  die  entsprechende  Aenderung  der  Ablenkung  vor, 
die  vorhin  mit  v  bezeichnet  wurde.    Es  ist  somit: 

v  =  fi>— p,    oder:    fi  =  v-fp. 

Snbstituirt    man    nun    flir    v    und     q    die    vorhin    gefundenen 

r' 
Werthe  und  setzt  der  Einfachheit  wegen  ^  =  ii,  so  erhftit  man: 


cos6  "^iiicosft' 
mit  =  — cos  a  +  mcos6. 

,  Jß  r'  r' 

Und     da     m  =   —  und  n  ==  -^  *^^^%  so  ist  mn  =  ~>   wo  /  die« 

r  Ä  r 

selbe  Bedeutung  hat,  wie  v  in  Fig.  5  und  r  den  einfallenden  Strahl 

vorstellt.    Wir  haben  somit: 
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r 


—  =  —  cos  a -!-''>  cos  6. 


Diese  Gleichang  kann  man  aoch  anmittelbar  ans  Fig.  5  er- 
balten,  denn  es  ist  in  den  recbtfdnkligen  Dreiecken  PBA 
und  POAi 

BP:=  AB.cosb  =  m.  JO.cos6 


und 


somit: 


OP==AO.eoaa, 
BP'-OP  =  t>  =  i40.(mcos6  — cosa). 


V         r' 


srix  =  —  =  —  cos  al^m  cos  6. 
AO       r 

N 

§.  10.    Unter    welcber  Bedingung    bleibt    die  Richtung 
des  gebrochenen  Strahles  konstant? 

Die  Grosse  eines  Einfallswinkels  wie  DAx  (Fig.  12)  kann 
auf  zwei  Arten  geändert  werden»  entweder  durch  Drehung  des 
einfallenden  Strahles  DA  oder  des  Einfallslothes  Ax  um  den  Ein- 
fallspuokt  A.  Die  Drehung  des  Einfallslothes  ist  natürlich  äqui- 
valent der  Drehung  der  Trennuogsfläcbe« 

Es  ist  in  Bezug  auf  die  Richtung  des  gebrochenen  Strahles 
nicht  gleichgiltigy  auf  welche  von  diesen  zwei  Arten  der  Einfalls- 
winkel geändert,  z.  B.  vergrussert  wird. 

Drehe  ich  den  einfallenden  Strahl  DA  schraubenlinks,  wäh- 
rend das  Einfallsloth  in  seiner  Lage  verbleibt,  so  wird  dadurch 
auch  der  gebrochene  Strahl  schraubenlinks  gedrebet.  Das  bedarf 
keiner  weiteren  Erläuterung. 

Bringe  ich  aber  das  Einfallsloth  aus  der  Lage  xy  in  die  Lage 
w^y'9  während  wieder  der  einfallende  Strahl  DA  seine  Richtung 
beibehält,  so  wird  dadurch  der  urspröngliche  Einfallswinkel  DAx 
um  xAx'  :=  q  vergrussert ;  wfirde  nun  bei  dieser  Drehung  des 
Einfallslothes  der  gebrochene  Strahl,  als  welchen  wir  AE  annehmen 
wollen,  in  seiner  (iage  verbleiben,  so  würde  der  anfängliche  Bre- 
chungswinkel yAE  um  yA^f'  =:  g  vergrossert,  also  um  ebensoviel, 
wie  der  Einfallswinkel.  Nun  wissen  wir  aber,  dass  die  Aende* 
rung  des  Brechungswinkels  weniger  betragen  müsse,  als  jene  des 
Einfallswinkels.  Es  muss  also  der  gebrochene  Strahl  aus  der 
Lage  AE  näher  an  das  Einfallsloth  rücken,  indem  er  etwa  die 
Lage  AB  annimmt  Weil  der  anf&ngliche  Brechungswinkel  yAE 
durch  Drehung  des  Einfallslothes  auf  seiner  linken  Seite  um  etwas 
za  viel  vergrossert  wurde,  so  muss  er  auf  seiner  rechten  Seite 
wieder  eine  entsprechende  Verminderung  um  den  Winkel  BAE 
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erleiden.  Daraus  gehet  aber  hervor ,  dass,  wenn  das  Einfallsloth 
schraubenrechts  gedrehet  wird,  auch  der  gebrochene  Strahl  in 
demselben  Sinne  gedrehet  werde. 

Werden  abo  der  einfallende  Strahl  «ind  das  Einfallsloth 
gleichzeitig  nach  entgegengeselzten  Richtungen  gedreht,  so  kann 
bei  einem  gewissen  Verbültnisse  dieser  Drehungen  ihre  Wirkung 
auf  den  gebrochenen  Strahl  sich  aufheben  und  dieser  wird  somit 
seine  anfängliche  Lage  unverrfickt  beibehalten.  So  wurde  oben 
der  gebrochene  Strahl  AE  durch  Drehung  des  Elufallslothes  in 
die  Lage  AB  gebracht;  er  kann  nun  in  die  Lage  AE  wieder  Zu- 
rück versetzt  werden,  wenn  der  einfallende  Strahl  DA  etwa  In 
die  Lage  CA  gedrehet  wird. 

Behält  nun  aber  der  gebrochene  Strahl  unverruckt  seine  Rich- 
tung bei,  so  wird  durch  den  Drebungswinkel  tf  des  Einfallslothes 
offenbar  blos  der  Brechungswinkel,  und  dqrch  clen  Drehungswinkel 
ft  des  einfallenden  Strahles  wird  ebenso  blos  die  Ablenkung 
geändert. 

Das  Gesagte   lässt  sich  auch  im  Sinne  der  Fig.  6  erläutern. 

In  dieser  Figur  wurde  der  auffallende  Strahl  OA  In  die  Lage  CA 
gedrehet  und  so  kam  der  gebrochene  aus  der  anfänglichen  Lage 
AB  in  die  Lage  AD,  Wenn  wir  nun  die  Trennungsfiäche  mn  in 
die  Lage  m!n*  bringen,  so  dass  die  Verbindungslinie  BCX^m'n! 
steht,  so  ist  dadurch  der  gebrochene  Strahl  wieder  in  die  Lage 
AB  zurück  versetzt. 

Der  anföngliche  Ablenkungswinkel  war  =  BAO,  jetzt  ist  er 
=  BAC;  er  ist  also  um  OAC  grösser;  aber  OAC  ist  der  Win- 
kel >  um  welchen  der  einfallende  Strahl  gedrehet  wurde.  Ferner 
Ist  OßC  der  Winkel,  um  welchen  der  Brechungswinkel  zugenom- 
men hat  und  es  ist  OßC=:nAn*,  d.  h.  gleich  dem  Winkel,  um 
welchen  die  Trennqngsflächa  oder  das  Einfallsloth  gedrehet  wurde. 

Bei  der  Brechung  vom  Einfall^lothe  verhält  es  sich  anders.  Da 
ronss  bei  konstant  bleibender  Richtung  des  gebrochenen  Strahles 
der  einfallende  in  demselben  Sinne  gedrehet  werden»  wie  das 
Einfallsloth.  Denn  wenn  jetzt  CA  (Fig.  0}  den  gebi'ochenen  Strahl 
vorstellt  und  DA  den  einfallenden ,  so  befindet  sieh  der  letztere 
mit  dem  Einfallslothe  Ax  auf  der  nemlichen,  hier  linken  Seite  des 
gebrochenen  Strahles;  während  sie  bei  der  Brechung  zum^  Ein* 
falMothe  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  gebrochenen  Strahles 
lagen.  Drehet  man  demnach  die  Trennungsfläche  mn  schrauben- 
links  in  die  Lage  m^n\  so  wird  auch  das  Einfallsloth  Ax  o» 
gleichviel  schraabetilinks  gedrehet.  Ziehet  man  nun  durch 
den  Endpunkt  G  des  gebrochenen  Strahles   die  BC^^n'n!   und 
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verbindet  dann  B  d.  i.  den  Punkt,  wo  jene  Senkrechte  die  Pertferie 
des  grosseren  Kreises  schneidet,  mit  Af  so  gibt  BA  die  Riebtimg 
ao,  wekbe  der  einfallende  Strahl  hei  der  neuen  Lage  m'ti'  der  Tren- 
nungsfläche haben  moss,  wenn  der  gebrochene  seine  arsprüngliche 
Lage  CA  beibehält.  Da  nun  der  einfallende  Strahl  Anfangs  die 
Lage  DA  hatte»  so  muss  er  offenbar  schraobenlinks,  also  in  dem- 
selben Sinne»  wie  das  Einfallsloth  gedrehet  werden,  um  in  die  neue 
Lage  BA  zu  gelangen. 

§.  H.  Das  Verhältniss  des  Brechungs-  ztim  Ablenkungs- 
winkel ändert  sich  mit  dem  Brechungs-Exponenten  m. 

Wir  wissen,  dass  der  gebrochene  Strahl  bei  konstanter  Rich- 
tung erhalten  wird,  wenn  man  sowohl  den  einfallenden  Strahl  als 
auch  die  Trennungsfläche  nach  entgegengesetzten  Hichtungen 
drehet.  Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  entgegengesetsten  Drehun- 
gen gleich  viel  betragen  oder  nicht 

Beschreiben  wir  demnach  aus  dem  Punkte  A  (Fig.  17)  der 
Trennungsfläche  zwei  Kreise,  den  einen  mit  dem  Halbmesser 
=  JO,    den    andern   mit   dem   Halbmesser    =  AB    und    es  sei 

OA  =  -jr-  ff    so   dass   also  O   der  Halbirungspunkt  von  AB  ist. 

Durch  diesen  Punkt  O  ziehe  man  uwJlAB\  es  i^t  dann  «fo  eine 
Tangente  des  kleineren  Kreises. 

AB 

Wird  nun  m  =  -r^  =  2  angenommen  und  stellt  OA  den  ein- 
fallenden Strahl  vor,  der  die  Trennungsfiäche  mn  senkrecht  trifft, 
80  wird  der  gebrochene  Strahl  AB  ebenfalls  senkrecht  auf  mn 
stehen.  Bringt  man  hierauf  den  einfallenden  Strahl  in  die  Lage 
ACi  so  muss  man  die  Trennungsfläche,  damit  der  gebrochene  AB 
anverrfickt  bleibe,  in  die  Lage  m'n!  bringen,  so  dass  BC\_ni'n' 
sei.  Alsdann  ist  der  Brechungswinkel  ~  OBC  und  der  Ab- 
lenkungswinkel =  OAC.  Da  aber  BC^  AC  ist,  so  wird 
OAO  OBC  sein. 

Wenn  also  fn=2  ist,  wird  stets  der  Ablenkungswinkel  grösser 
sein,  als  der  Brechungswinkel  oder,  was  dasselbe  ist,  ich  muss 
den  einfallenden  Strahl  um  einen  grosseren  Winkel  drehen,  als 
die  Trennungsfiäche,  damit  der  gebrochene  unverrü'ckt  bleibe« 
Das  wird  um  so  mehr  der  Fall  sein,  wenn  m>2  ist,  in  welchem 
Falle  die  uw  den  kleineren  Kreis  nicht  mehr  berühren  wird. 

Besehreibt  man  hierauf  über  AB  als  Durchmesser  einen  Halb- 
kreis,  der  die  uw  \n  D  schneidet,  so  wird  das  Dreieck  BDA 
oieht  nur  rechtwinklig,  sondern  auch  gleichschenklig  sein. 


48  Kudelhat    Die  Gesetze  der  Lichtbrechung. 

Beschreiben  wir  ferner  aoci^  mit  AD  einen  Kreb  nm  den 
MUtelponkt  A^  so  wir4  dieser  Kreis  in  dem  Punkte  D  von  der 
Verbindungslinie  BD  tangiret.    Wir  haben  es  jetst  mit  einem  Stoffe 

DA 

zu  thun»  dessen  Brechungs- Exponent  m  =  ^-^  ist.  Die  Rich- 
tung des  einfallenden  Strahles  Ist  ADi  da  aber  BD±AD  stehet, 
so  gibt  AD  auch  die  Lage  der  Trennungsfläche  an.  Wir  haben 
also  den  Fall,  wo  der  Einfallswinkel  =90^  ist,  denn  es  ist  ja 
dieser  Winkel  mit  ADB  supplementär.  Da  nun  BD  =  AD  ist, 
so  ist  auch  der  Brechungswinkel  OBD  s=  dem  Ablenkungswin- 
kel OAD. 

Ist  der  Einfallswinkel  <90^>  wenn  z.  B.  der  einfallende  Strahl 
die  Lage  AF  hat«  so  wird  in  dem  Dreiecke  BFA  die  Seite 
BF'^AF,  somit  der  Ablenkungswinkel    OAF  schon  kleiner  als 

DJ 

der  Brechungswinkel   OB  F.    Der  Brechungs -Exponent  m=i-jr% 

stellt  daher  wiederum  einen  Grenzwerth  vor,  welchen  man  aus 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  ABD  ausmitteln  kann^  denn  es  ist: 

IB^z=ÄD^+B&, 


m«  =  2, 
fti  =  V2. 

Ffir  solche  Stoffe  also,  deren  BrechungsExponent  <V2  ist, 
wird  der  Brechungswinkel  stets  grosser  sein  als  der  Ablenkungs- 
winkel oder,  was  dasselbe  ist,  man  wird  bei  konstanter  Richtung 
des  gebrochenen  Strahles  die  Trennungsfläche  um  einen  grosse- 
ren Winkel  zu  drehen  haben  als  den  einfallenden  Strahl. 

0 

Ffir  Stoffe,  deren  Brechungs- Exponent  zwischen  fii  =  2  und 
m  =  V2  liegt,  wird,  wenn  man  den  Einfallswinkel,  von  Null  an- 
gefangen, wachsen  lässt,  Anfangs  der  Brechungswinkel  grosser 
sein  als  der  Ablenkungswinkel;  bei  einem  gewissen  Einfallswin- 
kel werden  beide  gleich  sein  und  über  diese  Grenze  hinaus  wird 
der  erstere   kleiner  sein  als  der  letztere.    Denn  man  setze  den 

AB 

BrechungS'Exponenten  =  jo'  ^^  AHy^OA  und  <£/!  ist  und 

beschreibe  mit  AH  einen  Kreis  um  i4,  so  schneidet  dieser  die 
uw  in  r.  Verbindet  man  nun  irgend  einen  Punkt  G  des  Bogens 
Hr,  der  ganz  oberhalb  tno  liegt,  mit  B  und  A,  so  wird  in  dem 
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80  antstehenden  Dreiecke  BGA  die  Seite  BG  stets  <,AG,  hiemit 
aoeh  der  Winkel  ABG>BAG  sein. 

Hat  aber  der  einfallende  Strahl  die  Richtnng  Ar,  so  wird 
der  Brechungswinkel  bereite  gleich  sein  dem  Ablenkungswinkel, 
denn  In  dem  Dreiecke  ArB  ist  bereits  Ar  =  Br. 

Drehet  man  nun  aber  weiter  den  einfallenden  Strahl  in  die 
Lage  As,  so  dass  der  Punkt  s  bereits  unterhalb  uw  liegt,  so  wird 
stets  In  dem  Dreiecke  ABi  die  Bs^As,  hiemit  auch  Winkel 
BAs^ABs  sein. 

In  §.  8.  wurde  aus  Müller's  Lehrbuch  der  Physik  eine  Reihe 
Ton  Ablenkungswinkeln  angeführt ,  fiir  einen  StoflT»  dessen  Bre« 
chnngs-Ezponent  m  =  1 . 5  ist.  Dieser  liegt  zwischen  V2  =  1 . 414213 
und  2;  aber  er  kommt  der  V2  sehr  nahe.  Wiewohl  nun  die  in 
§.  8.  angeführten  Ablenkungswinkel  sämmtlich  kleiner  sind  als  die 
entsprechenden  Brechungswinkel ^  so  muss  es  doch  bei  diesem 
Brechungs-Ezponenten  auch  Ablenkungswinkel  geben,  die  grosser 
sind  als  die  entsprechenden  Brechungswinkel.  In  der  That,  setzt 
man  b  =  41ö30',  so  ist  a  ==  83043',  somit  o— 6  =  42«  12,  und  es 
ist  demnach  a-^6>6. 

Setzt  man  den  Ablenkungswinkel  =  <{,  so  hat  man,  da  stets 
a  =  b-i-d  ist: 

—  ?!5i*      sin  (Jb  +  d) 
smo  sin  6 

und  ffir  den  Fall,  wo  6  =  £2  wird: 

sin  26      2  sin  6  cos  6 


m  = 


sin  6  sin  6 

m 


»1  =  2  cos  b ,   oder    cos  6  =  -g  > 

Diese  letzte  Gleichung  drückt  demnach  die  Bedingung  aus, 
unter  welcher  der  Brechungs-  und  Ablen|cungswinkel  einander 
gleich  werden.  Dem  Gesagten  zu  Folge  zerfallen  alle  Stoffe  in 
drei  Kathegorieu :  Erstens  stark  brechende,  wenn  m>2;  zweitens 
schwach  brechende,  wenn  m  <  V2,  und  drittens  Stoffe  ron  mitt- 
lerem Brechungsvermugen,  wenn  m  zwischen  V2  nnd  '2  liegt. 

Derjenige  Werth  von  a,  bei  welchem  b  =  d  wird,  hängt  innig 
mit  dem  Brechungs-Exponenten  zusammen  und  er  ändert  sich,  wenn 
sieb  dieser  ändert.  Wir  wollen  ihn  de^^ishalb  den  Exponential- 
viinkel  nennen.    Er  ist  desto  kleiuer,  je  grösser  m  ist. 

Theil  L.  4 
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Diese  ganze  Betrachtung  IXaat  sich  mit  Hilfe  4ea  Gariidt'aebe« 
Lehrsatzes  auch  allgemein  und  zwar  auf  folgende  Art  durebffibren» 

Es  sei  in  dem  Dreiecke  BFA  (Fig.  17)  der  Kürze  wegen: 

AB—R,    AF=T  und  BF=  t. 

Man  hat  demnach: 

ÄE^  =  aP^  +  ÄF"  ^2AF.  BFeoB  BFA . 
iZ«  r=  r«  -f  e*— 2vr  cos  BFA , 

und  da  BFA  mit  a  supplementär  ist: 

B«  =  r*  -f.  e*  +  2t;r  coso; 

weil  ferner  R=:mr  ist,  so  folgt : 

m^rS  =  r*^  4.  t7* -|- 2or  cos  a , 

(m«— l)r«-e« 
coso  = ^ 

Ffihrt  man  in  diese  Gleichung  die  Bedingung  ein,  dass  der 
Ablenkungswinkel  =  dem  Brechungswinkel  «ei«  so  muss  man 
e  =  r  setzen«    Man  bekommt  alsdann : 

cosa  ==  — — Ä —  =  -^  —  1. 

Für  fii=:2    ist    cosa  =  l,    somit    ii=rO; 

und  fOr    m  =V2  ist    cosa  =  0,    somit    a  =  90®. 

Ist  m  <  V2,  somit  fii*<2,  so  wird  cosa  negativ,  also  a>90^, 
was  nicht  mehr  statthaft  ist,  da  der  Einfallswinkel  nicht  grösser 
als  90®  sein  kann ;  setzt  man  ferner  ffir  m  Werthe  ein,  die  grosser 
sind  als  2,  so  wird  cosa  imaginär. 

Aus  derselben  Formel  folgt  auch  von  selbst,  dass  der  Expo- 
oentialwinkel  a  im  Allgemeinen  desto  kleiner  wird,  je  grosser  m 
genommen  wird. 


Es  läset  sich  fibrigens  die  Bedingung:  cosa=^-^ — 1     auch 


auf  die  früher  erhaltene:  cos6  =  a  ^^^^^^^^^^»  ^'®  ^"^  Folgen- 
dem erheUet: 


m«-.2 
coso  =  — 3 — j 
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VI — 8iD*e  =  — K — * 


üild  da  »•  =  -f-j' 


Vl-m««ln«6=:^5L-?, 


V  l-m«(l-co«*6J  =  ^^-g-^. 


somit: 


COSO  =  TT» 


$.  12.    Ein    geometrischer  Satz,    der   eine    vielseitige 
Anvrendang  so  versprechen  scheint. 

In  dem  Dreiecke  OCD  (Fig.  18)  sei  AB\\CD%  man  errichb 
fiber  ilB  als  Grandlinie  ein  beliebiges  Dreieck  ABE,  ziehe  dann 
durch  C  die  CF\\AE  ond  dnrch  D  die  DF\\BE\  so  ist  das 
Dreieck  CDFooABE.    Wir  haben  daher: 

ABiCD-AEiCF 
und 

AB.CD^OAiOC, 
daher: 

OAiOC-AE.CF. 

in  den  Dreiecken  Oil£  und  OCF  sind  daher  zwei  Seiten  des 
dito^o  proportionirt  zu  zwei  Seiten  des  andern  und  die  von  die^h 
^\t^h  Eingeschlossenen  Winkel  sind  gleich;  OAE^OCF.  Es 
t\ai  daher  diese  Dreiecke  ähnlich  und  es  rouss  Winkel  AOEr=^COP 
^ein.  Wenn  aber  diess,  so  muss  die  Seite  OE  mit  OF  zusam* 
nenfallen.  Wenn  ich  daher  O  mit  E  verbinde^  so  muss  dieijö 
Verbindungslinie  auch  durch  F  gehen. 

Das  ist  der  Satz  und  nun  ein  paar  Anwendungen. 

Der  leuchtende  Punkt  O  (Fig.  19)  habe  die  Entfernung  OR 
ton  der  Trennungsfläche  mn  zweier  Medien.  Die  Brechung  ge- 
schehe zum  Einfallslothe.  Denkt  man  sich  zwei  aufTallende  Strah- 
len OA  und  OB3  so  mögen  AE  und  BF  ihre  respektiven  ge- 
brochenen sowohl  der  Richtung  als  Grosse  nach  darstellen.  Diese 
gebrochenen  Strahlen  hinreichend  verlängert  schneiden  sich  in 
dem  Punkte  M. 

4* 
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Nan  wollen  wir  die  Trennnngsfliche  ans  der  Lage  mn  in  die 
parallele  Lage  pl  versetzen.  Dadurch  werden  die  einrallenden 
Strahlen  eine  entsprechende  Verlängerung  erfahren.  OA  gebt 
fiber  in  OJ  und  OB  in  OK.  Um  nnn  die  gebrochenen  Strahlen, 
die  diesen  rerlängerten  einfallenden  entsprechen,  su  erhalten, 
innss  man  dnrch  J  die  JG,\]  ÄE  nnd  durch  K  die  KH\\BF 
ziehen.  Alsdann  sind  JG  und  KB  die  gesuchten  gebrochenen 
Strahlen,  weiche  hinreichend  verlSngerl  sich  in  N  schneiden. 

Nnn  ist  aher  in  dem  Dreiecke  OJK  die  AB\\JK;  ferner  ist 
das  Dreieck  AMBo^JNK,  »eil  die  Seiten  des  einen  parallel 
sind  zu  den  Seiten  des  anderen.  Wenn  man  daher  den  leuch- 
tenden Punl(t  O  mit  dem  Scheitel  M  des  einen  Ureieclcs  ver- 
bindet, so  musB  diese  Verbindungslinie  auch  durch  den  Scheitel 
JV  des  anderen  Dreieckes  gehen. 

Daraus  gehet  hervor,  dass,  wenn  man  die  TrennungsflSche 
parallel  zu  sich,  von  dem  leuchtenden  Punkte  immer  oiehr  und 
mehr  entTernt,  der  Durch  seh  nittspunbt  Jlf  zweier  gebrochenem, 
auf  die  nemlichen  einfallenden  zn  heziehenden  Strahlen,  stets  id 
der  nemlichen  durch  O  gezogenen  Geraden   vorrücke. 

Ferner  sind  anch  die  Dreiecke  MEF  und  JVGH  ähnlich  und 
da  das  Dreieck  IfGH>lttEF  ist,  so  ist  auch  GH>EF.  Wir 
sehen  somit,  dass  der  Abstand  zweier  Durchschnittspunkte  in  der 
Normalen,  welche  sich  auf  die  nemlichen  einfallenden  Strahlen 
beziehen,  desto  grosser  ausfällt,  je  weiter  die  TiennungsflSche 
TOD  dem  leuchtenden   Punkte  entfernt  wird. 

wiederum  (Fig.  20)  in  H  ein  leuchtender  Punkt,  der 
n  HA  und  HB  auf  die  Trennnngsfllche  pq  sendet 
jie  Brechung  zum  Einfallslothe,  so  seien  AG  und  BJ 
chenden  gebrochenen  Strahlen,  die  verlKngert  sich  in 
n.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  Richtungen  dieser 
n  Strahlen  seien  Gz  und  es  sei  uns  bloss  gestattet, 
in  abzuändern,  was  dadurch  geschieht,  indem  man  die 
lache  pq  in  verschiedene  andere,  jedoch  parallele  La- 
Bringen  wir  demnach  die  Trennungstläche  In  die 
so  werden  biedurch  gedachte  Strahlen  verkürzt.  Ihre 
id  jetzt  CG  und  DJ.  Es  entsteht  jetzt  die  Frage, 
!  einfallenden  Strahlen  seien,  die  diesen  verharzten 
I  entsprechen?    Man  findet  sie  einfach  so,  wenn  man 

Cb  II  AH  und  von  D  die  Da  |j  HB  ziehet.  Es  sind 
nd  aD  die  gesuchten  einfallenden  Strahlen,  welche 
lieh  in  E  schneiden.     Dieser  Punkt  E  liegt  links  von 
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der  Normalen»   denn  er  niass  ja   bekanntlich  in  die  Gerade  FH 
lallen,  welche  den  Durchschnittspiinkt  F  mit  H  verbindet 

Einen  anderen  Fail  der  Anwendung  bietet  die  Fig.  .21,  Von 
dem  leuchtenden  Pun|(te  O  fallen  zwei  Strahlen  OD  und  0£ 
auf  ein  von  parallelen  Ebenen  mn  und  pq  begrenztes  Medium  und 
geben  die  gebrochenen  DM  und  EN  an  der  Eintrittsfläche;  ver- 
längert man  diese  bis  zur  Austrittsfläche«  so  dass  sie  die  Grossen 
lüK  und  iVL  erhalten  9  so  liefern  sie  in  Folge  der  Brechung  an 
dieser  letzteren  Fläche  wiederum  die  gebrochenen  Strahlen  IJK 
Dod  VL,  von  denen  ÜK\\  OD  und  VL\\  OE  ist.  Verbindet  man 
nun  den  Punkt  a,  wo  sich  die  an  der  Eintrittsfläche  gebroche- 
nen Strahlen  schneiden,  mit  dem  leuchtenden  Punkte  O,  so  muss 
diese  Verbindungslinie  aO  auch  durch  den  Punkt  ß  hindurchge- 
hen, wo  sich  die  an  der  Austrittsfläche  gebrochenen  schneiden. 

Auch  die  bekannte  Erscheinung,  die  ein  in  Wasser  getauchter 
Stab  darbietet 9  lässt  sich  hier  subsumiren.  AE  (Fig.  22)  stellt 
einen  solchen  Stab  vor,  der  schief  gegen  die  Oberfläche  mn  des 
Wassers  gehalten  wird  und  mit  dem  Theile  AB  aus  demselben 
herausragt.  Man  ziehe  von  den  Punkten  C,  D  und  E  des  ein- 
getauchten Theiles  die  zu  einander  parallelen  Strahlen  CF,  DG 
und  EH»  Diese  werden  an  der  Trennungsfläche  mn  gebrochen 
und  treten  in  den  ebenfalls  parallelen  Richtungen  FM,  GN  und 
HO  heraus.  Fällt  man  hierauf  von  den  Punkten  C,  D  und  E 
Senkrechte  auf  die  Trennungsfiäche  mn^  so  werden  diese  von  den 
austretenden  Strahlen,  sobald  man  ^selbe  verlängert,  hintereinander 
in  J,  Ky  L  geschnitten  und  diese  Durchschnittspunkte  sind  die 
Orte,  an  weichen  das  Auge  die  Punkte  C>  D  und  E  des  einge- 
tauchten Theiles  sehen  würde,  wenn  es  nacheinander  jeden  der 
austretenden  Strahlen  aufnähme.  In  diesem  Falle  liegen  aber  die 
Punkte  Ly  K  und  J  in  Folge  des  an  der  Spitze  dieses  §.  bewie- 
senen Satzes  in  einer  durch  den  Punkt  B  gehenden  Geraden. 

Würde  also  das  Auge  gleichzeitig  alle  parallel  austretenden 
Strahlen  aufnehmen  können,  so  müsste  ihm  der  eingetauchte 
Theil  des  Stabes  gerade  erscheinen.  Das  Ist  nur  in  einem  Falle 
möglich,  wenn  nemlich  das  Auge  knapp  oberhalb  des  herausra* 
genden  Theiles  Aß  (Fig.  23)  sich  befindet  und  längs  desselben 
nach  dem  eingetauchten  hinschaut,  denn  da  werden  die  parallel 
austretenden  Strahlen  so  nahe  an  einander  gerückt  sein,  dass  sie 
den  Cylinder  ABhi  bilden,  der  so  dünn  ist,  dass  ihn  die  Pupille 
aufzunehmen  vermag,  (n  allen  anderen  Lagen  des  Auges  muss 
der  eingetauchte  Theil  EB  des  Stabes  gekrümmt  erscheinen  und 
iwar  wird  er  seine  konkave  Seite  der  Oberfläche  mn  des  Was* 
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ser«  zawendeo»  weil  das  Auge  dann  die  einzetnepi  Panktd  deesel^ 
ben  nur  mittelst  solcher  Strahlen  sieht»  die  gefj^en  dasselbe  koii* 
vergiren.  Man  wird  sich  von  dem  Gesagten  überzeugen «  wenn 
man  einen  etwas  längeren,  wenigstens  swsl  Schuh  hingen  Stab 
zu  dem  Versuche  nimmt. 


$.  13.    Ein  zu  lösendes  Problem, 

Man  denke  sich  das  Medium,  in  welches  die  von  dem  leuch- 
tenden Punkte  O  (Fig.  20)  herkommenden  Strahlen  OC  und  OD 
eintreten,  hinsichtlich  seiner  materiellen  Beschafenheit,  wie  durch 
Zauberei,  in  stetiger  Teränderung  begriffen,  so  dass  dadurch  der 
Brechungs- Exponent  (von  m=l  angefangen)  in  den  Zustand 
stetigen  Wachsens  versetzt  wird.  Die  den  obigen  einfallenden 
Strahlen,  die  wir  als  unveränderlich  beibehalten,  entsprechenden 
gebrochenen  CG  und  DJ  werden  alsdann  immer  grösser  und 
grosser  und  es  wird  ihr  Durchschnittspunkt  F  fortwährend  den 
Ort  verändern  und  somit  eine  gewisse  Bahn  beschreiben. 

Alles,  namentlich  eine,  wenngleich  nur  für  einige  wenige 
Werthe  des  Brechungs-Exponenten,  jedoch  mit  Genauigkeit  ans* 
geführte  Konstruktion  der  gebrochenen  Strahlen,  deutet  darauf  hin, 
dass  diese  Bahn  eine  Kurve  sei,  die  ihre  hohle  Seite  der  ver- 
längerten Normalen  KO  zuwendet. 

Es  ist  mir  jedoch  bis  jetzt  nicht  gelungen,  dieses  durch  die 
Rechnung  zu  beweisen.  Dass  ich  aber  dieses  Problem  jetzt 
sqhon,  obgleich  ungelöst.  In  die  Oeffentlichkeil  bringe,  dazu  |>e* 
stimmt  mich  die  Erwägung,  dass  es  von  den  mathematischen 
CiCQien  der  Gegenwart,  die  so  Grosses  leisten,  früher,  leichter 
und  sicherer  gelöst  werden  dürfte,  als  ich  es  vermöchte. 

Dass  aber  dieses  Problem  von  hober  Wichtigkeit  fSOr  die  Optik 
sei,  erhellet  aus  folgendem  Beispiele. 

Man  steile  sich  wieder  ein  von  parallelen  Ebenen  mn  und  pq 
(Fig.  20)  begrenztes  Medium  z.  B.  Glas  vor.  Die  Strahlen  OC 
und  OD,  (die  der  besseren  Uebersicht  wegen  In  der  Figur  nicht 
gezeichnet  wurden),  kommen  aus  der  Luft,  da  sich  der  leuchtende 
Punkt,  als  welchen  wir  O  annehmen,  in  Luft  befindet. 

Die  entsprechenden  gebrochenen  Strahlen  seien  CG  und  DJ, 
welche  verlängert  sich  in  F  schneiden. 

Diese  letzteren  Strahlen  sind  bekanntlich,  wenn  sie  gehörig  ver- 
längert werdejii,  f iir  die  Austrittsfläche  des.M^din^s  al^f^^(f^|e^de  a^if 
betrachten.    Je  nach  der  Dicke  des  Mediums,  das  sie  durchwandern, 
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wird  ibf  •  Verlingerang  bald  mehr  bald  ireni^r  betragen*  Wir  kunnen 
nan  vom  der  BreehuBg  ao  der  eraten  Fläehe  auch  gaaz  absehen» 
liOonen  una  auch  die  Airch  die  letztere  Brechung  erhaltenen  Strahlen 
ihrer  ganaen  Länge  nach»  d.  u  bia  zu  den  Ourchachnittspuaktea 
G  und  J,  in  der  Glaamaase  liegend  denken.  Wir  werden  ea  jetzt 
bloaa  mit  der  AuatrittaflSche  des  Mediums  zu  thun  haben»  unterhalb 
welcher  sieh  aber  nicht  Lull^  sondern  irgend  ein  anderer  Stoff» 
den  wir  mit  T  benennen  wollen»  befindet»  der  aber  das  Licht 
etwas  weniger  stark  bricht»  als  Glas.  An  der  zweiten  Fläche  des 
Mediums  werden  also  genannte  Strahlen  aus  dem  Glase  in  diesen 
Stoff  T  einzutreten  haben. 

Denkt  man  sich  das  Glasmedlnm  zuerst  unendlich  dünn»  so 
ist  es  gerade  so,  als  wfirden  die  Strahlen  OC  und  OD  direkt 
aus  der  Luft  in  das  Medium  T  eintreten^  Wir  werden  somit  die 
durch  Brechung  in  diesem  Medium  T  sich  ergebenden,  gebreche* 
nen  Strahlen  ganz  auf  die  bekannte  Weise  konstruiren.  Da  der 
Brechungs-Exponent  des  Stoffes  T  kleiner  angenommen  wurde» 
als  jener  des  Glases,  «o  werden  die  auf  den  ersteren  sich  beziehen- 
den  gebrochenen  Strahlen  auch  entsprechend  kleiner  sein.  Sie 
seien  C6  und  Da\  verlängert  schneiden  sie  sich  in  £.  Verbindet 
man  nun  diesen  Punkt  E  mit  F  und  verlängert  diese  Verbin- 
dungslinie nach  abwärts,  so  wird  dadurch  die  Normale  in  H  ge- 
schnitten. Die  Verbindungslinie  EF  kann  nicht  durch  O  gehen» 
denn  gemäss  der  an  der  Spitze  dieses  §.  stehenden  Erörterung 
liegen  die  Punkte  O,  E  und  F  in  einer  Kurve.  Von  diesem 
Punkte  H  wollen  wir  nun  die  HB\\ED  ziehen,  welche  den  ver* 
längerten  Strahl  JDin  B  durchschneidet  und  ebenso  die  HA  ||  £C» 
wodurch  die  Verlängerung  des  anderen  Strahles  GC  in  A  ge« 
schnitten  wird.  Die  Punkte  A  und  B  liegen  nothwendig  in  einer 
ni  mit  parallelen  Geraden  pq^  denn  es  ist  ja: 

aF:EF=BFiDF 
und 

HFiEF=  AFiCF, 
somit  auch: 

BF:DF=zAF:CF. 

Da  also  in  dem  Dreiecke  AFB  die  Seiten  durch  die  Gerade  mn 
proportionirt  geschnitten  werden,  so  ist  sie  parallel  zu  pg. 

Wird  demnach  pq  als  Austrittsfläche  des  Glasmediums  ge- 
nommen, dessen  Dicke  r=  KL,  so  stellen  AH  und  BH  die 
Gr&ssen  und  auch  die  Richtungen  der  an  dieser  Fläche  heim 
Aostrttte  aus  dem  Glase  in  das  Medijum  T  gebrochenen  Strahlen 
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Tor.  Aber  nicht  nur  diese  iwä,  «ondero  auch  alle  aoderen  ras- 
tretenden  Strahleo  werden  sich  In  dem  nemlicheo  Ponkte  H 
scbneiden,  eo  dase  also  ein  inneiiialb  des  Medioms  T  sieb  bein«- 
dendes  Auge  den  leoehtenden  Pankt  aueb  nar  als  einfacben 
Punkt  in  U  erblickt.  Die  Dicke  des  Glasmedinms  wird  sich  sui 
diesem  Bebufe  natürlich  nach  dem  Brecbnngs-Ezponenten  von  T 
richten.  Je  schwächer  T  das  Licht  bricht,  desto  kleiner  wird  Kli 
sein  mfissen  und  wenn  der  Brecbongs-EjXponent  von  T  jenem  der 
Luft  gleichkommt,  muss  KL  unendlich  klein  genommen  werden. 

Wiewohl  nun  dieser  Beweis,  was  seine  Durcbfubmogsweise 
anbelangt,  mit  allem  Vorhergehenden  im  Einklänge  stehet,  so 
kommt  mir  doch  das  erhaltene  Resollat  so  merkwürdig  oder 
eigentlich  sonderbar  vor,  dass  ich  gewfinseht  hStte,  es  durch 
einen  Versuch  stützen  zu  können.  Allein  einen  solchen  Versuch 
herzustellen,  dürfte  schwer  fallen. 


IV. 

Sor  le  mouvemcnt  rectiligne  d'une  mol^ctde,  soumise  ä 
UDO  force  attractive  oa  r^pulsive^  qai  est  ane  fonction 
algebriqae  rationnelle  et  entiere  de  la  distance  d'an 

centre  fixe 

par 

Monsieur  ß*  F.  E.  Björling  jun., 

Lector  k  l'^cole  snperieare  de  Halmstad  en  Suede. 


(Figures  v.  Tab   V.) 


Nous  d^signons  par  x  la  distä^ce  de  la  moMcule  au  centre 
fixe,  par  t  le  temps  et  par  f{x)  une  fonction  alg^brique,  rationnelle 
et  entidre.    L'^quation  fondamentale  devient  alors: 
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0) |p  =  /l*). 

qai  donne  par  one  premi^re  Integration: 

(2) . . .  (^)*  =  a/"  V(^)rf^+ F«  =  *'(^)-i^(0+ F«, 

81  Dens  designons  par  F{x)  la  fonctioii  primitive  de  i/T^)»  par  t 
l'abscisse  initiale  de  la  nioli^cale  et  par  V  aa  vitesae  initiale. 
Pour  trouver  la  relation  entre  :r  et  ^  il  faut  aasai  effectuer  la 
quadrature : 


(3)  r     ^ 


w 


ce  qui  ne  peat  ae  faire  g^n^ralenient  en  des  termea  finia,  qaand 
le  degr^  de  f{x)  surpaaae  1. 

La  vitesse  de  la  mol^cule  ae  peut  au  cöntraire  toujours  ex- 
primer  en  fonetion  finie  de  x  moyennant  i'^qu.  (2),  qui  donne: 

^  =  ±VF(«)-F(0+F«. 

Mais  il  reste  encore  des  difBcuit^Sy  qai  proviennent  sortout 
de  la  cireonstance  qu'il  eiiste  presqae  toojoars  une  infinite  de 
valenra  du  radicai  qui  ne  regardent  point  la  questioa  dynaroique. 
Ainsi  par  exemple  le  radicai  tend  souvent  k  Tinfini  avee  j;,  tandis 
que  la  vitesse  et  la  distance  du  mobile  ne  surpassent  pas  des 
bornes  flnies. 

Ces  difBcttltäs  s'agraodissent  consid^rablement,  si  Ton  veut 
g^4raliser  le  probl^me  et  chercher  les  esp^ces  de  roouvement 
qui  eorr^spondent  ä  des  cireonstances  initiales  diverses. 

II  m'a  donc  sembl^  de  quelque  int^rdt  de  trouver  une  ro^thode 
generale  pour  faciliter  le  traitement  des  questions  de  ce  genre. 


Dans  le  Tome  XLVIH  No.  XXVIII.  p.  363.  de  ce  Journal  jVi 
employ^  une  construction  g^om^trique  tr^s-slmple  pour  trouver 
les  conditions  de  la  r^alit^  des  racines  d'^quations  alg^briques,  et 
j'y  ai  montr^  que  pour  d^couvrir  l'esp^e  des  racines  d'mie  ^qua- 
tion  donnöe  il  suffit  de  connattre  les  valeurs  des  racines  reelles 
de  r^uation  döriväe. 
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Je  vais  maintenant  employer  des  constroctions  aoalogoes  poar 
la  r^solution  du  probl^me  cidessus  propose,  et  je  montrerai  qoe 
pour  troaver  Tespöce  de  mouvement  de  la  mol^eule  il  soflfit  de 
connaitre  les  Taleors  des  racines  reelles  de  l'^a.  f{x)  t=  0. 

Considdrons  les  trois  conrbes  qui  repr^sentent  eo  des  ceor- 
donnds  cartdsiennes  rectangulaires  les  trois  dqaations: 

t  =  fix)»    fi=sF(x)^  m+  F«    ,«  s  F(:t)-F(t)-|.  VK 

X  dtant  pris  poor  abscisse,  et  z,  t^^  y  poar  ordoiindes.  Nous  les 
appellons  respectiveroent  courbe  de  Force,  coorbe  aoxillaire 
et  courbe  de  vitesse«  ou  siroplement,  courbe  z,  c.  17  et  c. y« 

En  faisant  coinclder  les  axes  verticaux  des  trois  syst^mes, 
OD  parcourt  d'un  seul  coup  d'oeil  les  valeurs  des  trois  ordonni^es 
qoi  correspondent  k  une  möme  ^bscisse» 

Les  deux  premi^res  courbes  sont  continnes,  elles  s'tftendent 
iofiniment  k  gauche  et  k  droite  et  soot  coapöes  dans  uo  senl  poInt 
par  chaque  droite  verticale.  Elles  ne  poss^dent  donc  aucaae 
tangente  verticale,  ni  d'autres  slngulariti^s  que  des  ioflexlons  et 
en  g^D^ral  des  cootacts  d*ordre  sup^ieur  avec  des  droites. 

La  foDctioD  z  dtant  di^terinln^e,  la  forme  de  la  courbe  auxl* 
liaire  Test  aossi.    Car  z  est  la  d^riväe  de  1/,  divls^  par  3;  et  en 
augmentant  ou  ditninuant  la  constante,  ajoat^  ä  Tintögration ,  on. 
ne  fait  que  transporter  Taxe  des  x  de  la  courbe  17  en  bas  o«  e» 
haut  paralMeroent  ä  lui-m^iBe. 

La  troisiöme  courbe  ne  ressemble  point  aux  deux  pr^c^dentes. 
li'abord  eile  est  sym^trique  par  rapport  a  faxe  des  x.  Elle  ne 
s'^tend  pas  tout  le  long  de  cet  axe;  eHe  ne  possMe  en  eflFet  de 
points  que  pour  17  positif.  Ainsi  p.  ex.  dans  la  ig.  1.,  oÄ  sont 
tracees  une  courbe  de  vitesse  {A)  et  la  courbe  auxiliaire  eorr^pon« 
dante  {B)»  on  voit  qu'il  ne  corr^spnnd  de  points  de  celle-lä  qu'ä 
ces  partie9  de  celle-ci  qui  sont  ^up^rieures  k  Taxe  des  x.  Les 
valeurs  numäriques  des  deux  ordonnees  17  et  y  croissent  et  de- 
croissent  k  la  ni^me  fois,  donc  elles  ont  les  ni^mes  maxima  et 
minima.     A  17  =  0  il  corräspond  toujours  y  =  0. 

Nous  allons  examiner  la  courbe  y  dans  ces  derniers  points. 
8oil  X  ^i  a  une  racine  rdelle  de  Täqu.  i;  =  0;  posons: 

VI,  ?=  {x — a)"  q>{x).      (9>(a)  poini  z^raou  ilifini.) 
OniadoAet 


uneftfrce  aiir4teiive  ou  r^uisipe,  gut  est  une  /bncUm  aig^brique,  eU.  59 
et  pqisq|ii0  y  eist  =  ± Vif, 


par  suife: 


dx      *-iViy*rfa:' 


DoDc  la  Taleur  j*  =  a  donne 


pour 


«  =  1, 

n  =  % 

^-±VflP(«). 

n>% 

^  ssd 

-4 


On  voit  doDc  que  la  coarbe  y  coupe  Taxe  des  x  perpendioa-* 
la^rement  oii^  non  d^na  lea  ^diro^,  seion  que  les  abscisses  corre- 
spondantes  aont  des  racinea  siHitplea  ou  multiples  de  l'equation  1^=0. 

Aiasi  OQ  voU  danp  la  fig.  1.  que  la  courbe  de  vitesse  est  per« 
petidirulaire  k  Taxe  des  x  aux  points  a,  6,  6%  c,  c",  c£,  c2^  e»  /*, 
dont  les  abscisses  sont  des  racities  simples  de  Tequ.  i^  =  0; 
qu'elle  forme  un  angle  aigu  avec  Taxe  au  point  c',  dont  l'abscisse 
est  une  racine  double,  et  qu'elle  le  touche  au  point  e^  doot 
l'abscisse  est  une  racine  triple  de  cette  möme  ^quatfou. 

Aprös  avoir  ainsi  etudiö  sommairenient  les  propri^t^s  g^o- 
ni^triques  principales  des  trols  courbes,  nous  allons  examiner  la 
signification  g^omötrique  de  la  premiere  et  4e  la  trpisi^me. 


La  courbe  z  forme,  comme  nous  Tavons  ru,  nn  trait  continu. 
Dans  les  r^gions  oü  eile  est  sup^rieure  k  Taxe  des  x^  la  force 
est  positive,  c.  ä  d.  qu'elle  tend  ä  augmenter  l'afaiscißse  du  mo- 
bile; si  la  courbe  est  inferieure  ä  cet  axe,  la  force  agit  an  con* 
traire.  Les  racines  reelles  de  l'^u.  z  =  0  d^terminent  les  points 
oü  il  n'agit  pas  de  force. 

^a  couf be^  z  est  syn^^trique  par  riipport  ä  Taxe  des  x^  Si  Ta 
vi^sse  du  njiobile  dans  un  moment  est  repr^sentee  par  une  or- 
donn^e  positive,  p.  ex.  gh  (Gg.  L)^  il  i[ie  faut  pour  connaitre  9a 


5!» 
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vitesse  fotare  que  saivre  la  courbe  k  droite;  ei  Ton  corameoce 
au  contraire  par  une  ordoniiöe  negative ^  p.  ex.  gh',  oii  suivra  la 
courbe  k  gaache. 

Supposons  qoe  Ton  seit  daos  Ie  premier  caa  et  qu'on  parTienne 
ainsi  au  point  b',  oü  la  vitesse  est  nulle.  La  courbe  est  dans 
ce  point  perpendiculaire  ä  Taxe  des  x;  donc  l'abscisse'corr^spon- 
dante  est  une  racine  simple  de  l'öqu.  17  =  0.  La  force  t  n'y  est 
doDc  pas  zi^ro,  et  Ton  voit  facilement  qu'elle  est  negative,  puisque 
fl  y  däcrott.  Le  mobile  y  tournera  donc,  sa  vitesse  sera  repr4« 
sent^e  par  les  ordonnäes  de  la  brauche  inf(6rieure,  et  il  parviendra 
alosi  k  b.  Icl  la  force  est  positive»  le  mobile  tournera  de  nouveau, 
et  ne  pouvant  Jamals  d^passer  les  deux  limites  b  et  6^  11  oscil- 
lera  toujours  entre  ces  deux  points. 

11  faut  pourtant  d^montrer  que  le  temps  qu'emploie  la  mol^ 
cule  pour  aller  de  ^  ä  6'*  ou  de  ce  dernier  point  k  b,  n'est 
pas  Infini. 

Soient  a,  /}  les  abscisses  des  points  g  et  6'.  La  dernidre 
quantit^  est  une  racine  simple  de  T^qu.  17  =  0. 

Le  temps  du  trajet  Ae  g  k  b'  est  donn^  par  Tlot^grale: 

P?  dx 

<^> J     vn 

a 

Si  nous  posons  maintenant:     ' 

p — X 

ii  est  Evident  que  la  fonction: 


g)(ar),    c.  k  i.  ±y  ""T^' 


ne  devient  ni  nulle  ni  inflnie,  pendant  que  x  varie  de  ex  k  ß, 
Nous  pouvons  aussl  choisir  le  eigne  sup^rieur  et  adniettre  que 
fp(x)  est  positif  durant  tout  le  trajet« 

Par  cette  transformatlon  Tint^grale  (1)  prend  la  forme: 

P  <pix)dx 


f 


>rß-x 


Si  nous  d^signons  maintenant  par  M  une  coostante  quelcon- 
que  >  la  plus  grande  valenr  que  prend  q>{x)t  quand  x  varie  de 
a  k  ß,  nons  aurons  pour  de  telles  valeurs: 
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et  par  snite: 


Le  second  luembre  de  cette .  ii^eg&lit^  ätant  fini »  le  premier  Test 
aussi  ä  plas  forte  raison. 

On  demontre  de  la  m^nie  maniere  qoe  le  temps  da  trajet 
entre  g  et  b,  par  suite  aus»!  la  sorome  de  ce«  deux  int^graletiiy 
OD  le  temps  d*une,deini-oscil)ation,  est  finie. 

Une  ovale  fefm^e,  teile  que  hhb'h\  repr^sente  donc  un  mou* 
vement  oscillatoire.  Pendant  chaque  demioscillatioti  la  vitease 
passe  ane  seule  fois  par  niazimum. 

La  coarbe  ferni^e  dA'  repr^sehte  aassi  un  moavement  p^rio- 
diqoe,  mafer  plus  compliqu^,  parce  que  la  Titesse  passe  pendant 
chaque  demi-oscillation  par  deux  roaxima« 

4. 

4 

Nous  supposons  maintenant  que  la  nioI($cuIe  se  trouve  au  point 
k,  et  que  sa  vitesse  soit  repr^sent^e  par  l'ordonn^e  positive  kh 
Elle  ira  k  droite  et  s'approchera  du  potnt  e\  Snpposon«  qu'elle  y  soit 
arriy^e.  La  courbe  n'y  est  pas  perpendiculaire  k  l'aixe,  done 
l'absclsse  corr^spondante  est  une  rac.  multiple  de  l'^qu.  17  =  0. 
La  force  z  y  est  donc  tito\  par  suite  la  mol^cule  y  restera 
pour  toujours. 

Mais  en  effet  eile  n'y  parvient  mdme  pas. '  Car  sl  nous  d^ 
signons  les  abscisses  des  points  k  et  e'  par  y  et  i^  le  temps 
qu'emploie  la  mol^cule  pour  le  trajet  entre  ces  deUk  points,  est 
donnö  par  l'int^grale: 


<" •/ 


^  dx 


et  nous  allons  d^montrer  que  celle-ci  est  toujours  infinie,  quand 
i  est  une  rac*  multiple  de  Täqu.  17  =  0* 

Soit  n  le  notiibre  des  racines  ^ales  i\  si  nous  posons: 
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il  est  Evident  qoel«  fonction: 


^(x)f  c.kd,  Jt\ 


ne  devieot  iii  nulle  tii  infinit,  quand  xr  wie  de  y  ä  d.     Nous 
pouTons  aussi  choisir  le  signe  sap^riear. 

Par  cette  substitutioti  Tintögrale  (I)  (irend  la  forme: 


/*   y(a?)<fa? 


Si  fiona  d^signotis  roaintenaot  par  m  dne  cionstante  positive 
qaelcoQqae  <  la  plus  petite  valeur  que  prend  fp{x)f  quand  et 
varie  de  y  k  d,  nous  aureus  pour  de  tdiles  valeurs: 

et  par  snite: 

/^  q>(x)dx  ^       p^      dx 

y  y 

Le  second  membre  de  cette  in^gallt^  ^tant  infinit  le  preinier 
Test  aussi  i  plus  forte  raison. 

La  moMeule  s'approcheira  done  infiniment  da  pofait  e'  saus  y 
panrenir  jatUMS^ 

Si  la  vitesse  initiale  du  mobile  ^tait  repr^sent^e  par  l'ordon* 
D^e  negative  kV^  il  irait  d*abord  ä  e^  pour  y  toumer  et  ensuite 
se  rapprocher  du  point  e\ 

SI  la  mol^ule  dtait  au  coromencement  placke  quelqnepart 
entre  c  et  d\  on  voit  facilenient  qu'elle  finirait  par  se  rapprocber 
ind^fiolment  du  point  e\  dont  l'abscisse  esi  une  rac.  multiple 
de  Tdqu.  17  =  0. 


II  nous  rollte  encore  ä  cons^derer  une  troisiöme  espdce  de 
mottvenient  Si  la  moli^cule  est  placke  au  commeDcement  dans 
le  point  fi  oü  la  brauche  infinie  coupe  Taxe,  ou  ä  drolte  de  lui^ 
eile  s'^Mgnera  infiniment  k  droite  aTOo  une  vitesse  crotssante. 
Si  la  vitesse  initiale  est  nulle  ou  positive,  la  mol^cule  ira  toujours 
k  droite;  si  eile  est  negative»  eile  ira  d'abord  au  point  f  pour 
y  tourner. 
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Si  le  mobile  se  tronve  k  gauche  du  point  a,  la  ^Ao««  »e  pas- 
Mfa  de  la  ntoe  mani^re«  ezcept^  qoe  le  Bioavemeat  ee  fora  en 
seaa  contraire. 

Eo  yerto  des  propri^t^s  de  la  courbe  auxiliaire»  mentionn^e« 
ci-deasQS,  il  est  Evident  qiie  la  coorbe  de  vitesse  ne  peut  prä- 
senter de  formes  qui  ne  se  laisi^eiit  raiiger  dans  le«  troia  cat^- 
gories  que  nous  avotis  ^(iidi^es.  Douc  il  ne  peut  avoir  lieu 
d'autree  eapdces  de  niouveiueiit  que  les  trola  ci-dessue  d^erilea. 


NoQB  alhme  appliquer  ee  qui  pr^^de  k  la  queation  suivätite: 
TrouTer  le  nioavement  d'une  mol<k:ale»  soumise  k  la  fotce: 

2^  =  *(:r-ii)(:r-.6),    (*>0,  6>it>0) 

81  eile  ee  trouve  k  Torigine  avec  la  vitesse   F. 

La  eourbe  de  force: 

I  =  A(a:— a)(a:— 6) 
est  une  parabole  ordinalre  a  Taxe  vertical. 

La  courbe  auzUiaire. 


,=2/' 


2i/ar+  F*i=F(ar)+F«, 
0 

qui  est  du  troisi^me  degr^,  a  un  maximom  pour  xssa,  et  un 
ninimum  pour  or  =  6.  F(a)  est  positlf «  car  F(0)  est  =0,  et  2 
positif  depuis  o;  =r=  0  ä  x  =  a,  done  la  fonotiod  primitlre  F(x) 
<^issaote  dans  le  ndme  Intervalle.  Quant  k  F{b),  noiis  neos 
'«streignons  au  cas  oü  il  e»t  n^gatif. 

La  fig*2,  repr^sente  ces  deux  courbes  en  A  et  B,  et  lä-des« 
>Q8  les  courbes  de  vitesse  qui  correspondent  k  des  valeurs  di- 
verses de  F. 

Moos  distiognons  les  quatre  oas  suivanis. 

Soit  d'abord  F'  =  0.  L'axe  horizontal  de  la  courbe  n  est 
*ign<  par  1»  la  courbe  de  vitesse  corr^spondante  par  l\  La 
inol^cule,  placde  au  conrniencement  k  l'extr^mit^  gauche  de  Tovale, 
PAfcourra  toujours  Tespace  op  d'un  mouvement  päriodique. 

Soit  maintenant  F*>0,  mais  <,^F(b).    L'axe  horizontal  de 
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la  coHrtia  aixiliair«  «st  sif^^  par  2,  U  eoarbe  de  pttesse  est 
rept^scntfe  ob  ä*.  La  mouTenent  seni  ie  la  mim«  espAce  <]ii'Bq 
CS«  pr^tfdent,  exceptä  qac  l'espKce  qne  parcourt  le  mobile,  sera 
d'nne  älendue  plus  grand«.  savoir  limttto  des  pomts  dont  les  ab- 
scissea  soot  lea  deux  moindres  racines  de  l'dqn.  FXx)  +  F*=0. 

La  chose  se  passem  tonjours  de  la  m^mfl  manlire,  quelqne 
grasde  qne  aoll  U  ritesse  initiale,  josqa'il  F*  atttänt  la  ralenr 
—  F(A).  Dans  ce  cas  2=6  »st  nne  rscibe  dovble  de  l'^n.  i}=0, 
la  courbe  anziliaire  loucbe  Taxe  des  2  an  point  corrfepundant, 
comme  on  le  voit  dans  3.  L' orale  fenn^  de  la  eonrbe  y  (3')  se 
combiiie  par  te  poini  mnltiple  /  avec  les  branches  iiifitiies.  La 
mo\6ai\e  s'approcbcra  indtffiiHBieBt  de  ee  point  sans  y  parrenir. 
Si  F  est  positif  (^^  oh),  la  moUcule  cemmenceta  par  aller  k  droite, 
eile  passera  un  mazimum  de  vitesse  poar  ;r  =  a,  et  ae  rappro- 
chera  ensnite  Jt  vitssee  dto-oissante  du  poiDt  i.  Si  P  est  n^gatif 
(^oV),  )a  mnlecule  ira  d'abotd  ä  gancbe,  loomera  an  point  i, 
ddtenninri  par  l'dquation: 

.  (x-6)-     -"• 

et  ae  portera  ensoite  conune  ci-deasns. 

Snpposona  enfin   F'> — F(6).    La  eonrbe  y,  trae^  i  4',  mon- 
Ire  que  le  mobile  fioira  toujoDrs  par  s'älolgaet  k  droite  avec  nne 
Titesse  ciolssante.    Aoparavant  la  vitesse  passe  par  un  maximnm 
;  =:  a,  nn  minirannt  poar  x=:  b. 


1  Solution  de  tels  prttbltoes  de  conslste  donc  qn'en  la  con- 
on  de  la  coorbe  de  vilease.  Mais  cette  courbe  d^pendaut 
fait  de  l'anxiliaire,  il  ne  noos  faat  qn'dtndier  celle-cl;  il 
minie  de  Iracer  eeulement  la  partie  d'elle  qui,  silude  aa- 
:  de  Taxe  des  x,  renferme  entre  ses  interseclions  avec  cet 
place  initiale  du  mobile.  Car  aux  autres  parties  de  la  courbe 
ire  corrdttpondent  on  des  valfurs  inia[;iiiaires  de  y,  ou  de 
valeurs  rdelles  qui  ne  regardenl  point  la  qoeslion  dynamiqoe. 

>nr  ;£  =  i  nnna  avons  ij  —  F*.  Donc  si  la  vilesse  initiale 
blle  est  nalte,  la  courbe  aolilinire  pasSera  par  sa  position 
,  et  i  sera  une  racine  rdellc  de  l'dqu.  1]  =  0.     St  cette  ra- 

it  nmltipie,  >  =  ^^    est  aussi  zdro  dans   le  m^me  point, 
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doDC  la  moltoile  y  restera  en  repos.    Nons  poavon«  done  toajours 
omettre  ee  cas  daos  la  recberche  SHivante. 

Si  la  vitesse  initiale  da  mobile  n'est  pas  z4ro,  Tordono^e  de 
la  courbe  aaxiliaire  sera  toujours  positive  pour  a:  =  t. 

Si  f  n'est  pas  ane  racine  moltiple,  le  mobile  se  mettra  en 
ronte  et  sa  vitesse  oe  changera  point  de  direction,  jasqa'H  par- 
vient  a  un  poInt  dont  Fabscisse  est  une  racine  de  l'eqQ.  1/  =  0. 
Le  mobile  s'y  arr^tera,  et  si  la  racine  est  simple,  il  retoarnera 
sor  ses  pas.  S'll  parvient,  pendaat  ce  mouvement  retrograde «  ä 
VD  aotre  point  dont  Tabscisse  est  une  racine  simple,  il  retoarnera 
eoeore  ane  fols  et  continaera  ainsi  toujonrs  d'aller  et  venir. 

Noas  pouvons  donc  änoncer  ce 

Tli^or^me  I.  Si  les  deux  racines  de  T^quation  17=0 
qoi  renferment  entre  elles  Tabscisse  initiale,  sont 
simples,  la  mol^cale  oscillera  toujours  entre  les  deux 
points  qu'elles  d^termlnent. 

Sopposons  maintenant  que  ces  deiix  racines  soient  multiples. 
La  molöcule  s'approchera  infiniment  d'un  des  deux  points  corr^- 
spondants  sans  y  parvenir  jamais.  SI  i'une  des  deux  racines 
est  multiple,  l'autre  simple,  et  que  la  vitesse  initiale  est  dlrigä 
vers  ce  dernier  point,  le  mobile  y  ira  une  seule  fols  pour  tourner. 

On  obtient  donc  ce 

Th^orime  II.  Si  I'une  des  deux  racines  qui  ren« 
ferment  l'abscisse  Initiale,  est  multiple,  l'autre  reelle 
qoelconque,  le  mobile  tournera  tout  au  plus  une  seule 
fois;  il  finira  toujours  par  s'approcher  d'un  point  dont 
Tabscisse  est  une  racine  multiple,  sans  y  parvenir 
Jamals. 

S'il  n'y  a  pas  de  racine  reelle  d'un  c6t^  de  l'abscisse  ini- 
tiale, la  molecule,  en  avan^ant  vers  ce  c6te,  ne  s'arr^tera  jamais, 
«t  la  valeur  num^rique  de  sa  vitesse  croitra  infiniment.  Si  la 
vitesse  initiale  est  dirigäe  vers  l'autre  c6te,  deux  cas  peuvent 
se  präsenter.  Si  la  racine  la  plus  procbaine  est  simple,  la  mo- 
l^ale,  apres  etre  parvenue  au  point  corräspondant,  tournera,  eile 
repassera  sa  position  initiale  et  se  portera  ensuite  comme  ci-des- 
sus.  Mais  si  cette  racine  est  multiple,  la  molecule  ne  fera  que 
s'approcher  indäfiniment  du  point  corräspondant. 

Noas  avons  donc  ce 

Thiorinte  III«    S'il  n'y  a  parml  les  racines  reelles 

•l  UeU  L.  5 
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aacune  plus  grande  (r.  plus  petite)  que  Tabscisse  initiale, 
la  mol^cule  finira  par  s'^loiguer  ä  droite  (r.  ä  gauche) 
avec  une  vitesse  croissante,  pourvu  que  laplusgrande 
(r.  la  plus  petite)  racine  reelle  ne  soit  pas  multiple,  et 
la  vitesse  initiale  nögative  (r.  positive).  Dans  ce  dernier 
cas  la  mol^cule  s'approchera  ind^fininüent  du  point 
dont  l'abscisse  est  une  racine  multiple. 

Enfin  il  ne  faudra  certainement  pas  d^montrer  ce 

Tlieorime  IT«  S'il  n'y  a  pas  de  racine  röelle,  ia 
molöcule  s'^lolgnera  avec  une  vitesse  in  finiment  er  eis- 
sante  ä  droite  ou  ä  gauche,  seien  que  la  vitesse  initiale 
est  positive  ou  nögative. 

Par  ces  thöoremes  la  question  dynamique  est  ramenee  ä  la 
discussion  des  racines  de  Tequ.  ij  =  0.  Mais  cette  discussion, 
comme  je  Tai  montre  dans  mon  memoire  cit^  dans  le  paragrapbe  % 
pouvant  se  faire  toujours,  quand  on  connait  les  valeurs  des  racines 
reelles  de  T^quation  d^riv^e,  il  suffira,  pour  trouver  Tespdce  du 
mouvement  de  la  molöcule  dans  chaque  cas  spöcial,  de  coimaitre 
les  racines  röelles  de  l'^qu.  f{x)  =  0. 


9. 

Nous  allons  enfln  appliquer  ces  thöoremes  au  cas  oü  la 
fonction  de  Force: 

f{x)  est  =(ar— a)(ar — b){x — c)(x-d), 
(a,  6,  c,  d  röels  et  ranges  par  rapport  k  ieur  grandeuf) 

et  que  les  maxima  et  les  minima  de  F(a:)  satisfont  aux  in^alit^ 

F(a)>F(c)>F(ö)>F(d). 

Nous  designons  les  racines  de  Tequ.  i/  =  0  par  a,  ß,  y»  ^»  ^' 

La  courbe  auxiliaire  est  tracöe  dans  la  fig.  3.  Les  droite» 
horizontales  d^signent  les  diverses  positions  de  Taxe  des  x, 
EUes  sont  sign^es  des  ro^mes  norobres  que  les  cas  corröspon- 
dants  qui  suivent. 

L    F(a)— F(2)+  Fa<0  ou  F(o)<F(2)—  T«  =  W. 
II  n'y  a   qu'une  seule  racine  reelle  (e>i2)  de  T^qu.  17  =:=  0. 
II  faut  doDc  que  i  soit  ^s.    Si  F  est  positif,  le  mobile  s'äloigne 
infiniment  ä  droite;  pour  V  nägatif,  il  conuuence  par  aller  ä  gauche. 
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ü  toarne  poor  a  =z  s,   repasse   sa   position    initiale  et  s'^loigne 
ensuite  infinimeDt  ä  droite. 

2.    F(a)'-F(i)  +  F«  =  0,  ou  F(a)  =  W. 
(Trois  racines  reelles  de  V6qn.  i/=:0:  o=a=/?,  i2<€;. 

a)  t  =  a;  Monvement  nai. 

b)  t^e.    Voir  1. 

3.    F(a)  >  W>  F(c). 
(3  rac.  röelles:  o<a</},  i2<€). 

a)  a^i^ß,    Le  mobile   oscillera  toujours   eotre  ies  points, 
d^termin^s  par  o  et  ß. 

b)  i^€.     Voir  1. 

4.    F(c)=IF. 
(6  rac  reelles:  a^ä^ß,  y:=c==  Ö,  d<s), 

a)  «Ti^ß.    Voir  3^  a). 

b)  i  =  c.    Mouvement  oul. 

c)  «_!«•    Voir  1. 

5.    F(d)^W>F(ö). 
(5  rac.  röeiles:  a<a<iJ<6<y<c<«<d<€). 

a)  Ä^i^jJ.    Voir  3.  ä). 

b)  y^i^Ä-    Le  mobil«  oscillera  eotre  Ies  deux  points  y  et  9. 

c)  i^s.    Voir  1. 

6.    F(ö)  =  W. 
(5  rac.  tdelles:  a<a,  /J  =  6  =  y,  *<d<6). 

a)  «^i</5.    La  molöcule  s*approchera  infiniment  du  point  ß 

Sans  y  parvenir.    Si    F  est  negatif,    eile   ira  d'abord    ä   gauche 
pour  toorner  au  poiot  a. 

b)  y<<^i.    La  molecule  s'approchera  infiniment  du  point  y 


rituff:  Sur  l§  moucemenl  reeUägne  d'une  moticule,  aoumiae  eu. 

Wt  positifi  eile  irn  d'abord  tl  droit«  poar  tonrnet  ao  point  i. 

i^t.    Voir  I. 

7.    Fie)>W>F{d). 
(3  rac.  reelles:  «<(■(  il<(f  <e). 

tt'Zi'ZS.    La  mol^nle  oscillera  eotre  ir  et  S.    La  vitesse 

I  pendant  cfaaque  demi-oecillation  par  dem  maximB  (a  et  c) 
1  (*). 


8.  FXdi^W. 

(3  rac.  reelles:  a<a,  J  =  d=c). 

«'^{<<I-  La  inol^iile  s'approcbera  infininient  du  point  S, 
parvenir.  8i  F  est  n^gatif,  eile  ira  d'tübord  an  point  a 
totmier. 

{>  s.    Si   V  est  nrigaür,  la  mol.  s'approcbera  iafiiumenl  da 
Si  V  est  positif,  eile  s'^loEgnera  iafiniraent  ä  droite. 

9.  FCrf)>  W. 

(Uoe  senle  racine  r^lle:  a<a}. 


Si   F  est  negatif,  eile  cammencera  ponrtant  par  aller  ä 
ponr  touteer  au  polot  cc    8i  eile  passe  les  poiDta  a,  c,  b, 

ritesse  passera  du  maximuni  aoz  deux  premiera,  va  miai- 

IX  derniera. 
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Ueber  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  der  Kegelschnitte 

und  ihrer  Krummungskreise,  insbesondere  auch  über 

die  Sfaxima  und  Minima  dieser  Sehnen. 

Von 

dem    Heraussreber. 


Einleitung. 

Die  Theorie  der  genieinscbaftlichen  Sehnen  der  Kegelschnitte 
und  ihrer  Krümmungskreise  erfordert,  wenn  sie  mit  möglichster 
Kfirze  und  Eleganz  entwickelt  werden  soll»  wenigstens  im  Falle 
der  Ellipse  und  Hyperbel,  die  Anwendung  verschiedener  Kunst- 
griffe; insbesondere  aber ,  gestattet  dieselbe  im  Falle  der  Uyper* 
bei  eine  sehr  zweckmässige  und  lehrreiche  Anwendung  der  Theo- 
rie der  hyperbolischen  Functionen,  welche  dieser  letzteren,  noch 
nicht  oft  genug  in  Anwendung  gebrachten  Theorie  nach  meiner 
Meinung  sehr  zur  Empfehlung  zu  weiterer  und  allgemeinerer  An- 
wendung gereicht;  dies  sind  die  Grunde,  welche  mir  Veranlas- 
sung gegeben  haben,  in  dieser  Abhandlung  die  Theorie  der  gemein* 
schaftlichen  Sehnen  der  Kegelschnitte  und  ihrer  Kriimmungskreise, 
insbesondere  auch  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima  dieser 
Sehnen,  einer  ausfuhrlicheren  Entwickelung  zu  unterwerfen  und 
dabei  namentlich  auch  die  in  Rede  stehende  Anwendung  der 
hyperbolischen  Functionen  zu  zeigen.  ' 

I.    Die  Parabel. 
Wenn   {xy)  ein  beliebiger  Punkt   der  Parabel  ist,    so   sind 


wtUÜilt     U«Jk«c   t;[9ii«tK  Mtib   JtiM^  : 
I> 

s«»  •  =0. 


Ät»  !  =•; 


Sa* 
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ist: 

(ti-.j;)(o  +  y)l(tt  +  :r)-2(3ar  +  i;,)l  v 

+  ;?(ti-:r)t(r+y)  +  — I  j 

Weil  Dun 

P  P 

folglich : 

p  ^     '  "^'         p  y      p 

ist;  so  wird  die  vorstehende  GleichuDg: 
Mittelst  leichter  Rechnung  findet  man: 

^^^^y)\-^-^^-}^]^pi^^-y)'i^Y 

_(p-Fy)(t>«-5y«)-f8y» 

and  die  obige  Gleichung  wird  also  offenbar:    x 

3) (i£— a;)(r3+yr«— 5^«r  +  3^»)  =  0. 

Es  erheilet  aber  auf  der  Stelle,  dass  die  Grösse 

ffl  +  y»*  —  5y*i>  +  3^' 

für  f  =  ^  verschwindet  und  daher  durch  t>— ^  ohne  Rest  theilbar 
ist.     In  der  That  findet  man  leicht: 

t>»+2^r*-%«c  +  3v3  =  (i,-y)(t,«  +  22^r-3y2); 

wo  nun  wieder  sogleich  erhellest,  dass  auch  die  Grosse 

©•  -f  %fv — 3y* 

für  0  =  ^  verschwindet  und  daher  durch  o  — ^  ohne  Rest  theil- 
bar ist.    In  der  That  findet  man  leicht: 
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und  die  Gleichung  3)  nimmt  daher  jetzt  die  folgende  Form  an : 

4) (t«-^)(r-2^)«(r+3y)  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  erffillt  durch  u=^x,  und  die  Gleichung 
v'^zzzpu  giebt  dem  entsprechend  ©*  =  pa:  =  y*,    also  ü  =  db^- 

Die  Gleichung  4)  wird  ferner  erfsllt  durch  o  =  y,  und  die 
Gleichung  o*  =  ^ti  giebt  dem  entsprechend  pu  =  ff^=:px,   also 

Endlich  wird  die  Gleichung  4)  erfüllt  durch  0=— 3y,  und 
die  Gleichung  v^=^pu  giebt  dem  entsprechend  pu^=^^*:=i9px, 
also  ti  =  9;r. 

Da  nun  die  Gleichung  1)  nichts  wie  es  erforderlich  ist»  durch 
ti=::r,  r  =  — 2^  erfüllt  wird*),  so  bleiben  uns  bloss  die  beiden 
Auflösungen : 

tt  =  j:,    V  =^y      und      u  =  9a?,    c  =  —  3y 

der  Gleichung  4)  übrig,  und  der  Krümmungskreis  der  Parabel  in 
dem  Punkte  (xy)  schneidet  dieselbe  also  nur  in  den  beiden  durch 
die  Coordinaten 

X,  y    und    9x,  — 3y 

bestimmten  Punkten,  von  denen  der  eine  natürlich  der  Punkt  der 
Parabel,  durch  welchen  der  Krümmungskreis  gelegt  worden  Ist, 
selbst  ist. 

Hiernach  giebt  es  also  nur  eine  Sehne^  welche  der 
Parabel  und  ihrem  Krümmungskreise  in  dem  Punkte 
(xy)  gemeinschaftlich  ist,  welche  daher  schlechthin  die  der 
Parabel  und  ihrem  Krümmungskreise  in  dem  Punkte  (xy)  gemein- 
schaftliche Sehne  genannt  wird.  1 


§.2. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  Sehne^  welche  der  Parabel 
und  ihrem  Krünimungskreise  in  dem  Punkte  (xy)  gemeinschaft- 
lich i^t,  durch  s;   so  ist  nach  dem  vorhergebenden  Paragraphen: 


*)  Die  übrigen  Gleichungen  im  Otiig:en  werden  natürlich  durch  t/=X, 
r=  —  7/  «ämmtlich  erfüllt,  da  dieselben  ans  der  Gleichung  1)  durch 
Multi|ilication  dieser  Gleichung  mltl'-l-l^  abgeleitet  worden  sind. 
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««  =  (9a;-a;)»+  (-3y-y)* 
=  64a;*  +  I6y* 

=  64a:«  +  Mjpar  =  ^+ %*, 

ftlso  s 
5) ,«  =  lfe(4x  +  p)«^^f^^^^t£5. 

Dm  den  Punkt  (ar^)  der  Parabel  zn  bestimmen»  für  welchen 
die  gemeinschartlicbe  Sehne  der  Parabel  und  ihres  Krfimmungs- 
kreises  In  diesem  Punkte  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird, 
mfissen  wir  die  vorstehende  Gleichung  etwa  nach  x  differentiiren, 
wodurch  wir  die  Gleichung: 

erhalten,    kt  nun 

8ar      "* 
so  ist,  insofern  <  einen  endlichen  völlig  bestimmten  Wertb  bat,  auch 

also  nach  Vorstehendem: 

8a?  +  p  =  0,    folglich    o:  —  —  ij?, 
und  daher: 

also  y  imaginär,  woraus  sich  ergiebt,  dass  es  im  eigentlichen, 
nämlich  im  Sinne  der  Differentialrechnung,  keinen  Punkt  der  Pa- 
rabel giebt,  für  welchen  die  der  Parabel  und  ihrem  Krümmungs- 
kreise gemeinschaftliche  Sehne  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird. 

In  der  That  ist  auch  nach  5): 

1  =  4  Var(4a?  +  p), 

woraus  man  sieht,  dass,  wenn  x  von  Null  an  in's  Unendliche 
wächst,  auch  s  von  Null  an  fortwährend  in's  Unendliche  wächst» 
was  das  vorhergehende  Ergebniss  vollständig  bestätigt. 


IL   Die  BUlpse. 

§.3. 
Wenn  (xy)  ein  beliebiger  Punkt  der  Ellipse  Ist,  so  setze  man  *)i 


*)  M.  8.  die  Abhandlung  Thl.  XXIV.  Nr.  XXIX. 
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1} jr^aeasM,    y^taiiB; 

d&na  Bind*): 


EUipw  'ra   dcB   Pmirte  (^},    and    dv    Hmibwe— er   de«    Krfin- 
■DttsgalcrMMs  ist: 


Bezeichnen  ' 
dinsten  durch  Ä,  F;    ••  ii 


BeseidiBea  aber  von  jetzt  an  X,  ¥  die  Coordinnten  d^ 
Dnrduchnittsponkle  des  Krfiianiiuig^reises  wt  d^  ElEpse;  so 
künnen   irir: 


■  C7.      r  =  68inC7 


setzen,  nnd  erhalten  daher  nach   dem  Torhergehenden  rar  Be- 
ig  von   O  die  tilächung : 

^— co8»")«+(68in  t7+— j— sinK^»= r^^p '-■ 

aber  der  dnrch  die  Coordinaten  I)  bestimmte  Pankt  ein 
pse  und  dem  KrCmmungskreise  geineinBchaniicheT  Punkt 
kann  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  ■  IBr  17  setzen, 
k  man  die  Gleichnüg: 

—  coBM»)«+(6sin«+— j— ßina»)*=i ^^j- ^ 

Dnrch  Snbtraction  der  beiden  vorBteheadeo  Gleichimgen 
sich: 

mÜ~ 

in  O  —  BiDif)tA(sinI7-|-sint()  f  2 — r — sinu')  ] 


I.  ■.  die  Abhandlung  Tbl.  SliXlll.  Nr.  X. 
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also  durch  Zerlegung  in  Factoren: 

asin^(  ü — m)  sid  i(  t7  +•  te) 

a«  — 6* 

X  taco8i(t7--ti)cosi(ü  +  tt) co8ti*| 

— 68in4(t7— tt)co8i(l7  +  tt)  ^~    ' 

Xt6cosi(t;— ii)8ini(t7  +  ti)  +  ^-j— 8inti») 

oder: 

inVl7-ti)  f      («•-^*)«'«"i(ü+ti)co8i(t7+ti)co8i(t7-M)  ^^^^ 
*    *  M  — (a«r^6«)[8ini(l7+ti)co8u»+co8i(t7+tt)sinti»J  ) 

und  folglich: 

8ini(ü^«)f       si-i(P  +  -)eosi(ü+ii)co8i(t7^i)     J^ 
l  — [8iDi(l7+f«)co8«Hco8i(l7+tt)sint|3]  .( 

oder: 

8iD Ht7~tt)  f       sin4CÜ+ie)co8i(l7+u)co8[i(ü+ti)-tt]  1  _q 

also^   wie  man  leicht  übersieht: 

'^  l  +cosi(ü+tt)8ini«[8inl(l7+M)a— 8inM«]  i 

oder:  • 


8in 


in»(t/— tt)  (       8«ni(ü+ii)costt[cosi(t7+t«)«— costt«]  )      ^ 

l   —  C08i(l7+«)sinM[c08i(ü+f«)*  — C08tt*]   ) 

also,  weil 

sin  i(  17+  ti)  cos  u  —  COS  i(  ü  +  ti)  sin  u  =  sin  i(  t/ —  u) 
ist: 

.     8ini(t;— M)«(cOSi(t7+M)«-CO8M«|  =  0, 

und  folglich,   weil 

C0Sj(ü  +  tl)2--C08l«« 

=     (co8i(r7  +  ti) — co8teltcos|(C7-f  te)-|-costt} 
5=— 2sinitJ(t7  +  M)— ttlsinit4(C/  +  tt)  +  tt} 

><2c0Sil4(J7+M)-tt)C08jli(t7+M)  +  tt} 

=  -sinli(t7+ti)-ti}sinli(J7+M)  +  M| 
::;;:- sin  i(  ü — tt)  sin  i(  t;  +  3tt) 
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Ml: 

3) siD^U— »)SmKl7^3»)=a 

Diese  Gleidboi«  serßUt  b  fie  betden  Gleichoag^: 

«11^17— »)  =  0    md    saKI743»)=0. 

die  wir  jetzt,  jede  for  sieb,  einer  woteres  Untersvcbim^  imter- 
werfen  wollen. 

Ans  der  Gleichung 

sin^l7-tf)=rO 

erglebt  sich,  wenn  k  eine  gnnse  Zahl  bexeichnet: 

\{ü-'U):=zkx,    also     17— if=:3far; 
folglich :  , 

Bekanntlich  ist: 

Wire  nun  X;<0,  so  wSre  offenbar 

C7  =  0. 

WO  das  obere  Zeichen  Rlr  A  =  — 1,  tf  =  2flp  gelten  wfirde,  in 
welchem  Falle  man  aber  offenbar  anch  ü:=:2n,  also  t^=u 
setcen  konnte.     Wäre  ferner  A;>0,  so  wäre  offenbar 

.  17^2«, 

wo  das  obere  Zeichen  fiir  k=s  +  l,  tc  =  0  gelten  wurde,  in  wel- 
chem FaUe  man  aber  offenbar  anch  17=0,  also  ü^^u  setzen 
konnte.  Hieraus  ergiebt  sich  im  Allgemeinen,  dass  nur  k^szO 
gesetzt  werden  kann,  oder  nur  k^Q  gesetzt  zu  werden  braucht, 
und  also  nur 

sein  kann. 

Aus  der  Gleichung 

sini(C7-f  3tf)=0 

ergiebt  sich,  wenn  wieder  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet: 

i(ü  +  ^)^kn,    also     I7-|-3ac=s2ibf; 
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folelicb : 

17  =  2A»-.3ti. 

Bekanntlich  ist 

b^ti^Ä»,    0^17^2«; 
also : 

W6  wir  nnn  die  drei  Fälle: 


0  ^  3ti  ^  2»,    2»  ^  3«  ^  4«,     4»  ^  3«  ^  6« 


unterscheiden  wollen. 
Zuerst  sei 


0^3?*^  2w. 


Wäre  A  ^  0,  80  wäre  offenbar 

wo  das  obere  Zeichen  för  ^^0»  3«c=U  gelten  wUrde,  in  wel« 
cheni  Falle  sich  aber  natfirlicb  auch  C7s=2»  setsen  lassen  wärde. 
Wäre  ferner  ^>  -f  1,  so  wäre  offenbar 

wo  das  obere  Zeichen  filr  ^=£^2,  3ii=::2%  gelten  wfirde»  in 
welchem  Falle  sich  aber  natiirllcb  auch  I7=r0  setaen  lassen  wfirde. 
Hiesaiis  eirgiebt  «ich  im  Allgemeinen,  dass  «tfr  i^ss^-l  gesetzt 
werden  kann  oder  nur  i!:  =  -f  1  gesetzt  zu  werden  braucht»  und 
also  nur 

(7=2ff  — 3tt 
sein  kann. 


Ferner  sei 


27r  ^  3tt  ^  4«. 


Vfäre    k  ^^If   so  wäre  offenbar 


t-fi. 


80 
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ist,  so  giebt  dies  die  Gietehung: 

8io2tt|4cos2ti(a*siDti«4-  6<cosic«)  -f  (a<— 6*)sin2tcS}  =  0, 
welche  in  die  beiden  Gleichnngen  t ' 
8in2u  =  0    und    4co82tf(a*8in tc* 4- A'cos u*)  4- (a*-6*)siD2n* 

Eerttlit. 

Die  Gleichung 

0in2tissO 

führt,   wenn  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,    auf 
und  weil  nun  bekanntlich 


=  0 


folglich 


Ist,  so  ist: 


also: 


folglich : 


und  daher: 


0  ^  ti  ^  2«, 


0'72ii'^4w 


0  ^  kn  ^in. 


Ä=0,  1,  2,  3,  4; 
2tt  =  0^    9r,    2n,    3»,    in 


Wo  es  aber  offcfdbar  genügt: 

uscO,    ^Tti    n,    \n 

zu  setzen.  Wcfil  nach  7)  für  siri2ti'=0,  also  fär  die  vorstehen- 
den Werthe  von  u,  offenbar  «  =  0  wird,  die  gemeinschaftliche 
Sehne  also  verschwindet,  so  ist  dieselbe  für  die  vorstehenden 
Wertlie  von  h  natürlich  eiii  Minimum,  wenigstens  als  ein  solches 
EU  betrachten. 

Die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen,  nämlich  die  Gleichung: 
4cos2a(a«slliti«+6*cosa«) +  (a«  — 6«)sin2M*  =  0, 
kann  auf  folgende  Aft  umgeformt  werden.    Bekanntlich  ist: 
2sintt*  =s  1  —  cos2ti,    2costi*  =  l-|-cos2ti; 
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was,  in  die  vorstehende  Gieicbnng  eingeführt,  die  folgende  Glei- 
chung giebt: 

2co82tila«+6«— (a«  — 6«)eo82i£|  +  (a*— 6*)8in2ti«  =  0, 

folglich : 

2  (o*  +  6«)  cos  2«  +  (o«  -  *»)  (sin  2i£«— 2  cos  2««)  :=  0 

oder 

2(a«+6«)  co82ti  +  (a«— 6«)  (1— 3co82ti«)  =r  0, 

und  hieraus: 

3(a«  -  6»)cos2ti«— 2(a«  +  6«)cos2i£  =  o«— 6«, 

oder: 

2(a*  +  6«) 
9) cos 2tt*  —  Q .  ^ .gv  co82ti  =  i. 

Lust  man  diese  Gleichung  wie   eine  quadratische  Gleichung  auf, 
so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung  fQr  cos2tt  den  Ausdruck: 

m 

fli^,6«J-2Vfl^-~a«6«-f6^ 
10).   .   .   .    cos2u  =  — 3(q«--6«) 

Um  nun   zn   entscheiden ,    welches  Zeichen  in  diesem  Aus- 
drucke zu  nehmen  ist,   bemerken  wir  Folgendes. 

Die  Bedingung: 


3(a«— 6«)  <  * 


fuhrt  nach  und  nach  zu  den  folgenden  Bedingungen: 
a«  +  6«  +  2  Va*--a«6«  +  6*  ^  3a«— 36«, 

2V"a4-.a«6«+^  ^  2(o«-26«), 

V^o*— o«6«+6*  ^  a«— 26«, 

V*a«(a«— 6«)  +  6*  ^  a«— 26«: 
was  nur  möglich  ist,   wenn 

a«  — 26«>0 
Ist.    Dies  vorausgesetzt^   ist  nun  ferner: 

Theil  L.  6 


da  d«db  bei  4cr  EBipse  efeabar 
iflU    Hiefaaa  ergiebl  sick^  das«  eidbt 


a«-i^»«  +  2  Vig*--i^yj:^=: 
sein  haao,   und  folglieh 

3(«»— Ä^  ^ 

getOy  also  in  der  Gleicfaimg  10)  das  oatere  Zeichen  geDoinr«en 
werden  mnas. 

DaM 

Ve*7-a«6«  +  Ä*=  V««(ii*-6»)  +  M 

immer  Teell  iat,  braocht  wohl  niefat  noch  besonders  bemerkt  za 
werden,  wobei  natfirllch  immer  stillschweigend  Torao^^esetzt  wor- 
den ist,  dass  von  den  beiden  Halbaxen  a  und  b  der  Efiipse  die 
erste  die  grossere  sei*). 

Wenn  wir  non  anch  nos  nberzengt  haben,  dass  in  der  Glei* 
cbang  10)  das  nntere  Zeichen  genommen  werden  mSsse,  so  frigt 
sieb  nun  doch  noch,  ob  der  durch  dieses  Zeichen  gdieferte  Werth 
von  cos 2«,  absohlt  genommen,  die  Einheit  nicht  übersteigt  Das 
Prodnct  der  beiden  Werthe  von  cos 2«  in  10)  ist  aber: 

(g«  +  6y  —  4(a^—  a«fe«  +  6^) 

_  —  3(a^— 2fl*6«-f  6^)  _  (fl«^6y  _ 

—  9(a«-62)*  ■"'"**(a«-6«)«""      *' 


*)  Uebrigen«  ist  natürlich  oberhaopt 
«teto  potitif,    weil 

iat. 
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und  da  nun  nach  dem  Obigen  der  Werth 

3(a«— *«)  ^  ^ 

und  natfirlicb  positiv  ist,  so  ist  der  Werth 

3(o«— 6») 

negativ  und»  absolut  genommen,  Icleiner  als  die  Einheit.    Setzen 
wir  also»  wie  es  nach  dem  Vorhergebenden  erforderlich  ist: 

11).   .   .   .    cos2ti  = 3(qg_fc«) » 

so   wird    sich   der  Winkel  2tc  mittelst   dieser  Formel  immer  be- 
stimmen lassen. 

Mittelst  der  Formel 

sin  2t4*  =  1  —  cos  2i«* 
erhält  man  hieraus  ferner  sehr  leicht: 

._-      4  (a<  -  4a*6«  +  6*)  +  4  {a*  +  6«)  V««  -  aH*  +  6« 
«•n^«   =  9(a«-  6«)»  ' 

also: 

inx      .  o        .  '2VI  o4-4o«6«+6*+(oH*'^ V«*-«»6Hä*]  . 

12)  8in2«=± 3(a»_6t) ' 

and  mittelst  der  Formeln : 

2costt*=  1  +  cos2m,    2sintt*  =  1— cos2ti 
ergeben  sich  eben  so  leicht  ans  11)  die  Ausdräcke: 

13)  ...    »  '''  "" ^^^"^^ 1 ' 

(   ^*""*  =  3(a«-6«) 

Weil  bekanntlich 

0"]^  II  "^  27r,    also    0  ^  2m  T  4jc 

und  nach  dem  Obigen  cos2ti  negativ  ist,   so  giebt  es  für  2u^vier 
zwischen  den  Gränzen 

6* 
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liegende  Werthe,  80  dass  also,  wenn  wir  diese  vier  Werthe  von 
2tc  respeetive  durch  v,  Vi,  v^,  ffz  bezeichnen: 

»  <  »I   <  1«» 

»n;  <  ü,  <  3«, 
3w  <  i?8  <  JJT 


ist.    Offenbar  ist  aber: 


and  es  kann  daher: 


Vi  SS  2jr  — fj, 
v^=:2n  +  v, 

«3  =  in  —  v; 


2ii  =  c, 
2tt  =:  29r  ~  r, 
2?i  =:  2?»  +  ©, 
2ti  ==  49C  —  r ; 


also: 


14) 


?l  =  Tt-t-iv, 

\  n  =  2« — iv 

gesetzt  werden* 

Dass  die  durch  diese  vier  Werthe  von  u  bestimmten  Punkte 
der  Ellipse  in  derselben  ganz  symmetrisch  liegen,  so  dass  also 
in  diesen  vier  Punkten  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  der  Ellipse 
und  ihres  Krummungskreises  von  gleicher  Grosse  sind,  fallt  auf 
der  Stelle  in  die  Augen.  Auch  ist  klar,  dass  f&r  diese  vier 
Punkte  beziehungsweise  zu  setzen  ist: 

15) 
co8«=+\  3(a2_Ä«) '    8ln«=+\  3(a*-b*) ' 

«='""'=- V  3(a«-6«) '  «"«=+\  3(a'-6«) V 


der  KegeUchnitte  und  ihrer  Krümmungskreiie,  85 


3(i^:Z6l) '   sin«=-\  3(a>-^«) ' 

V"'2a«--6«-.V^i*-a«6«+6*      .           t/  ««-26HV  a*-a«6«+6* 
3(^*176«) '  s.nu--\  3(^;rZ65) 

Wir  gehen  nun  zu  der  Entwickelung  des  zweiten  Dilerential- 
qaotienten  von  ti  über  und  nehmen  dabei  unseren  Aui^lanf  von 
der  Gleichung  8)^  nämlich  von  der  Gleichung: 

«g^  =  2sin2u|4cos2u(a«8ini(*  +  6*co8«*)-f  (a*— 6<)8in2u*|, 
welche  wir  za  diesem  Behuf  auf  die  folgende  Form  bringen : 

a» 

=      4a*sin2tf8inu(2cos2tisintc-f-Ain2tccostt) 

-|-  46*  sin  2ti  cos  ti  (2  cos  2ti  cos  «  —  sin  2ti  sin  u) 
=      4a*sin2tisinti(2co8te*sinti — 2sinu'-f  ^sinticosti*) 

-f  46'sin2t(co8tc(2cost£' — 2 sinn* cos t< — 2sinti*costi) 
=      8a*sin  2tisin  tt*(2  cos  ti* — sin  u^) 

+  86*sin  2u  cos  u*  (cos  ti* — 2  sin  tfl) 
=      8a*  sin  2ti  sin  tc*  (cos  2tc  -f  cos  u^) 

-f- 86*  sin  2ti  cos  u*  (cos  2ti  —  Hin  u*) 
=      8a*sin2tisinti*(3costi*  — 1)  -f  86*sin2ticostc*(I~3sintt*). 

Durch  Differentiation  ergiebt  sich  nun  leicht: 

d. sin 2t< Sinti*  o     •     «  .  o  •   o     • 

g =  2cos2tisinu*-f  2sin2tc8inttcostc 

=  2sintisin3tty 

d.sin2tccos»*      n       o  «     o  •   o 

:=  2cos2ticosti' — 2sin2t£C08USinfi 

et« 

=  2cost£cos3ti, 

a(3costi«  — 1)  ß  .  «  .  „ 

— ^ ic ^  =  —  ocosusmti  =  —  osin2t<, 

du 

3(1 -3 Sinti«)  ^  .  «  .  „ 

-^ X ^  =  —  osinticosti  =  —  3sm2ti; 

oti 

and  68  ist  also  nach  dem  Obigen,  wie  man  sogleich  übersieht: 

L,^  4.  ^JX  =      a28inti{sin3ti(3co8ti*-l)-3sin2ttsinti«cosM{ 

-|-6*co8titcos3ii(l~3sinu*)— 3sin2tcco8ti*sinul. 


-.  -f  ' 
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liegende  Wertbe,  so  dass  also,  wenn  wir  diese  vier  Werthe  von 
2tc  respective  durch  o,  Vi,  v^y  v^  bezeichnen: 

iw  <  r   <  JT, 

9r  <  V|  <  1«, 
»^  <  ©2  <  3«, 

39S  <  Vs  <  i9S 


ist.    Offenbar  ist  aber: 


und  es  kann  daher: 


P2=:29r-f  9, 

«3  =  4«--r; 

2ii  =  t>, 
2t«  =  2«  —  r, 
2?i  =  2j»  +  ©, 
2ti  =  4;s  —  r ; 


also: 


14) 


li  =  «  — {f>, 

u  =  «  +  iü, 

'x  u  =  2» — 1© 

gesetzt  werden, 

Dass  die  durch  diese  vier  Werthe  von  u  bestimmten  Punkte 
der  Ellipse  io  derselben  ganz  symmetrisch  liegen,  so  dass  also 
in  diesen  vier  Punkten  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  der  Ellipse 
und  ihres  Krummungskreises  von  gleicher  Grösse  sind,  fallt  auf 
der  Stelle  in  die  Augen.  Auch  ist  klar,  dass  filr  diese  vier 
Punkte  beziehungsweise  zu  setzen  ist: 

15) 

^=+lf  3(fl2-6*)  '    «inM-+^  3(a«-6«)     ~* 

t/^2o«-6«-Va*-a«6H^      .     _  ,  4^^-26«+ Vg^"g^^*+^ 
^  3(a«-6«)  •  8inti~+lf  3(a2-6«)  V 


^08M=— 
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costi 


3(^,_^,^ ,  8.n«^-\  3(^rZ6i) 

Wir  gehen  nun  zu  der  Entwickelung  des  zweiten  Dilerential- 
quotienten  von  ti  über  und  nehmen  dabei  unseren  Aui^lanf  von 
der  Gleichung  8)^  nämlich  von  der  Gleichung: 

«^  =  28in2t(t4co82u(a*sint(*-|-6>co8u*)-|-  (a*— 6S)8in2u<|, 
welche  wir  za  diesem  Behuf  auf  die  folgende  Form  bringen : 

a. 

=     4a*8in2ti8inti(2cos2tisintc-f-sin2ucosti) 

-|-  46*  sin  2ti  cos  u  (2  cos  2ti  cos  u  —  sin  2ti  sin  u) 
==     4a*sin  2tisin  u(2  cos  u^sin  u  —  2  sin  u'  -|-  2sint£  cos  ti*) 

-f  46*  sin  2t( cos  u  (2  cos  u^ — 2  sin  u*  cos u — 2  sin  u*  cos  u) 
=     8a*sin2tisinu*(2costt* — sint£*) 

+  86*sin  2u  cos  ti*  (cos  ti*  —  2  sin  w*) 
:=     8a*  sin  2ti  sin  tc*  (cos  2ti  -f-  cos  ti*) 

+  86*sin2ticosu*(cos2«  — Kinu*) 
=      8a*sin2Msinu*(3costt*  —  1)  +  86*sin2ticost£*(l— Ssin«*), 

Durch  Differentiation  ergiebt  sich  nun  leicht: 

8. sin 2« sin tt*  o     •     «  .  «  •   o     • 

= =  2cos2t£Sintt*-|-2sin2tisinticosti 

=  2sintisin3ti» 

d.sin2ticos»*      «       o  «     o  •   o 

zi:  2cos2ticoste* — 2sin2t£C08ttSinfi 

du 

=  2cosucos3ti, 

8(3co8tt*— 1)  ß  .  «  .  „ 

—^^ ö =  —  ocosMsmti  =  —  osin2t«, 

du 

a(l--.3sinii*)  ß  .  ^  .  Q 

-^ X =  —  osmticosM  =  —  osinzti; 

Ott 

und  68  ist  also  nach  dem  Obigen,  wie  man  sogleich  übersieht: 

jgU^+(g^)*=     a*8inti{8in3tt(3co8tt*-l)-3sin2ttsintt«cosM} 

^  6*cos  ti  t  cos  3ti  (l— 3sin  tt*)~3sin  2t(  cos  tt*  sinu). 


Grunert:    lieber  die  gemeImchafUtchen  Sehnen 

st  aber  bekanntlich : 

BtaZu  =  8in(t(3cosu* — sinu*), 
codSu  =  G08ti(coau* — SsiDM*); 

ain3ii(3GoBu<— ])  -  3Hin2u8iou*cosu 
=  sin  t(t(3c98u'— sinn*)  (Scosu* — 1) — 6aintt*co8tt*) 
=  $iDKicosti'(9cosM'  — ösioM*— 3)+slnM*t 
=  Binu|6cos«*(l  —  Sein  u^-l- Bin  u*j, 

cos3t((l— Suintt')  — 3sin2i(cas«*ainii 
=  cost(t(cosu>— 3siau^(I— 3sinu*)  — 6siDu'Gosii') 
=  cos  u  I  cos  «*  —  sin  m'  (9  cos  m* — flsin  ti*  +  3)  i 
=  cosutcotiu^  — 6sinu'(3co8ii* — 1)|; 


s=     aSBinu*|6cosu"(l  — 3sintt>)  -f-sinu'l 
+  6''coaMai68inii«(l  — 3cosa*)  +  coait«!. 

nf  folgende  Art  kann   man  noch  einen  anderen  bemerkens- 
en  Ausdruck  dieser  Gleicbung  finden.       ' 
B  ist: 

8in3u  (3  coau'  —  1)  —  3sin&isin  u'cus  tt 
sin^ncosu  f-cos2Msinu)(3coau* — 1) — SainStisinu'cosM 
l|sin2ucn8u(coeH* — sio«')  -f-  cosSusinucosu'l  —  ainSK 
>  cos  2u  cos  u  (sin'2u  -{-  sin  u  coau)  —  sin  Zu 
i  sin  2m  cos  3u  cos» — sinSu 
:(Usin4t(cos  u  —  4sin3u), 

cos  3u(l  — 3sin  «')  —  3sin  2m  cos  «'sin  u 
cosSkcobu — 8in2)xsinti)(i  —  3sinu>)  —  Ssinäucosu'sinti 
^i>a3ii  —  3 {cos '2u cos usinu^  -|-  8in2uBiou(coeii*  —  ainu^)t 
:ob3u — 3cos2Hsinu(sinuG08»-f8in2u)| 
08  3u  —  I  sin  2u  cos  2usin  u 
(4  cos  3u — 9sin  4u  sin  u) ; 

" i"lä+a)'' 

=      a'sinu(y8in4ucos»  — 48in3u) 
—  6*cos  u(96in  4uBin  u  —  4  cos  3u). 
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Fuhrt  man  nuH  die  Wertbe  13)  von'eosti^  und  Bxntfl  em,  so  er- 
hält man  nach  leichter  Rechnung: 

1  —  a«mie*=       


1 — 3cosM*=  — 


und  dann  ergiebt  sich  ferner  gleichfalls  durch  eine  keiner  Schwie- 
rigkeit unterliegende  Rechnung: 

6costi^(l — Ssinti*)  +  sin«* 

6  sin  ft«  ( 1  — 3  cos  »*)  +  cos  »* 

_2q^-|-3q^6*  +  76^— (fl*+116g)Vfl^— a«6«  +  &^ 

—  3  («2 -6«)« 

Also  ist  der  Wertb,  welchen  dte  Grßsse 


-(!)•'• 


und    folglich,     weil   der    Differentialquotieot    ^    für   die   ohigen 

Werthe    von    cos  u^   und   sin  te*    bekanntlich    verschwindet,    der 
Werth,    welchen  die  Grösse 

16  *  du^ 
für  die  obigen  Werthe  vonr  qosu^  und  sinu'  erhält: 

^  .    ^  7a^ + 3fl«6* + 26^—  ( 11  g« + 6«)  V^a^  -  a«6«  -f^ 
«  8«"««  •  3(o«-6«)« 

«  2rt^-|-3fl^6«-t-76^— (fl>  +  116^)V^g^-a«6*-|-6^ 

+  6    COSM    .  2^2 ^2\2 

oder,  vollständig  entwickelt: 

•       "  •  3(a2— 6«) 

7a«  +  3fl?6«  +  26«  —  (llo«  +  Ä«)  Vo4-a«6«  +  6* 


+  6«. 


3  («2  _  ^2)2 

3(o«— 6«) 
2n«  +  80^^«  +  76«  -  (fl*  + 1 16^)  V  <!«— a%^  +  6« 

3(a2_52)2 


eruaerl:    Veäir  dte  Bemebueiapticken  Seinen 
lionale  Thell  des  Zählers  dieses  Ansdrucfcs  ist: 
(a«-2A»)(7a*  +  3a*i«+2A*)— a«Clla«+6«)((i*— oV+6*) 
(2o"— 4')(2<i«43a'««+76«)  +  4»(o«4114«)(ii«-o'»'+*») 

(<."-!«')  (7o«+3o»4"+2*«) 

-  I1(<.«— 4«)(<i«-o>4"+4<), 
(2o«— *»)(2o«+3<i"6»+76«) 

Iglich,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnang  findet: 

—  4 1  (o»  -  i")  —  o«6*  (a* — &•)  I , 

—  4<o«— 6*)  («•— oW  +  4«). 

itionale  Facter  des  irratienaIeD  Theils  in  dem  ZShIer  des 
Aasdrucks  ist: 

7ii«  +  3o«6»  +  2oW  — o«(a"— 24')(llii"  +  6') 
— 2o«4'  — 3o"4«— 74«  — 6*(2««— 6«)(o!+I14«), 
Tie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

—  4(o"-S')+20o"4'(o>— 4^, 

—  4(o'— 4')  (o'  — 4o"4'  +  4»), 

IT  irrationale  Theii  des  Zählers  ist  folglich: 

—  4(o«— 4")  (o«— 4o"4"  +  4«)  Vo«— o'4»  +  4<. 
ist  der  Zähler  des  obigen  Ausdrnchs: 

—  4(o'— 4«)  (««— o"4'  +  4*) 


—  4  («'—  6")  (n*  -  4n«4«  +  4«)  Vn*— (i"4»  +  4» 

-6')\^o«-o'4»+4'.lo«— 4o"6"+6'+(o'+4')Vo'— o"4'+4«). 
findet  man  nun:  < 

l(»'+4»)  Vo'-o'S'+Pl»— (o«-4o»4«+4«)» 
=  (o'  +  4')'(o"— ««4"  +  4')  —  (o"— 4o'4"  +  S')« 
=  9o»4'(<i>-2oS4»  +  4«)  =  9o'4'(«'  -  6')", 
8  also 
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eine  positive  Grösse,  and  daher  die  positive  Grosse 

(o»  +  6«)  V^a*— a«6«+6* 
stets  grosser  ^Is  der  absolute  Werth  von 

foiglieh 

a*— 4a«6?  +  6*  +  (o«  +  6«)  Va*-a«6«+65 

stets  eine  positive,  daher 

stets  eine  negative  Grösse  ist.  Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem 
Obigen,  siebt  man,  dass  für  die  obigen  Wertbe  von  costi*  und 
sinu*  der  Werth  von 

1  ^ 

also  auch  der  Werth  von    g-^»    negatir  ist,    ivedorch  belcannt- 
lieh  das  Maximum  bedingt  wird. 
Nach  7)  ist: 

(         j*  ==  4sin2ti*(a*sin«'  +  6*co8ti*)„ 

und  nach  13}  erhält  man  leicht: 


o^  sin  tt*  +  6*  cos  u'  = 


3(««— 6«) 


-  3  ' 

folglich  ist,   ivenn  man  der  Kürze  wegen: 

setzt,   nach  12): 

Mittelst  leichter  Rechnung  erhält  man  aber: 


90  Grunert:    Veöer  die  gemeintckaflttehen  Selmin 

Zz=     (o* + 6»)  (äo*— 5aV  +  26«) 

+  2(o«-a«6»  +  6«)  Vo*— o«6«  +  ¥ 
—     (fl«+6*)(2a*-6»)(a«— 26«)  +  2(a«-a«6«  +6«)l, 
und  es  ist  folglich: 

,_16  (o*  -t-6«)  (2a«  -  A«)  (g* -  2ft«)  +  2 (a^—  a*b*  +  &«)i 
*  —27 («•  -  6«)«  ' 

also: 

18) 

4_    {(g*  +  b*)  (2a*--6«)  («»—26«)  -|-  2(a^— a«6«  -fr  6«)i|* 

*  — 3V3*  g«  — A« 

oder: 

19) 

4_    |2(a^--a*6a  +  6^)l-~(a«-f  &*)(2q»— &*)(26*— g^l* 

*-^3V3*  a«  — 6« 

welches  also  die  grösste  gemeinschaffliehe  Seboe  der  Ellipse  uod 
ihres  Krfimmangskreises  ist. 


m.   Die  QyperbeL 

§.  6. 

Räcksichtlich  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen» 
deren  sehr  zweckmässige  Anwendung  wir  in  diesem  Falle  zu  zei- 
gen beabsichtigen,  verweisen  wir  auf  unsere  Abhandlung  Ober 
diese  Functionen  in  Tbl.  XXXVüLNr.  IL,  und  werden  uns  auch 
hier  der  dort  gebraochteii  Bezeichnung  bedienen,  weil  uns  die- 
selbe unter  allen  in  Vorschlag  gebrachten  Bezeichnungen  die 
bequemste  zu  sein  scheint  *). 

Wenn  man  q>  von  — od  bis  •{- cto  stetig  wachsen  iSsst,  so 
nimmt  bekanntlich  die  stets  positive  hyperboUsche  Function  Cos  q> 
zuerst  von  -f  oo  bis  1  stetig  ab  und  dann  von  1  bis  +  od  stetig 
zu,  dagegen  wächst  die  hypeiholiscbe  Function  Sin 9  stetig  von 
—  00  bis  -f  OD  und  hat  immer  mit  q>  gleiches  Vorzeichen. 

Wenn  man  nun,  was  hier  hinreicht,  Uoss  den  Zweig  der 
durch  die  Gleichung 


©•  -  0)' = ■ 


*)  Die  hyperbolinchen  Sinos,  CSosinns  n.  ■•  w.  bezeichnen  wir  durch 
Sin,  Cof, ....;  die  cyclischea  dusch  sk^  cos,—« 
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Gfaarakterisirten   Hyperbel  betrachtet,   ßlr  frelcben  die  x  positiv 
und  nicht  kleiner  als  a  sind,  so  kann  man,  weil  bekanntlich 

Cos  t**— Sinn*  =  1 
ist,  offenbar: 

—  =  Cos  t£,     T  =  Sin  ti ; 

also: 

1) x  =  aCostc,    ,iy  =  6Sin« 

setzen,  wo  fifr  negative  ond  positive  u  immer  x  positiv,  dagegen 
y  beziehungsweise  negativ  und  positiv  ist. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krünimungski^ses  der 
Hyperbel  in  dem  Punkte  {xy)  sind  bekanntlich: 

also  nach  I): 

Cos  ?i' , T —  Sin  «• ; 

a  o 

und  das  Quadrat  des  Krümmungshalbmessers  Ist  also: 

( Cos?«'  — oCosti  1    +( T — Sinn'— 6Smt4 1 

—  (^"^  ^**  K«  -  « y  Cos  M«  +  (^^J^  Sin  m"  +  äV  Sin  u« 

^  ja«(Cosii^-l)i6«Cosjgj  ^^^^,^  |a^SinuHft^SinuHl)j  ^gj^^, 

(a«Sin««  +  6«Cosu«)«^       ,.  (fl«Sint««+6«CosM«)«^.     ^ 
=  ^ ^ Cos  II*  i p Sink* 

(aaSinii«  +  //^Co8tt>)a 

weil  nach  der  Theorie  der  hyperbolii^ben  Functionen  bekanntlich 

Cos  ti«—  1  =  Sin  u«.    Sin  ««  + 1  =  Cos  m« 
ist;   folglich  ist  der  Krümmungshalbmesser  selbst: 

(a«Sinu«  +  Ä^Cosu«)! 
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Bezeichnen  wir  dod  die  veränderlicbeD  oder  laufeedeo  Coor» 
dinaten  durch  JT,  F,  so  ist  die  Gleichung  des  Krfimnioogskreises : 

/Y  ?!±^r  m^/i^^?!+Üq-  m  (fl!Sim««+6«Cosi^ 
{X  —  — ^  Cos  «»)•+(  F+  — ^ —  Sin  «»)«  = ~a^, • 

Bezeichnen  aber  von  jetzt  an  X^  Y  die  Coordinaten  der  Durch- 
schnittspnnkte  des  Krummungskreises  mit  der  Hyperbel,  so  kön- 
nen wir 

2) Z  =  aCosi;r,     F=6Sinl7 

setzen  und  erhalten  daher  nach  dem  Vorhergehenden  zur  Bestin- 
mung  von  V  die  Gleichung: 

(aCoslir«  ^^^i^Cos !«»)«+ (6Sini;r+^^^i^  Sin  1«»)^ 

(a«Sintt*-|-&^Cost<y 

-  aVfl 

Da  nun  aber  der  durch  die  Coordinaten  I)  bestimmte  Punkt  ein 
der  Hyperbel  und  dem  Krummungskreise  gemeinschaftlicher  Punkt 
Ist,  so  kann  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  m  für  IJ  setzen,, 
wodurch  man  die  Gleichung: 

(aCosti-^-^Costt»)«  +  (6Sini«  +  ^-^  Sinti»)« 

(a«Sintt«-f6«Costty 

—  a«6« 

erhält    Durch  Subtraction  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen 
ergiebt  sich: 

a(Cos£7— Cosfi){a(Cos{^+CosH)— 2 — ^  Cost«»|  j 

+  Ä(Sini;r— Sintt){6(Sin(7  +  Sintt)  +  2-^Sinti»}  J 

also  dorch  Zerlegung  in  Factoren: 

aSini(^— u)Sini((7+i«) 

X  t  a  Cos  i((7— «)  Cos  \{J0  +  «) ^  Cos  u»  | 

+6Sini(i;r— u)Cosi((7  +  t4)  >  =  0, 


X  1 6Cosi(l7-ti)  Sin4((7+  u)  +  — y-Sinw») 


oder: 
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und  folglich: 

Sini((/-«)(       Sini(^+-)CoM(^+u)Co8i(£/«u)       ^ 
^         '  \  -[Si«i(ir+tt)Co«tt»-Co8i((7+ti)Sintt»]  ) 


oder: 


V 


^  \  -[Sin4((7+u)Co8t4»— Co8i(l7+tt)Siiitt»]  j 


also,   wie  man  leicht  Obersieht: 


SmHü-u)[     S«"*(^+«)Costt[Cosi(f7+t£)«-Co8u«]     \ 
^^  \  — Co8i((7+tt)Sin««[SiDi((7+ti)«— SiDM«]  ) 

oder: 

S\nl(ü^u){     Sini((;+ii)CosttiCosi(£7+t«)a-Co8ti«]     ) 
*^  \  -Co84((7+ii)SintttCosi(!7+ti)«-Costt«]  ) 

also,    vreil 

Sin  \{V  +  i)  Cos  u  -  Cos  4((7  +  u)  Sin  ti  =  Sin  \{ü-  u) 
ist:  ^ 

Sin  4(17  -  tt)«  { Cos  4(er+  ti)«—  Cos  t«« }  =  0, 

and  folglich,   weil 

Cos4(r+M)«— Costi« 

=  ( Cos  4((7 + 1£)  -  Cos  M }  I  Cos  4((7+ tt)  +  Cos « } 

=       2Sin4{4(^+tt)-wlSio4t4(i7+tt)  +  i«} 

x2Cos414((7+ti)-.tt|Cos4t4(^+t«)  +  i«| 

-       Sin{4(ir+ti)  — ti|Sin{4(l^+t£)  +  tt! 

=       Sin  4(£^-  t4)Sin4(f7+3ii) 
ist: 

3) Sin4(l^-tt)3Sin4((7  +  3tt)  =  0. 

Diese  Gleichung  zerföllt  in  die  beiden  Gleichungen: 

Sin4(f7— ii)=0    und    Sin  J(!7  +  3tt)  =  0. 

Weil  nun,  wie  wir  schon  bemerkt  haben,  die  hyperbolische 
Function  Sin^  von  — öo  bis  -f  öo  stetig  wächst,  wenn  man  q>  von 
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9) 
't  ^  =2Sin2i«t4Co8S«(a«Sinti*  +  6«Co8t«*)  +  (oM*)Sin2u*l, 

und  als  geroeinscbartlicbe  Bedingung  des  Mäxironnis  und  Mini- 
mums erbalten  wir  also  wieder  die  Gleicbung: 

Sin2«|4Gos2tc(a^Sintf«|- 6^CosttS)  -f  (a<-f6*)Sin2««}  =  0; 

welcbe  in  die  zw6i  tileicbungen : 

8in2u  =  0    und    4Co82tc(a«Sintt<-f6*Costf«)-|-(aH&S)Sin2ti<=0 

zerföllt. 

Aus  der  Gleiebutig 

Sin2ti  =  0 

ergiebt  sieb  aus  den  schon  oben  angegebetieb  Griinden: 

2»=:0,    also  ti=0^ 

und  daber  i=0  nach  der  Gleicbung  7),  weichet  Wertb  von  s  wie 
bei  der  Ellipse  auch  hier  als  ein  Minimum  anf^ttfassen  ist 

Die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen^  nämlich  die  Gleicbung: 

4Cos2ti(a«Sintt«+6«Costt«)  +  (a«+6«)Sin2ti«  =  0, 

Icann  auf  folgende  Art  umgeformt  werden.    Bekanntlich  ist: 

2Sintc*=Cos2tc— I,    2Cost|S  =  Cos2t<  +  l; 

was,  in  die  vorstehende  Gleicbung  eingef&brt;  die  folgende  Glei* 
chung  giebt: 

2Cos2ti{(a«  +  6«)Cos2tt-(a«— 6«)l+(d«+6«)Sin2tt«  =  0, 

folglich : 

2(a«— ö«)Cos2ti-.(o*  +  6«){Sin2tt«  +  2Cos2ti«)  =  0 

oder: 

2(a«— A«)Cos2i«— (a*+62)  (3Cos2tt«— I)  =  0, 

und  hieraus: 

3(a«  +  6«)  t)ös2ii«— 2(a«— 6«)  Cos2ti  =s  ««  +  6«, 

oder: 

2(0^  — Ä^) 
10) ^^^^^^-^^f^^^^^'^^  —  ^* 
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Lust  man  diese  Gleichung  wie  eine  quadratisebe  Gleichung 
auf,  so  erbSIt  man  nach  leichter  Rechnung  för  Co8  2ti  den  Ausdruck: 

II).   .   .   .  Cos2u= 3(^2^.^«) • 

wo  es  sieb  nun  wieder  fragt,  welches  Zeichen  in  diesem  Aus- 
drucke zu  nehmen  ist,  was  auf  folgende  Art  entschieden  wer- 
den kann. 

Die  Bedingung 

fährt  nach  und  nach  zu  den  folgenden  Bedingungen: 

a«— 6«  +  2  Va*+o«*«+6*  =  3a«  +  36«, 
2  VaM^a«6«T 6*  ^  2(a«  +  26«) . 

V>+a«6«+64  ^  ö«  +26«, 
ö*  +  a«6«  +  6*  ^  ö*  +  4a«6*  +  46*, 
0^36«(a*  +  6«), 
welche  Bedingung  immer  erfSlIt  ist,  so  dass  also  stets 

3(aH6*)  < 

ist.    Offenbar  ist  ab^r  in  der  Bedingung 


1 


0;^3Ä«(a«+ö«) 

nur  das  untere  Zeichen   statthaft,    insofern   a,  6  als  nicht  ver- 
schwindend angenommen  werden,  und  daher  immer: 

1,«— Ä«  +  2  V^a*  +  a«6«+  6* 


3(a«+6«) 
Die  Bedingung 


<1. 


gl-  62,^2  V  ff^  +  a«6«  +  6*  = 
3(a«  +  6«)  <■ 

flührt  nach  und  nach  zu  den  folgenden  Bedingungen : 

Theil  L. 


1 


9»  SrmmtrtT    d 


w 


a»— ö»— iV  «*^«^i^+4*=r 


avÄ^+^a*  < 


Wl.    OfcihiM  Ul  atet  ia  «kr 


—  %  a*^a»^^^Ä*~a»+ii« 


MIX  «te«^  uates«  Zoifihüa  ^AallhftiiU  lattataHi  «*  & 


Eft  echftltot  al«a»  daft:»^  $4ate> 

Dm  P^Mtect  d«c  2tlUat  diasat  InmIm  W«r#fe  irt: 


difctr  sMs^  na^i^v»   wocaaik  »kfe  otftiafct»   daa»  im  beides 


«ÜMw  boftdea  Wettka  i«l 
akapasühr,    foiglkli 


3(^^^  gfite^ate  H^^^ — 

nrnsurn  mA,  io  Vayudoait  oiit  daai  Obi$#a^  tf^Mt,  das« 


k 
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positiv,  dagegen 

a2_^«_2  V  a*  -h  aV^-\^b^ 

negativ  ist.    * 
Daher  ist 

g«  --  6*  +  2  V  g^  +  a«6*  +  6^ 

positiv  und  kleiner  als  die  Einheit;  dagegen  ist 

gg—  ^«.,2  V^g^  -h  a«6«-h6^ 
3(g*+6«) 

negativ  und  also  natürlich  auch  kleiner  als  die  Einheit.     Die  Be- 
dingung 

3(g«  +  6«)  >^> 

fährt  nach  und  nach  zu  den  folgenden  Bedingungen : 

2  V^g*+g«6«+6*  —  (g«—  6«)  ^  3g«  +  36«, 

2  Vg4  +  g«6«  +  6*  ^  2(2g«  +  6«), 

Vg*  +  g26«  +  Ä*  ^  2g»  +  6«, 

g*  +  g26«  +  64  ^  4a*  +  4g«6*  +  6*, 

0^3g*(g2+6«), 

welche  Bedingung ,  und  also  auch  die  Bedingung 

2  V  g*  +  aH^  ^  b^-^ja^-  6«)  =  . 
3(g«  +  6«)  >  *' 

nie  erföllt  ist,    so  dass   also   der  absolute   Werth   der  negativen 
Grosse 

fl2_&2_2Vg*  +  g«6«  +  6* 

3(0« +  6*) 

immer  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  also,  dass  der  Werth 

fl2..^2^2V^g*  +  Q«6«  +  6^ 
3(ga  +  6«) 


r 
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positiv  und  kleiner  als  die  Einheit,  dagegen  der  Werth 

gg^6*  -  2  V  fl*  -h  a«6«  +  6* 

negativ  und,  absolutN genommen ,  kleiner  als  die  Einheit  ist 

*Weil  nun  nach  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen 
Cos'2u  stets  positiv  und  niemals  kleiner  als  die  Einheit  ist,  »o 
sieht  man,  dass  mittelst  der  Gleichung  II)  die  Grosse  2u,  also 
auch  die  Grösse  u,  nicht  bestimmt  werden  kann,  es  also  ein 
Maximum  der  gemeinschaftlichen  Sehnen  der  Hyperbel  und  ihres 
Krummungskreises  nicht  giebt. 

Ich  habe  diese  Rechnung,  weil  dieselbe  mir  lehrreich  schien, 
in  der  obigen  Weise  hier  vollständig  durchgeführt;  in  der  That 
ergiebt  sich  aber  das  vorher  gefundene  Resultat  auch  unmittelbar 
aus  der  in  7)  gefundenen  Formel: 

5«  =  4Sin2t<«(a«Sintt«  +  6«Cosii«). 

Denn  aus  den  aus   der  Theorie  der  hyperbolischen    Functionen 
bekannten  Formeln: 

©•  m*  ©• 

Co8v  =  i  +  o  +  rr4+n::6+  •••• 

q)  fp^  g)*  g)^ 

s\nq>  =r+r2:3+r::5  +  nr7+ •• 

ergiebt  sich  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  man  u  von  Null  an  bis 
-f  Qo  oder  — od  respective  zunehmen  oder  abnehmen  lässt,  die 
Grossen  Sinu*  und  Cosu*  respective  von  0  und  1  an  in*s  Unend- 
liche wachsen,  so  wie  auch  Sin 2ti*  unter  derselben  Voraussetzung 
von  0  an  in's  Unendliche  wächst;  daher  wird  nach  dem  obigen 
Ausdruck  von  i^  auch  i  offenbar  von  0  an  in*s  Unendliche  wach- 
sen ,  wenn  u  von  0  an  bis  •{■  oo  oder  —  oo  in's  Unendliche  respec- 
tive zunimmt  oder  abnimmt. 

Ich  wiederhole,  dass  die  von  mir  im  Vorhergehenden  gemachte 
Anwendung  der  hyperbolischen  Functionen  mir  sehr  geeignet 
scheint,  diese  Functionen  zu  weiterer  und  allgemeinerer  Anwendung 
zu  empfehlen.  Daher  sind  auch  die  Bemühungen  verschiedener 
Mathematiker,  --  namentlich  der  Herren  Gronau  in  Danzig, 
Uoiiel  in  Bordeaux,  Forti  in  Pisa,  —  möglichst  vollständige 
und  zugleich  bequeme  Tafeln  dieser  wichtigen  Functionen  zu 
publiciren,  wiederholt  als  in  jeder  Beziehung  buchst  verdienst- 
liche anzuerkennen;  so  viel  zu  meiner  Kenntniss  gelangt  ist,  be- 


J 


der  'Keuelztktätti,  undUh^iar'  ^r&mmunghnfkiier    r.  :  :ioi 

reitet  Herr  A.  Forti  eine  neue  Ausgabe  seiner  grossen  Tafeln 
vor 9  deren  erste  Ausgabe  unter  dem  Titel:  y^Tavole  dei  Lo- 
garitmi  delle  funzioni  circolari  ed  iperboliche»  costruite 
dal  Dottore  Anyelo  FortI,  Professore  di  Algebra  e 
Trigonometria  nel  R.  Liceo  di  Pisa»  e  precedute  da 
una  sua  descrizione  intorno  la  loro  costruzione  e  il 
loro  uso  non  che  dalla  storia  e  teoria  delfe  funzioni 
stesse  del  Prof.  Coromendatore  O.  F.  Mossottl,  Sena- 
tore  del  Regno  d'Italia.  Pisa,  Tipografia  Nistri.  1863« 
4®.''  erschienen  ist;  so  bald  über  diese  neue  Ausgabe  etwas  Wei- 
teres zu  meiner  Kenntniss  gelangt ,  wird  darüber  im  Literari- 
Mchen  Beriebt  des  Archivs  berichtet  werden.  —  Die  kürzeren 
Tafeln  des  Herrn  Ho  fiel  finden  sich  in  dem  recht  sehr  zu  empfeh- 
lenden ,,Recueil  de  Formules  et  de  Tables  numäriques, 
par  JF.  Hoüel,  Professeur  de  Matb^matiques  pures  a 
ia  FacultiS  des  Sciences  de  Bordeaux.  Paris.  1866. 
NO.  XIV.  pag.  36  —  pag.  55.''  —  Die  Tafeln  des  Herrn  Gro- 
nau können  in  Deutschland  als  allgemein  bekannt  vorausgesetzt 
werden;  —  Ich  habe  diese  Gelegenheit  gern  ergriffen,  um  auf 
alle  diese  sehr  verdienstlichen  Arbeiten  von  Neuem  aufmerksam 
zu  machen. 


^  Nachtrag. 

Wenn  wir  den  Halbmesser  der  Ellipse,  welcher  der  Berüh- 
renden in  dem  durch  den  Winkel  u  bestimmten  Punkte  der  Ellipse 
parallel  ist,  durch  R  bezeichnen,  so  ist  bekanntlich*): 

1) /2*=  a*sini«*+6*costt*. 

Weil  nun  nach  §.  4.  7),    wenn  s  die  gemeinschaftliche  Sehne  in 
dem  in  Rede  stehenden  Punkte  bezeichnet: 

j*  =  4sin  2M*(a«sinu*  +  6«cosm«) 
ist,   so  ist: 

2) 5«  =  4Ä«sin2u«. 

Aus  der  Gleichung  1)  folgt: 

n^  _  (««_  ft2)  cos  tt«  =  (««  -  6«)  sin  m«  +  6*  =  Ä«, 
also: 


*)  M.  s.  meine  Abhandlung  in  Tbl.  XXIV.  No.  XXIX.  S.  379. 


tOa:^  tineKi:;  -Hiitr  die  gimeüutitfkMiümier  iege^  etc. 

,«     •     »••••••  ••«•-•         «••     •»      • 

folgKch: 

8Id2||'  ^  4810 »*cos«*  =  -^^ ,^\^^ ^, 

aod  daher  oaeh  2): 

(o*— 6*)* 

Ffir  die  groeste  gemeiiischftftliciie  Sehne  ist  nach  %.  4.  15) 

3(a^--6«)  - 


also: 


nn 


'  ~  3  («»-6«)  ' 

.     -       o«-26«  +  V  ««— a«6«  +6* 
"•""  = 3(0*116^ ^ ' 

und  folglich: 

3(a* — 6*) 
also  nach  1)  för  die  grosste  gemeinschaftliche  Sehne: 

4).  j^  _  o*  +  &*-f  V  fl^--a*6*  +  b^ 


daher: 


5) R 


Hiernach  ist  also: 


Ä«= 3 , 

iß«— 6«  =  g*  --  26^  +  Va^  —  a^b"^  +T4 

o 


ItreiMChmeider :  Bemerk,  üö.  ein.  im  ArcMv  öesproch,  Lehrsatz,  IQS 

folglieh  nach  3),  w^nn  jeUt  t  die  grusste  gemeinachaftliche  Sehn« 
bezeichnet: 

6) 


4  X  (a«— 26*+  V  a*— a«6a+64)  i 

J^  *^^*  ^^i«  ■■■■■  W»ll    ■■■■!■  ■■^— !■  ■■  ■■■■  I     .11  —  1        ■         ■»  I  ^  —^     ■■     11     ■  ■»     ^»       »^.    ■!  ■■  1^        1^      II  i        -^. ■  *■ 


{ 


Diese  Bemerkungen,  tvelehe  ich  hier  nicht  weiter  aasfChron 
will,  gehören  im  Wesentlichen  Herrn  J.J.Walker,  M.  A.  in 
,,The  Edacational  Times.  Vol.  XXII.  Aprill,  1869.  p.  21. 
No.  2869/'  —  Man  sieht,  dass  seine  Formeln  sich  sehr  leicht 
aus  den  von  mir  im  Obigen  entH'ickelten  Formeln  ergehen. 


VI. 

Bemerkungen  aber  einen  im  Archiv  besprochenen 

Lehrsatz. 

Von 

Herrn  Professor  C  A,  Bretschneider  ! 

zu  Gotha. 


Der  von  Herrn  Professor  Fasbender  In  Thorn  gefundene, 
von  dem  Lehrer  Herrn  M.  Cortze  am  dortigen  Gymnasium  (m.  s. 
Tbl.  XLVHI.  S.  471.)  mitgetheilte  und  auf  verschiedene  Arten  von 
dem  Herausgeber  des  Archivs  in  Tbl.  XLVIII.  S.  474.^  von 
Herrn  Professor  Fashender  in  Tbl.  XLIX.  S.  115.  und  Herrn 
Professor  P.  Backet  in  Bobmisch-Leipa  in  Tbl. XLIX. 8.346. 
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bewiesene  Satz  bildet  nur  einen  speciellen  Fall  des  folgenden 
weit  allgemeineren  *) : 

Die  Winkel,  welche  drei  aus  den  Spitzen  eines 
Dreieckes  nach  den  Gegenseiten  gezogene  Transver- 
salen mit  letzteren,  nach  einerlei  Richtung  hin  ge- 
nommen, bilden,  haben  stets  die  Eigenschaft»  dass 
die  Summe  ihrer  Cotangenten  gleich  Null  ist,  wenn 
die  in  den  Scheiteln  dieser  Winkel  auf  die  Seiten  er- 
richteten Lothe  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Der  Beweis  wird  ganz  einfach  auf  folgende  Weise  geführt. 
Es  sei  (Taf.  V.  Fig.  I.)  ABC  ein  beliebiges  Dreieck,  in  welchem 
die  Transversalen  AD^  BE,  CF  aus  den  Spitzen  nach  den  Ge- 
genseiten gezogen  sind.    Man  setze: 

JBC=a;  BD^a,—aa\  DC=a„z=a,a;  ^ADB=D;  AD=d; 
CA^Ö;  CE=ö,^ßb{  EA=b,,z=ß,b;  ^BEC==E;  BE=ze; 
AB=c;    AF=Cjz=zYc;    FB^c,,  =  y,c;    ^CFA=F;   CF  z=f; 

so  hat  man : 

dcosD  =^  Qf  —  ccosi?=6cosC — a^^, 
dsinD  =  csinB  =  6sinC; , 


also : 


cot  O  =  — ?^  — cot  Ä  =  cot  C-  — " 


csin^  6sinC 

=  2J— cotÄ       =cotC-2^. 

Bildet  man   hiernach  die  entsprechenden  Werthe   für  cot£  und 
cot F  und  addirt  die  sämmtlichen  Gleichungen,    so  ergiebt  sich: 

cotZ)-fcot£-fcotF=  "^^"*"^J     ^^  — (cot^4^cotg  +  cotC)    (I) 

=:(cot^+cotÄ+cotC)-^?^J^^i^'    (2) 
(a,^  +  b,^  +  c,^)  -  («, «  +  b,?  +  c. «)  .^^ 

Ausdrücke,  denen  man  leicht  auch  noch  die  folgenden  anschltesst: 


«)  Aach   meine  Ableitung  in  Tbl.  XLVIII.  S.  474.  beruhet  auf  allge- 
meineren Betrachtungen. 
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cotl>  +  cot£+cotF=(a+/J  +  y— l)(cot^  +  cotÄ  +  cotC) 

—  («cot  A  +  jJcot  Ä  +  y  cot  C) 
=  (  I —«,-/?,  — yj  (cot  ^  +  CO  t  Ä  +  cot  C) 

+  (a,cotil+/?,cotÄ+y,cotC), 

4^/(acotl>  +  ßeotE  +  ycotf) 
4^/  («,  cot  D+ßj  cot  JB+y,cot  F) 

cot  i4  cot  />  +  cot  Ä  cot  £;  +  cot  Ccot  F 

aa^  cot  A  +  bb^  cot  B  +  cc^  cot  C     . 

-      gg^cotil  -h  66^^  cot  ^  +  ce^^cot  C 

_  (g,«— g,  •)  cot  A  +  (6,«  ~  6, »)  cot B 4  (e,«>-  c,  •)  cot  C 

Diese  letzten  Formelu  ergeben  sich  unmittelbar  aus  den  Wertben : 

cotl^  =  c^cot^"  —  acot^'  =  «cotC  — ttyCotß" 

u.  s.  w.,  in  denen  A'  und  A"  die  den  Strecken  a,  und  a^^  gegeo- 
fiberliegenden  Abi^chnitte  des  Winkels  A  bedeuten. 

Die  Gleichung  (3)  enthält  den  im  Eidgange  ausgesprochenen 
Lehrsatz  unmittelbar.  Denn  föllt  man  aus  einem  beliebigen  Punkte 
der  Dreiecksfläcbe  Lothe  auf  die  Seiten  der  Figur,  welche  auf 
denselben  die  Abschnitte  o.^a^b^bj^c^Cfi  erzeugen»  so  ist  stets 

fl;«  +  b*  +  c/  =  g, «+  V  +  c.,«. 

Es  werden  daher  nicht  nur  die  drei  sogenannten  Schwerliuien, 
u eiche  die  Dreiecksseiten  balbiren»  die  Eigenschaft  besitzen,  dass 
cot/> -(- cot£4-cotF  =  0  ist,  sondern  eben  so  die  drei  Traosver- 
salen,  die  nach  den  Berührungspunkten  des  dem  Dreiecke  ein- 
geschriebenen Kreises,  ingleichen  die  nach  den  BerOhrangspunk-^ 
ten  der  drei  angeschriebenen  Kreise  gezogen  werden.  Ffir  die 
Scbwerlinien  hat  man  ausser  der  Relation 

0  =  cot  />  +  cot£  +  cot  F 
auch   noch : 

0  =;  coti4cotZ)-i-cot£cot£-f  cotC7cotF. 
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Andere  Folgeraogen ,  die  nan  aus  den  angegebeoen  Ausdrücken 
ableiten  kann,  indem  man  z.  B.  a==ß=^f  oder  a^-ß-i-y^l  u.s. w. 
setzt,  übergebe  ich  der  Kürze  halber.  Dagegen  bemerke  ich  noch 
die  folgende  Erweiterung  des  oben  angeführten  Satzes  von  den 
aus  einem  Punkte  auf  die  Dreiecksseiten  gefällten  Lotben,  da 
mir  derselbe  in  Lehrbüchern  und  Zeitschriften  noch  nicht  begeg- 
net ist: 

Zieht  man  von  einem  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Dreiecks  drei  Gerade  nach  dessen  Seiten,  se  dass  sie 
mit  letzteren,  nach  derselben  Richtung  genommen, 
Winkel  von  gleicher  Grösse  =9  bilden,  so  ist  stets 
(Taf.  V.  Fig.  II.): 

a*,  +  6,*+c,«-4^/cot9>  =  «,/  +  *./+0- 

Der  Satz  schliesst  sich,  vrie  man  sofort  sieht,  unmittelbar  an 
eine  Reibe  von  Sätzen  an  über  drei  Kreise,  die  sieh  in  einem 
Punkte  schneiden,  und  fährt  zu  mancherlei  einfachen  Polgernn- 
gen,  die  theils  längst  bekannt«  theils  aber  auch  neu,  wenigstens 
von  dem  vorliegenden  Gesichtspunkt  aus  noch  nicht  betrachtet 
worden  sind. 


Der  auf  Seite  237  des  49sten  Bandes  des  Archivs  mitgetheiite 
Satz  von  Walker,  —  die  Bestimmung  des  Quadrates  der 
dritten  Diagonale  eines  Trapezoides  aus  den  Strecken, 
in  welche  sich  beide  Diagonalen  der  Figur  tbellen, 
und  au^  dem  Schnittwinkel  der  Diagonalen;  —  ist  von 
mir  bereits  vor  22  Jahren  gefunden  worden  und  im  2ten  Bande 
des  Archivs  8.249  fast  mit  denselben  Buchstaben,  die  Walker 
gebraucht,  zu  lesen. 

C.  A.  Br. 


Vorstehendes  war  von  mir  unbeachtet  geblieben  und  ich  danke 
Herrn  Professor  Bretschneider  recht  sehr  für  seine  Bemer- 
kung. Der  Satz  erscheint  a.  a.  O.  aber  in  Verbindung  mit  vielen 
anderen  Sätzen,  und  er  konnte  daher  hier  wotü  als  eine  iso- 
lirte  oder  für  sich  bestehende  Uebungsaufgabe  benutzt  werden. 

G. 
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TU. 

Ueber  einen  Satz  vom  sphärischen  Dreieck. 

Von 
Herrn  Franz  Unferdtnger^ 

Lehrer  der  Ufathematik   an  der  öffentlichen  OberreaUchnle  am  hohen 

Markt  in  Wien. 


Sind  iD  der  geifobiilichen  Bezeicbnang  a,  b,  c  die  drei  Sei- 
ten eines  sphärischen  Dreieckes  ABC,  so  ist  bekanntlich: 

.       ctsn.sin^  ,         ^ 

CtffiJ  =  v—^ COSO.CtgCf 

^  sin  C  ° 


-.      cteh.Rinc  ,     ^ 

Ctg^= : 3 cosc.cteAs 

.    ^       ctffc.sina  ^    ^ 

ctgC= —   .    ^ cos a. ctg ^« 


Beceichnet  man  mit  a,  ß,  y  ^le  drei  Winkel  AA^B,  BB^C, 
CC'A,  vrelche  die  seitenhalbirenden  Transversalen  mit  den  Sei- 
ten des  Dreieckes  einschliessen  ^^  so  ist  nac^  der  citirten  Qlm-' 
cbung  auch: 

ctgc.8in4a  ,       ,    _^ 

^^^^^  — iiJTg" ^®*  ^^ '  ^*^  ^* 

ctga.sin46  ,,         ^ 

""^^^  =       sin  C       -^^^i^'^^sC, 

ctg6.sin4c  ,       ^     . 

ctgy  =         .    j cos^c.ctg^. 

Muitiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  der  Ordnung  nach  mit 
2cos|a,  ^cosibf  2cosic  und  addirt,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf 
die  vorhergehenden: 
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2(co«'^.ctga-f-co8i6.ctgp  f  coA^.ctg/) 
=     ctg^  -^  eo«6.ctgC^  ctfrA(l  -t-  cosa) 
•f  ctgA-f  cosc.etg^l— ctgC(l  -f  eos6) 
+  etgC-f-  eo«a.ctg^ —  ctgil(l  -f  cosc) 


oder 


cos^.ctga-f-cosi6.ctg^-f-co8^.ctg/ =  0. 


Ffir  das  ebeoe  Dreieck  verwandelt  sich  diese  Gleichnng   in 
folgeode : 

dga  +  ctg/J  +  ctgy  =  0, 

weiche  Herr  Fasbender  in  49.  Theil  dieses  Archivs  S.  115.  be- 
wiesen iiat. 


Bezeichnen  x,  y,  z  dieselben  drei  Winkel  für  die  winltelhal- 
birenden  Transversalen,  so  gelten  folgende  Gleichungen: 

cos  A  ^  sin  ß sin  Ccos  a  —  cos  Acos  C, 
comB^s  sin  il  sin  Ceosö — cos^lcos  C» 
cosC^  sin^lsin  Acosc — cosilcosi?; 

cos  j;  =:  sin  }il  sin  ^ — cos  iA  cos  B^ 
eoBjf  =  sin^i^sinC — cos|BcosC, 
cos 2  s=  sin  ICsin  A — cos iC  cos  A. 

Mnitiplicirt  matt  die  letzten  drei  der  Ordnung  nach  mit  2cosi^; 
2cosiA,  2cosiC  und  addirt,  so  folgt  mit  RScksicht  auf  die  ersten 
nach  kurzer  Rechnung:  ^ 

cosiilcos^j?  -|-  cos^Acos^  -f-  cos^Ccos^z  =  0, 

welches  Resultat  unverändert  auch  für  das  ebene  Dreieck  giltig  ist. 
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• 


VIII. 


Uebungsaufgaben  für  Schuler. 


Wenn  ABCD  (Taf.  V.  Fig.  VII.)  ein  Trapez  mit  den  paralle- 
len Selten  AB  nnd  CD  ist  und  AC  und  BD  dessen  Diagonalen 
sind,  »o  ist  sehr  leicht  zu  beweisen,  dass 

i«t. 

E  Mor^n,  elev  vid  Orcbro  dem.- 
l&roverk  (Tidskrift  fOr  Mntema- 
tik  och  Fysik.  Jannari  1864^. 
pag.  15.) 


1.  Aus  den  Gleichungen: 

Rbiux  =s  rsiujfy     /^cos2arcosy  =  rcosorcosSy 
die  Grössen  x  nnd  y  zu  bestimmen. 

2.  Die  Gleichungen: 

.r-f^  =  3  +  t;,    M  +  2  =  3— ü,    ;r«  +  y*— ««  — 2«  =  6, 

aufzulösen. 

Lektor  Lindman  (Tidskrift  fOr 
Matematik  och  Fysik.  Jann- 
ari 1869.    pag.  11.) 


Zu  beweisen,  dass,  wenn  die  Zahlen  a^b^c  die  Seiten  eines 
Dreiecks  sind,  immer 

!(a  +  6  +  c)(€i*+6«+c*)  >  a»+6»  |-c»+3ii6c 

ist. 

Collins. 

Herr  Colfins  bemerkt,  dass  das  Theorem  zuweilen  auch  rich- 
tig ist,  wenn  a^  b,  c  nicht  die  Seiten  eines  Dreiecks  sind;  für 
a  =  2,  6  =  3,  c=:6  ist  dasselbe  richtig,  fflr  a=:2,  6=3,  c  =  7 
ist  es  nicht  richtig. 
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IX. 

M  i  8  €  e  1  i  e  n 


Schreiben    des    Herrn    Franz    Unferdinger,    Lehrer    der 

Marhematik  an    der   öffentlichen   Oberrealschule  am  hohen 

Markt  in  Wien,  an  den  Herausgeber. 

Im  28.  Tbeil  Ihres  geschätzten  Archivs  s«  97.  habe  ich  durch 
rein  stereometrische  Betrachtungen  gezeigt,  dass  zwischen  den 
Halbmessern  ^»  ^i»  ^2»  ^s»  ^4  der  fünf  BerOfarungskugeln  einer 
dreiseitigen  Pyramide  immer  die  einfache  Relation  besteht: 

wenn  sich  ^  auf  die  innere  Beruhrungskngel  bezieht.  Vielleicht 
interessirt  Sie  die  Mittheilung,  dass  diesellie  auch  leicht  aus  den 
von  Ihnen  (Analytische  Geometrie  Bd.  I.s.  251.)  entwickel- 
ten Formeln  gefolgert  werden  kann. 

Nimmt  man  eine  Ecke  der  Pyramide  zum  Ursprung  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  sind  Xy  y^  %\  x' y  y' ^  2'; 
x" 9  y,  %*'  die  Coordinaten  der  drei  andern  Ecken,  so  finden  Sie, 
wenn 

a    =  (a:'« + y '« + 2'«)  (^ «  +  f^  +  t"«)  —  (x^aT  +  yY  +  «'«")*. 
«"  =s  {x*  +  y»  +  2«)  (j:'»  +  y'*  +  r'«)  -  (xx'   +  yy'  +  «')'; 

1» 


ist: 


mscellen.  1 1 1 

^   ""  *  VA  f  V«  +  Va'  +  Va" ' 
_  ,  ^ 

^1  —  ±  vx  ^^  v«  +  v«'  — v«"' 

,  ^ 

•* ""  *  Vit  f  V«-  V«'  +  V«"' . 

^  •*"  *  VA-  V«  +  Va'  +  V«" ' 

_  . A 

^*  ""  *  V«  +  Va'  +  V«"— VA ' 

worin  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  z»  nehmen  sind»  je  n^cb- 
dem  ^  positiv  oder  negativ  ist. 

Nimmt  man  die  vier  letzten  Gleichungen  reciprok  und  addirt^ 
so  folgt: 

Qi      Pa      Qz      P4  ^ 

oder  mit  Rucksicht  auf  die  erste: 

Auch   Steiner  gibt  in    Crelle's  Journal  Bd.  2.  s.  98.   Ober 

die  Radien  der  Berfihrungskugeln  der  dreiseitigen  Pyramide  ver- 

,    schiedene  Beziehungsgleichungen,  aber  ich  sehe  nicht,  wie  sich 

die  vorstehende,  welche  die  einfachste  ist,  daraus  ableiten  lasse. 


lieber  Fermat^s  geometrischen  Satz. 

Voll  H^rm  Oberlehrer  Dr.  W.  Stamm  er  an  der  BeaUchole  in  Düsseldorf. 

Folgende  Beweise  des  mehrfach  besprochenen  F  er  mat- 
schen Satzes  scheinen  mir  die  direktesten  und  einfachsten  zu  sein. 
(Taf.  IV.  Fig.  A.) 

I.        AG.GH^ADiEH    oder    AGiAH  =t  ADiEK, 

daher 

AG  =  ^"^^^.    folglich    BG  =  AB~^^-, 
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€*At9,  treiMi  »an  lies  Radivs  des  Krwcs  mt  r  bemeiriiMt« 


ebenso: 


W>WM 


mitbin : 


«G.  +  ^F«  =  ,.(8  -  4V5.  dä^^i^B^B*) 

*"(*-  -gx  ■*'  — If* — ^• 

Aber 

=  2[2r«-  (Ejr«-2Eir.rV2+2r^]  =  2(— BJP+2£r.rV^). 

Folf(lich : 

l»G«+ ^F»  =  2r»(4-^^  +  ^^— 2)  =  4r«. 


II. 


AF=  AG-^^GF=z^(AH.AD  +  DC.EH) 

=:-^(AB.V2+2Em, 
BG=  ^{BH.V^^^EB), 

AF*^  BG»  =:  ^(BÄ«+  AH*+2EB.V2.(AB+BB)+*EH*) 


Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  G.  Ä.  Vorsterman  van 
Oyen  in  Aardenburg  u  d.  Niederland,  an  den  Herausgeber. 

Monsieur  le  Professeur! 
Deux  de  mes  Kleves  ont  resolu  deux  des  probUmes  qui  se 
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troavent  dans  Totre  Archiv  *).    J'ai  i'hoonear  de  voas  les  envoyer 
ci-joints. 

Agr^z  etc. 
Aardenbnrg,  7.  Fevrier  1869. 

G.  A.  Vorsterman  van  Oyen. 

I.  Halbirt  man  id  einem  Dreieck  einen  Winkel  oder 
den  zugehörigen  Aussenwinkel,  so  ist  das  Quadrat 
der  Haibirungslinie  gleich  dem  Rechteck  aus  den  bei* 
den  Seiten,  die  den  Winkel  bilden,  weniger  dem  Recht-  ^ 
eck  aus  den  Abschnitten,  welche  die  Haibirungslinie 
auf  der  dritten  Seite  bildet,  diese  Differenz  positiv 
oder  negativ  genommen,  jenachdem  der  Winkel  selbst 
oder  der  Anssenwinkel  halbirt  ist.  In  Taf.  V.  Fig.  III 
und  Taf.  V.  Fig.  IV.  hat  man  also: 


und  t  >  ^         

Beweis.  (Taf.  V.  Fig.  III.)«  Zieht  man  eine  Linie  C£,  welche 
mit  ßC  einen  Winkel  BCE  =  BAD  bildet  und  welche  die  Ver- 
längerung  der  Haibirungslinie  in  E  schneidet,  so  ist: 


Winkel  ABB  gleitch  Winkel  CDE, 


BAD      „  „       BCE. 


„  M^AMM^  „  „ 


Also  sind  die  Dreiecke  ABB  und  CDE  ähnlich,  folglich  Winkel 
ABB  gleich  Winkel  BEC  und  ÄDiBBiiCBiBE  oder 


AB.BE^BB.CB (a) 

Weil   Winkel    ABB  ^  ÄEC   und 


BAB  =  EAC 

ist,  sind  auch  die  Dreiecke  ABB  und   AEC  ähnlich,  folglich 

ÄB.ÄB'.iAEiÄC 

oder  

AB.AC:=:AB.AE, 


BB.CB  =  AB.be. 


♦)  M.  8.  Archiv  Thl.  XLVIII.  S.  480.         G. 
Thcil  L.  8 
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Also  darch   SobtractioD 


Miiceilen. 


oder 


(AE-'DE).AD=z  AB.AC'-BD.CD 
+  Ä&  =ÄB.ÄC-'BD.CD. 


Beweis:  (Taf.  V.  Fig.  IV.).  Zieht  mao  eine  Lioie  B'E', 
welche  mit  AW  einen  Winkel  jfWW  gleich  Winkel  A'iyB' 
bildet  and  welche  die  Verlängerang  der  Halbirungslinie  A'iy  in 
W  schneidet,  so  hat  man: 

Winkel  ^WE'  gleich        Winkel  JHB^ 


»9 


E'A'B'  =  F'A'D'^ 


9» 


jyA'c. 


Also  sind    die    Dreiecke  WWW    and  A'Ciy  ähnlich,   foiglicb 
Winkel  WWBf  =  Winkel  WCW  nnd 


oder 


Weil  man  hat: 


A'E'iA'B'-.-.A'C'.A'iy 


ÄlE.A'jy  =  WW.A'C 


iß) 


und 


Winkel  WC^  gleich  Winkel  A'E'B' 


99 


A'D'C 


99 


>9 


A'D'C', 


so  sind  auch  die  Dreiecke  ACiy  und  D'E'B'  ähnlich,   folglich 


oder 


A'iy.D'E'zsaDf.BfD' 


A'D'.A'E'ssA'B'.WC. 

Also  durch  Subtraction 


(ft 


oder 


A'D\{A'E'  — Z>'iBO  =  A'B'  .A'C--  CI> .  ßW 


--AnB^^Ans'.A'c-D'c. 


W.  Wondergem, 

Schüler  des  Instituts  Vorsterman  van  Oyen. 


II.  Halbirt  man  in  einem  Dreieck  einen  Winkel 
oder  den  zagehörigen  Aussenwinkei,  so  ist  (Taf.  V. 
Fig.  V.  and  Fig.  VI.): 
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Beweis.    Nach  dem  Satze  1.  haben  wir: 

±^*=  ÄB.ÄC-Bb.DC, 

also:     

Ferner   ?erhalten   sich    die  Seiten  AB  nuA  AC  wie   die    Stüclce 
'BD  und  CD.  d.  h. : 

ABiÄC^SDiDC 
oder : 

AB.^=ÄC.BD\ 

deshalb  können  wir  statt  der  obigen  Gleichung  aoch  schreiben: 

oder :~ 

ÜB*  =  (;i5*-ÄÖ*)(i<c'-c5*) 

und  folglich: 

ÄB^^B&:ÄD^=:A&xÄC^^C&. 

M«  Seheele, 

Schüler  des  Institats  Vorsterman  van  Oyen. 


I 


Ueber  einen  geometrischen  Satz 

Von    dem    Herausgeber. 

In  der  neuesten  italienischen  Uebersetzung  der  sechs  ersten 
Bucher  und  des  eilften  und  zwölften  Buchs  der  Elemente  des 
Eukiides,  durch  deren  Herausgabe  die  Herren  Enrico  Betti 
und  Francesco  Brioschi  sich  ein  besonderes  Verdienst  erwor- 
ben haben: 

Gli  Elementi  d'Euclide  con  note,  aggiante  ed  eser- 
cizl,  ad  uso  de'Ginnasi  e  de'Licei^  per  cura  dei  Pro* 
fessori  Enrico  Betti  e  Francesco  Brioschi.  Firenze. 
Snccessori  Le  Monnier.    1868. 

sind  den  einzelnen  Büchern  eine  grosse  Anzahl  sehr  verdienst- 
licher „Esercizi''  beigefügt^  auf  die  ich  die  Leser  des  Archivs 
aufmerksam  mache>  und  aus  denen  ich  denselben  öfters  das  Eine 
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oder  das  Andere  mitzutheilen  hoffe.  Unter  den  dem  vierten  Buche 
beigegebenen  „Esercizi"  findet  sich  der  folgende  zu  beweisen 
aufgegebene  Satz: 

Wenn  um  ein  gleichzeitiges  Dreieck  ABC,  dessen 
Seite  a  sein  mag,  ein  Kreis  und  ein  zweiter  mitdiesem 
concentrischer  Kreis  mit  dem  beliebigen  Halbmesser 
r  beschrieben  ist:  so  ist,  wenn  Pein  beliebiger  Punkt 
in  diesem  zweiten  mit  dem  ersten  concentriscben 
Kreise  ist,  die  Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen 
PAy  PB,  PC  des  Punktes  P  von  den  Spitzen  A,  B,  C 
des  gleichseitigen  Dreiecks  ^^Ceine  constante  Grösse, 
nämlich  von  der  Lage  des  Punktes  P  in  dem  zweiten, 
dem  ersten  concentriscben  Kreise  unabhängig. 

Ganz  abgesehen  davon,  ob  und  in  wie  fern  dieser  Satz  viel- 
leicht schon  bekannt  ist,   will  ich  hier  einen  einfachen  analyti- 
schen Beweis  desselben  geben,  weil  ich  glaube,  dasssich  aucb  in  ' 
der  analytischen  Geometrie  die  Aufsuchung  dieses  Beweises  sich 
zu  einer  zweckmässigen  einfachen  Uebungsaufgabe  benutzen  iässt 

Den  gemeinschadlichen  Mittelpunkt  der  beiden  concentrisehen 
Kreise  bezeichnen  wir  durch  O,  und  nehmen  denselben  als  den 
Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy  an.  Der 
positive  Theil  der  Axe  der  x  sei  OA^  wo  dann  die  Axe  der  y 
der  Seite  BC  des  gleichseitigen  Dreiecks  ABC  parallel  ist.  Der 
Punkt  B  liege  auf  der  positiven,  der  Punkt  C  auf  der  negativen 
Seite  der  Axe  der  x.    Das  Quadrat  der  Hübe  des  gleichseitigen 

Dreiecks  ABC  ist  offenbar  a«  — ia2  =  |a«,  und  folglich    -^  die 

Hübe.    Der  Halbmesser  des  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen 
Kreises  ist   nach  einem  bekannten  Satze  vom  Dreieck  offenbar  f 

«V3         a 
der  Hübe,  also  nach  dem  Vorhergenden  f.  -5—  =  7^*    Die  Ent- 
fernung des  Mittelpunkts  O  von  den  Seiten   des  Dreiecks  ABC 
ist  nach  demselben  Satze  vom  Dreieck  offenbar  \  der  Höhe,  also 

nach  dem  Vorhergehenden  ttTo*     Hiernach  sind  also  offenbar: 

die  Coordinaten  von  ^;  ;    .    .    .   +    —r:^,     0; 

a  a  ^ 

ff  ff  ,,    B:  .   ,   .   ,  ""2V3'^2' 


ff  ff  ff 


C 


a  a 


mscellen,  117 

Bezeiehneo  wir  nan  die  Coordinaten  des  Punktes  P  durch  f^ 
g;  so  ist  nach  einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geo- 
metrie : 


o      *  .     ■      a  ' 


folglich : 


PA^  +  PB^  +  PC* 


a   * 


=      (/-I^)+^^ 


V3 


«     *     .       a  "" 


a    .V  ,      a  • 


""     ^      V3  ^  3  ^  ^ 


also  offenbar: 


PA*+Pß*  +  PC*  =  3(/*+^«)  +  a2. 

Weil  niin  aber  der  Punkt  P  in  dem  zweiten,  dem  ersten  con- 
centrischen  Kreise,  dessen  Halbmesser  r  ist,  liegt:  so  ist 

/2  +  ^«  =  r«, 

diso  * 

PA^  +  PB^  +  PC^  —  a^+dr^, 

und  daher  die  Summe  der  Quadrate   der  Entfernungen  PA,  PB, 
PC  eine  constanfe  Grösse,  wie  behauptet  wurde. 

Wenn  nun  um  einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  O  mit 
den  Halbmessern  r  und  r'  zwei  concentrische  Kreise,  und  in  die- 
selben die  gleichseitigen  Dreiecke  ^^C  und  A^B'C,  deren  Seiten 
a  und  a'  sein  mögen,  beschrieben,  in  den  beiden  Kreisen  aber 
beliebig  die  Punkte  P  und  P'  angenommen  werden:  so  ist  nach 
dem  vorhergehenden  Satze 

PA'^^PB'^^^Pa^  =  a'2  +  3r2, 
PA*+PB^^PC^  =  a*  +3r'«; 
also,  weil  nach  dem  Obigen 
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mittelst  eioes  schon  von  Euler  bemerkten  recurrirenden  Verfah- 
rens erhalten  werden  können.  Nennt  man  o»  und  ßn  ingleicheo 
yn  und  6n  irgend  ein  Paar  zusammengehöriger  Werthe,  so  ist: 

«n+i  =  2a«  +   ßn  yn+i  =  2/«  +  ^« 

ßnn  =  3««  +  2/3«  5„+i  =  3y„  +  2^». 

Damit  erhält  man  folgende  Zusammenstellung: 


n 

« 

ß 

y 

S 

1 

I 

2 

1 

1 

2 

4 

7 

3 

5 

3 

15 

26 

11 

19 

4 

56 

97 

41 

71 

5 

209 

362 

153 

265 

6 

780 

1351 

571 

989 

7 

2911 

5042 

2131 

3691 

u.  s.  w. 


Zwischen  diesen  Zahlen  entdeckt  man  leicht  die  Relationen: 


1  +^i  +  ^«  +  Ö8+«"  +  ^«  =  ßn 

4 

«1  +  «2fi+l  =  2J./Jn  .«n+l 
•f2  +  «2n  =  2./J««i.a»+i 
«3  +  «211-1  =   2./?n-2-«fi-fl 

««+  cen+2    =  2 .  ft  .  «ii+l 
^  +  &«+l  =  2 .  /5ii      .  Ön+l 

^«+ fei     =  2 .  jS»-i '.  ^«4-1 

^n+  tfn+«    =  2 .  /?!  .  Ön+1 


^1  +  ^2+  •  ••  +  ^2«       =  6.  «M* 
^1  +  ^2  +  •  •  •  +  ^2ji+l  =        ^n+1* 

«i+«2«       =yn.^ii+l 
«2  +  a2n-l  =  yn-l.  ^«+1 
«3  +  a2n-2  =  yfi-2.  ^«+1 

«n  +  an+l    =yi.5n+l 

^i  +  Ä2«      =6.yn.aii 
^l+&fi-l  =  ß.yn— i.o« 


und  es  dürfte  eine  zweckmässige  Debung  für  Schüler  sein,  die 
Richtigkeit  dieser  Relationen  mittelst  des  aufgestellten  Recur- 
sionsgesetzes  allgemein  zu  beweisen. 


Druckfehler. 

Thl.  XLIX.  S.  240.  „Zur  Beachtung  Z.  5.<<  s.  id.  Nr.  XVI.  gtatt 
Nr.  XIV. 

Tbl.  XLIX.  S.  326.  ZI.  4.  t  .o  .t.  m.  „welche''  statt  „welche«''. 
^  Im  Lite  rar.  Ber.  Nr.  CLXXXXIV.  S.  17.  Z.  4.  v.  o.  setze  man 
.  i^i  =  "  für  .  tf**  —  *'. 

Thl.  XLIX.'  S.  326.  Z.  14.  ▼.  u.  s.  m.  Nr.  34.  statt  Nr.  31. 
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i)ie  Gesetze  der  Lichtbrechung. 

Von 

Herrn  Dr.  Jos.  Kudelkaj 

Kaiserlich  Königlichem  Lyceal  -  Professor  xu  Line. 

(Fortsetzung  von  Nr.  III.  S.  18.) 


(Figuren  s.  Taf.  VL  VII.  VIII.) 

§.  14.    Brechung  des  Lichtes  beim  Durchgänge  durch 
ein  Medium^  das  prismatisch  geformt  ist. 

Nehmen  wir  zuerst  ein  von  parallelen  Ebenen  mn  und  pl  be- 
grenztes Medium  (Fig.  24)  an,  für  welches  i?i>l  ist.  Der  auf- 
fallende Strahl  AB  nimmt  in  demselben  die  Richtung  BC  und 
tritt  in  der  Richtung  CD  \\  AB  aus  dem  Medium  heraus. 

Unter  diesen  Umstände^  ist  der  Einfallswinkel  BCx  ah  der 
zweiten  Fläche  gleich  dem  Brechungswinkel  b  an  der  ersten  und 
der  Austrittswinkel  DCy  ist  gleich  dem  Einfallswinkel  a  an  der 
eisten  Fläche. 

Drehen  wir  nun  die  zweite  Trennungsfläche  so,  dass  sie  in 
die  Lage  Cn  zu  liegen  kommt.  Das  Einfallsloth  a^y  wird  roitge- 
drehet  und  nimmt  die  Lage  x^y'  an.  Es  bildet  mit  dem  vorigen 
den  Winkel  xCx' .  Beide  Trennungsfläcben  bilden  jetzt  offenbar 
«in  Prisma,  dessen  brechender  Winkel  ■=-p  ist»  Auch  ist  der 
Winkel  der  Einfallslothe  xCx^  =  p,  weil  die  Schenkel  des  einen 
senkrecht  stehen  auf  jenen  des  anderen. 

Theil  L.  9 
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Jetzt  ist  der  Einfallswinkel  an  der  zweiten  Flftcbe  =  BCx\ 
während  er  vorhin  =  BCx  war;  er  ist  also  am  den  Winkel,  den 
die  Einfallslothe  bilden,  somit  um  den  brechenden  Winkel  des 
Prisma,  kleiner  als  vorhin*  Eine  Verkleinerung  des  Einfallswin- 
kels hat  nothwendig  auch  eine  Verminderung  des  Austrittswinkels 
zur  ^  Folge.  Es  wird  jetzt  der  austretende  Strahl  die  Richtung 
CF  haben,  welche  nicht  mehr  parallel  ist  zu  jener  des  einfallenden 
AB.  War  also  vorhin  der  Austritts winkel  =  DCy^  so  ist  er  jetzt 
=:  FCy'  und  somit  um  p-\rv  kleiner  als  vorhin.  Die  Verminde- 
rung des  Austrittswinkels  geschieht  daher  gleichzeitig  auf  beiden 
Seiten  desselben.  Auf  der  linken  Seite  ist  der  Verlust  ^=^yCy'=^p 
und  auf  der  rechten  =s  FCD  ss  v. 

Hier  haben  wir  den  Fall,  wo  der  gebrochene  Strahl  BC  eine 
konstante  Richtung  beibehält,  denn  diese  wird  ja  durch  die  Dre- 
liung  der  Austrittsfläche  nicht  affizirt.  Eine  Aenderung  des  Aus- 
trittswinkels kann  daher,  wie  dies  bereits  bekannt  ist,  nur  auf 
die  Art  erfolgen,  dass  das  Ehifallsloth  und  der  austretende  Strahl 
gleichzeitig  entgegengesetzte  Drehungen  erleiden.  Wird  also,  wie 
diess  im  vorliegenden  Falle  angenommen  wurde,  das  Einfallsioth 
Schraubenlinks  gedrebet,  so  muss  sich  der  austretende  Strahl  CD 
gleichzeitig  schraubenrechts  drehen,  damit  die  Richtung  von  BC 
konstant  verbleibe. 

Sind  also  die  Trennungsfiächen  gegen  einander  geneigt,  so 
dass  sie  ein  Prisma  bilden,  so  erscheinen  die  Einfallswinkel  an 
der  zweiten  Tläche ,  welche  bei  paralleler  Lage  der  Flächen  den 
respectiven  Brechungswinkeln  an  der'  ersten  Fläche  gleich  waren, 
sämmtllch  um  den  Betrag  des  brechenden  Winkels  vermindert. 
Wird  aber  die  Austrittsfläche  pl  entgegengesetzt  gedrehet,  so 
werden  die  Einfallswinkel  um  p  vermehrt. 

Denken  wir  uns  wiederum  die  Trennungsflächen  mn  und  pl 
(Fig.  25)  in  parallelen  Lagen.  Die  untere  Fläche  pl  werde  bis 
auf  eine  sehr  kleine,  runde  Oeflhung  O  mit  undurchsichtigem 
Papiere  bedeckt.  Diese  Oeffnung  O  sei  der  Mittelpunkt  'eines 
Halbkreises,  dessen  einzelne  Punkte  man  sich  als  leuchtend  vor- 
zustellen hat. 

Der  Strahl  MOy  dessen  Richtung  fast  parallel  ist  mit  der 
Trennungsfläche  pl  (dessen  Einfallswinkel  MON  =  90^)  wird  in 
dem  Medium  zum  Einfallslothe  gebrochen  und  nimmt  darin  die 
Richtung  OF^  um  dann  In  der  Richtung  Fx  ||  MO  auszutreten. 

Ein  anderer,  von  einem  ähnlich  Hegenden  Punkte  R  des  Halb- 
kreises ausgehender  Strahl  RO  wird  in  dem  Medium  die  Riclitang 
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OC  nehmen  und  in  der  Richtung  Cy  austreten,  parallel  zu  OIL 
Alle  von  den  einzelnen  Punkten  des  Halbkreises  durch  die  Oeff* 
nung  O  dringenden  Strahlen  werden  nach  ihrer  Brechung  inner- 
halb des  Mediums  ein  Dreieck  COF  bilden,  in  dessen  Grundlinie 
CF  die  Austrittspunkte  aller  dieser  Strahlen  fallen*  Die  gebro- 
chenen Strahlen  sind  jedoch  Ober  der  Fläche  dieses  Dreiecks 
nicht  gleichmässig  vertheilt;  sie  liegen  gegen  die  Seiten  desselben 
OF  und  OC  dichter  aneinander  und  es  nimmt  ihre  Dichte  gegen 
die  Höhenlinie  OL  des  Dreiecks  ab. 

Weilt  ein  Auge  oberhalb  der  Trennungsfläche  mit,  so  kann 
es  nacheinander  alle  Funkte  des  Halbkreises  sehen,  wenn  es  pa* 
rallel  zur  Grundlinie  FC  sich  fortbewegt. 

Da  in  dem  Punkte  C  der  oberen  Trennungsfläche  eine  Bre- 
chung vom  Einfallslothe  Statt  findet  und  da  der  Austrittswinkel 
r=:  Wjf^  ist,  so  besitzt  hier  der  Einfallswinkel  OCu  =  COh  den 
grossten  Werth,  unter  welchem  noch  ein  Uebergang  aus  dem 
einen  Medium  in  das  andere  Statt  finden  kann.  Wir  wollen  diesen 
Chrenzwerth  des  Einfallswinkels  =  G  setzen.  OC  ist  dann  der 
Grenzstrahl.  Der  Winkel  OCL  =  y  ist  das  Complement  von  Cr. 
Ein  Strahl,  dessen  Einfallswinkel  >  Cr  ist,  wird  bereits  total  re- 
flectirt. 

Der  Grenzwinkel  £r  ist  für  das  nehmliche  Medium  natfirlich 
konstant  und  somit  auch  sein  Complement  y. 

Wird  daher  die  obere  Trennungsfläche  um  den  Punkt  C  ge- 
drebet,  so  dass  sie  aus  ihrer  ursprünglichen  Lage  mn  in  die  neue 
CB  kommt,  und  mit  der  anderen  ein  Prisma  bildet,  so  wird  der 
Werth  des  Grenzwinkels  fOr  diese  neue  Lage  der  Trennungsfläche 
derselbe  verbleiben.  Ist  somit  OJH  =:  y,  so  ist  jetzt  df^  Strahl 
OJ  ein  Grenzstrahl. 

Zieht  man  von  O  eine  Senkrechte  OH  auf  die  neue  Tren- 
■imgsfläche  CB^  so  muss  der  Winkel,  den  dieser  neue  Grenz- 
strahl  OJ  mit  der  neuen  Senkrechten  OH  bildet,  nehmlich  JOH^ 
immer  =  G  sein,  (so  wie  auch  vorhin  der  Winkel  COL,  den  der 
vorige  Grenzstrahl  mit  der  auf  mn  geßillten  Senkrechten  OL  bildet 
r=  G  war);  denn  da  der  eine  Winkel  an  der  Hypotenuse,  nehm- 
lich y,  immer .  denselben  Werth  beibehält,  so  muss  auch  der  an- 
dete  JOH  konstant  bleiben.  Durch  Drehung  der  Trennungsfläche 
ist  das  Perpendikel  aus  der  anfanglichen  Lage  OL  in  die  Lage 
Ol?  gekommen,  es  ist  also  um  den  Winkel  LOH  gedrehet  wor- 
den, welcher  gleich  ist  dem  brechenden  Winkel  p  des  Prisma* 

9* 
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Der  Winkel,  den  der  neue  Grenzstrahl  JO  mit  dem  vorigeii 
CO  macht,  ist  ziz  COJ»  und  es  muss  COJ  =  LOH  =^p  sew, 
denn  indem  sich  der  Winkel  COL  in  den  gleich  grossen  JOH 
verwandelt,  ist  diess  nicht  anders  möglich,  als  dass  der  Zuwaeh» 
LOH  anf  der  rechten  Seite  gleich  ist  dem  Verluste  JOC  auf 
der  linken. 

Die  gebrochenen  Strahlen  aber,  die  innerhalb  des  Winkels 
COJ  liegen,  werden  alle  total  reflektirt 

Entspricht  nun  dem  gebrqchenen  Strahle  OJ  der  einfallende 
SO,  80  kann  von  dem  leuchtenden  Halbkreise  der  Theil  RS  durch 
das  Prisma  nicht  mehr  gesehen  werden.  Dieser  Theil  RS  kann 
aber  mittelst  der  Strahlen,  welche  an  der  Flache  CJ  die  totale 
Reflexion  erleiden,  gesehen  werden,  wenn  nenilich  die  dritte,  dem 
brechenden  Winkel  p  zugekehrte  Prismenfläche  diesen  reflektirten 
Strahlen  den  Austritt  gestattet.  Ein  Prisma  vermindert  also  die 
Grösse  des  Gesichtsfeldes  und  zwar  desto  mehr,  je  grösser  p  ist. 

Verg^rössert  man  nemlich  successive  den  brechenden  Winkel 
p,  60  werden  nach  und  nach  alle  gebrochenen  Strahlen,  von  CO 
angefangen,  an  die  Reihe  kommen,  Grenzstrahlen  zu  werden,  und 
wenn  endlich  auch  schon  OE  zum  Grenzstrahl  geworden  ist,  so 
wird  durch  ein  solches  Prisma  kein  Punkt  des  leuchtenden  Halb^ 
kreises  mehr  gesehen. 

In  der  That  ist  p  =  COL,  so  werden  bereits  alle  Strahlen, 
die  innerhalb  dieses  letzteren  Winkels  liegen,  total  reflektirt  und 
es  sind  somit  alle  Punkte  des  Quadranten  RN  unsichtbar^.  In 
diesem  Falle  fällt  der  Grenzstrahl  OT  bereits  in  die  Richtung 
OL,  und  OE  steht  senkrecht  auf  der  Austrittsfläche* 

Ist  ferner  /?  =  C0F=2G,  so  werden  bereits  alle  Strahlen, 
die  von  dem  leuchtenden  Halbkreise  in  das  Prisma  eindringen, 
die  totale  Reflexion  erleiden. 

Es  ist  noch  ein  Umstand  zu  besprechen,  der  ebenfalls  einen 
wesentlichen  Unterschied  herbeiführt. 

y 

Als  die  beiden  Trennungsflächen  noch  parallel  waren,  da  ist 
der  gebrochene  Strahl  OF  in  der  Richtung  Fx  ausgetreten,  welche 
fast  parallel  ist  mit  der  Trennungsfläche  selbst.  Nachdem  aber 
diese  Trennungsfläche  in  die  Lage  CB  gedrehet  worden  ist,  wird 
derselbe  Strahl  schon  bei  E  austreten.  Hier  aber  ist  der  Ein- 
fallswinkel OEs  kleiner  als  im  Punkte  F,  und  somit  wird  auch 
der  Austrittswinkel  rEK  kleiner  sein  als  in  F. 
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E«  bildet  also  der  austretende  Strahl  EK  mit  der  Trenoungs- 
fläche  den  Winkel  KEB ,  welcher,  wie  natürlich,  desto  grösser 
ausfallen  wird,  je  grösser  der  brechende  Winkel  p  des  Prisma  wird. 

Dieser  Winkel  hat  nun  die  Eigenschaft,  das^  zu  einem  Auge, 
welch eM  sich  Innerhalb  dieses  Winkels  befindet,  kein  einziger  too 
den  durch  die  Oeffiiung  O  eindringenden  Strahlen  gelangen  kann. 
Man  kann  diesen  Winkel  einen  dunklen  nennen.  Seinen  Neben- 
winkel KEC  hingegen,  innerhalb  dessen  alle  jene  Strahlen,  die 
aus  dem  Prisma  überhaupt  austreten  können,  liegen,  wird  man 
einen  hellen  Winkel  heissen  können. 

Der  dunkle  Winkel  ist  also  immer  derjenige,  welchen  der  aus 
dem  Prisma  tretende  Grenzstrahl  mit  demjenigen  Theile  der  Aus- 
trittsfläche einschliesst,  der  auf  der  Seite  des  brechenden  Win* 
kels  liegt.  ^ 

* 

Es  sei  nun  ein  Prisma  ABC,  (Fig.  26),  dessen  untere  Fläche 
AB  jetzt  nicht  mehr  mit  dem  undurchsichtigen  Papiere,  worin 
sich  die  kleine  Oeffnung  befand,  bedeckt  wird.  Offenbar  kann 
jetzt  jedes  Element  der  Fläche,  wie  O,  P,  R, ,  .  eine  solche  kleine 
Oeffnung  vorstellen,  durch  welche  Lichtstrahlen  von  allen  Seiten, 
wie  vorhin  von  den  Punkten  des  leuchtenden  Halbkreises  in  das 
Prisma  eindringen  können. 

Nehmen  wir  an,  für  das  Element  O  wäre  OJ  die  Richtung 
des  Grenzstrahles;  der  diesem  gebrochenen  Strahle  entsprechende 
einfallende  wird  also  fast  mit  AO  zusammenfallen.  Der  Einfach- 
heit wegen  wollen  wir  ferner  auch  annehmen,  dass  OJ  die  Aus- 
trittsfläche Cß  des  Prisma  senkrecht  trifft,  wesshalb  dann  bei  J 
keine  Aenderung  in  der  Richtung  mehr  Statt  findet.  Es  ist  nun 
klar,  dass  für  alle  anderen  Elemente  der  Eintrittsfläche  die  Grenz- 
strahlen, wie  PK,  RL,  SM .    .    .  parallel  sein  müssen  zu  OJ. 

Der  dunkle  Winkel  für  das  Element  O  ist  =zDJB\  für  das 
Element  P  ist  er  =  EKB  u.  s.  f. 

Befindet  sich  nun  ein  Auge  an  dem  Orte  z,  so  liegt  es  inner- 
halb all  der  dunklen  Winkel,  welche  den  Elementen  von  A  bis  P, 
oder,  welche  dem  Stücke  AP  der  Eintrittsfläche  entsprechen. 
Dieses  Stück  AP  6ex  Prismenfläche  bringt  also  keinen  einzigen 
der  gebrochenen  Strahlen  ins  Auge  nach  z.  Es  ist  in  dieser  Be- 
ziehung ganz  unwirksam  und  es  wirkt  nur  noch  das  Stück  BP, 
denn  In  Betreff  der  Elemente  dieses  Stückes  befindet  sich  das 
Auge  in  ihren  hellen  Winkeln,  wie  CLF,  CMG  u.  s.  w. 

Da  uun  aber  das  Stück  AP  keine  durchgelassenen  Strahten 
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io6  Aage  bringt^  so  verhält  es  sich  gewissermassen»  wie  die  Ober- 
^äcJie  eioes  undurchsichtigeo  Körpers,  welche  als  eine  yollkommea 
(^b^ne,  ganz  geeignet  ist»  das  durch  die  dritte  Prismenfläehe  CA 
eindringende  Licht  regelmässig  zu  reflektiren. 

Das  Stuck  AP  wirkt  also  wie  ein  Spiegel.  Bewegt  sich  das 
Auge  von  2  gegen  0,  so  wird  der  spiegelnde  Theil  immer  grösser 
und  endlich,  wenn  es  in  v  angekommen  i^t,  wo  es  sich  auch  schoa 
innerhalb  des  dunklen  Winkels  des  Kanten-Elementes  B  befindet, 
spiegelt  die  ganze  Fläche  AB. 

Denkt  man  sich  die  andere  Prismenfläche  CB  als  Eintritts- 
fläche, so  wird  BN  ein  Schenkel  des  dem  Kanten  •  Elemente  B 
entsprechenden  dunklen  Winkels  sein,  wo  wiederum  BN X_AB 
ist.  Die  beiden  Schenkel  BH  und  BN  schliessen  einen  Winkel 
HBN  ein,  welcher  den  dunklen  Winkel  des  Prisma  selbst  Tor- 
stellt.  Nimmt  man  nun  an,  'dass  in  z  ein  leuchtender  Punkt  sieh 
befindet,  und  dass  unterhalb  der  Fläche  AB  das  ihn  betrachtende 
Auge  ruhet,  so  wird,  sobald  man  das  Prisma  um  seine  Axe  schrau- 
benliliks  drehet,  der  Schenkel  BH  des  dunklen  Winkels  immer 
näher  an  z  heranrücken.  Der  wirksame  Theil  der  Eintrittsfläche 
CB  wird  dabei  immer  kleiner,  da  die  Zahl  der  Elemente,  in  deren 
dunkle  Winkel  der  leuchtende  Punkt  bereits  eingetreten  ist,  fort- 
während zunimmt.  Schliesslich,  wenn  BH  durch  z  gehet,  kaoo 
der  leuchtende  Punkt  bloss  noch  durch  dafi»  Kanten -Element  B 
gesehen  werden. 

Geschieht  aber  die  Drehung  des  Prisma  umgekehrt,  nemlich 
Schraubenrechts,  so  nähert  sich  der  Schenkel  BN  dem  Auge,  das 
wir  unterhalb  AB  ruhend  angenommen  haben.  Das  Auge  wird 
hiebei  nach  und  nach  in  alle  die  dunklen  ^Winkel,  wie  sie  den  in 
der  Richtung  von  C  gegen  B  aufeinanderfolgenden  Elementen 
der  Eintrittsfläche  CB  entsprechen,  eintreten.  Der  spiegelnde 
Theil  dieser  Eintrittsfläche  wird  daher  immer  grösser*und  schliess- 
lich, wenn  BN  durch  das  Auge  gehet,  wird  das  Auge  den  leuch- 
tenden Punkt  wieder  nur  mittelst  des  Kanten-Elementes  B  sehen, 
denn  mit  Ausnahme  von  B  spiegeln  alle  anderen  Elemente  von  BC. 

Nicht  uninteressant  sind  die  Erscheinunjs^en  an  einem  Glas- 
wurfel.  Ist  AB  CD  (Fig.  27)  ein  solcher  Wfirfel  und  ruhet  das 
Auge  oberhalb  der  Fläche  AB  in  O,  so  dass  es  in  das  Innere 
des  Würfels  hineinsieht,  so  erscheint  die  Bodenfläche  CD  gehoben 
und  die  Seitenflächen  wie  AC  und  BD  spiegeln  im  Innern.  Es 
kann  in  der  That  durch  die  Seitenflächen  hindurch  kein  äusserer 
Gegenstand,  wie  p  oder  q  gesehen  werden,  denn  ein  von  einem 
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ftolcben   Gegenstande  kommender  Strahl  ^r,    der  in   den  Würfel 
eindringt,  wird  wegen  der  GrcUise  des  brechenden  Winkels  B  an 
der  Fläche  AB  total  reflektirt     Ein  solcher  Würfel  macht  also 
alle  um  ihn  hernmliegenden  Gegenstände  für  das  in  O  befindliche 
Auge  unsichtbar.    Alles,  was  unter  der  Basis  CD  liegt,  wird  sich 
in   den    spiegelnden   Seitenflächen    abbilden.     Befindet   sich   das 
Ange  seitwärts  in  0\  so  dass  es  z.  B.  bloss  die  Fläche  AC  be* 
trachtet,  so  kann  es  wiederum  nichts  sehen,  was  unter  der  Basis 
CD  Hegt,   denn  das  verhindert  der  brechende  Winkel    C     Die 
Basis  selbst  aber  sieht  es.    Stellt  DU  den  Grenzstrahl  vor,   de^ 
von  dem  Punkte  D  der  Basis  aasgeht,  so  wird  dieser  in  der  Rieh« 
tung  HO^  ins  Auge  gelangen  und  es  sieht  das  Auge  diesen  Punkt 
D  in  £,  folglich  die  ganze  Basis  CD  zusammengedrängt  auf  den 
Raum  CEm    Es  muss  aber  CE  natOrlich  spiegeln,  weil  von  den 
Gegenständen,  die  darunter  liegen,  keine  «l^rablen  in  das  Auge 
gelangen.    Während   nun  durch  den  Theil  HC  der   Seitenfläche 
bloss   die  Basis  des  Würfels   gesehen  wird,   vermag   das  Auge 
durch  den  andern  Theil  AB.  dieser  Fläche  auch  Gegenstände  zu 
sehen,  die  jenseits  von  BD  liegen,  wie  z.  B.  q* 


§.  15.    Man  kann  bezüglich  der  Ablenkung  drei  ver- 
schiedene Parthien    von  Strahlen    bei   einem  Prisma 

unterscheiden. 

Es  falle  von  dem  leuchtenden  Punkte  O  ein  Strahl  in  der 
Richtung  OA  auf  die  obere  Fläche  des  Prisma  (Fig.  28),  so 
zwar,  dass  er  nach  der  Brechung  die  Richtung  AB  annimmt,  welche 
senkrecht  stehet  auf  der  unteren  Fläche  des  Prisma,  an  welcher 
der  Austritt  erfolgt.  Verlängert  man  diesen  gebrochenen  Strahl 
nach  aufwärts,  so  schneidet  er  die  von-  O  auf  die  Eintrittsfläche 
des  Prisma  senkrecht  gezogene  OK  in  dem  Punkte  £.  Wir 
wollen  EK  die  erste  und  EB  die  zweite  Normale  nennen.  Der 
Strahl  OAT,  welcher  die  erste  Fläche  senkrecht  trifft,  erleidet  erst 
an  der  zweiten  Fläche  bei  h  eine  Ablenkung.  Jeder  der  beiden 
Strahlen  OA  und  OK  erleidet  also  nur  eine  einmalige  Brechung 
beim  Durchgänge  durch  das  Prisma  und  es  ist  der  Winkel  KEA^ 
den  die  beiden  Normalen  einschliessen ,  gleich  dem  brechenden 
Winkel  p  des  Prisma. 

Für  den  Strahl  OA  ist  der  Brechungswinkel  BAy=zp,  Wird 
der  diesem  Werthe  des  Brechungswinkels  entsprechende  Einfalls- 
winkel mit  a  bezeichnet,  so  ist  die  Ablenkung,  welche  dieser 
Strahl  beim  Durchgänge  durch  das  Prisma  erleidet,  =«—/). 
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Fiir  den  Strahl  OK,  der  nur  an  der  zweiten  Fläche  eine 
Brechung  erleidet^  ist  der  Einfallswinkel  KLx^=^p  und  der  diesem 
Werthe  entsprechende  Austrittswinkel  =  a^  somit  die  Ablenkung 
=  a — p. 

Beide  diese  Strahlen  erleiden  also  gleich  grosse  Ahlenkutigen 
durch  das  Prisma.  Die  Strahlenparthie^  welche  von  diesen  Nor- 
malstrahlen eingeschlossen  wird,  welche  also  innerhalb  des  Win- 
kels KOA  liegte  möge  die  mittlere  heissen.  Die  Strahlen,  welche 
rechts  davon ^  gegen  die  brechende  Kante  C  liegen,  bilden  die 
Kantenparthie  und  die  links  davon  liegenden,  welche  zunächst  der 
totalen  Reflexion  ausgesetzt  sind,  bilden  die  offene  Parthie. 

Betrachten  wir  nun  einen  Strahl  in  der  Kantenparthie  z.  B. 
OD.  Dieser  liegt  Ikiks  vom  EinfalUlothe  und  der  gebrochene 
Strahl  DF^  der  als  einfallender  für  die  zweite  Fläche  zu  be- 
trachten ist,  liegt  als  solcher  auch  links  vom  Einfallslothc^.  In 
dieser  Parthie  liegen  also  die  einfallenden  Strahlen  bezüglich 
beider  Flächen  auf  der  linken  Seite  ihrer  Einfallslothe. 

Verlängert  man  den  aus  dem  Prisma  austretenden  Strahl  Fu 
bis  er  den  in  das  Prisma  eintretenden  in  G  schneidet,  so  gibt 
der  Winkel  FGD  =  z  die  totale  Ablenkung,  welche  der  Strahl 
OD  beim  Durchgange  durch  das  Prisma  erfährt.  Diese  Ablen- 
kung resultirt  aus  den  Ablenkungen  an  den  beiden  Flächen.  Die 
Ablenkung  an  der  ersten  Fläche  ist  =  FDr  =  m  und  an  der 
zweiten  DFG  =  w,  somit  z  =  wi  —  n.  Es  ist  aber  offenbar  nC^n 
und  es  wird  daher  in  dieser  Parthie  die  Ablenkung,  welche  die 
Eintrittt^fläche  bewirkt,  vermindert  durch  jene,  welche  die  Aus- 
trlttsfläche  erzeugt. 

Nehmen  wir  nun  einen  Strahl  OH  aus  der  Mittelparthie. 
Dieser  liegt  links  vom  Einfallslothe,  der  entsprechende  gebrochene 
HJ,  der  als  einfallender  für  die  zweite  Fläche  zu  betrachten  ist, 
liegt  als  solcher  rechts  davon,  und  es  ist  2  =  tu -|- n.  Die  Ab- 
lenkungen an  beiden  Flächen^  sind  übereinstimmend  und  es  wird 
somit  die  eine  durch  die  andere  vergrossert. 

In  der  offenen  Parthie  befinden  sich  die  einfallenden  Strahlen 
OiXf  und  ^iV  bezüglich  beider  Flächen  auf ^  der  nemlichen,  hier 
rechten  Seite  der  Einfallslothe  und  es  ist  die  resultirende  Ablen- 
kung 2  =  w  —  m,  wie  aus  dem  Dreiecke  SMN  erhellet.  Hier  ist 
die  Ablenkung  an  der  zweiten  Fläche  grosser  als  an  der  ersten, 
d.  h.  n>iii,  und  es  wird  wiederum  die  eine  durch  die  andere  ver- 
mindert. • 
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Denkt  man  sich  den  brechenden  Winkel  p  des  Prisma  immer 
grosser  werdend  z.  B.  aaf  die  Art,  dass  die  untere  Fläche  des« 
selben  um  die  Kante  C  entsprechend  gedrehet  wird,  während  die 
obere  Fläche  in  ihrer  Lage  beharret,  so  wird  auch  der  Winkel 
KEA  der  beiden  Normalen  in  demselben  Masse  grosser,  denn  es 
wird  ja  der  Schenkel  EA  dieses  Winkels  beständig  'näher  rücken 
müssen  an  die  Kante  C  des  Prisma.  In  Folge  dessen  wird  die 
Kantenparthie  fortwährend  vermindert  und  sie  wird  schliesslich 
ganz  beseitigt,  wenn  die  Normale  EA  durch  die  Kante  C  hin- 
durchgeht, oder  schon  rechts  davon  liegt.  Aber  auch  die  offene 
Parthie  erleidet  einen  immer  grösseren  Verlust  durch  die  Ver* 
grOsserung  des  brechenden  Winkels,  weil  immer  neue  Strc^hlen 
der  totalen  Reflexion  anheim  fallen.  So  geschieht  es,  dass  hei 
einer  bestimmten  Grösse  des  brechenden  Winkels  nur  mehr  Strahlen 
der  mittleren  Parthie  durchgelassen  werden. 

Versetzt  man  ferner  den  leuchtenden  Punkt  in  immer  grössere 
Entfernungen  vom  Prisma,  jedoch  so,  dass  er  in  der  ersten  Nor- 
nullen  KE  verbleibt,  so  wird  auch  dadurch  der  Fusspunkt  A  der 
anderen  Normalen  der  Kante  C  genähert,  und  somit  die  Kan- 
tenparthie vermindert  und  zuletzt  auch  ganz  beseitigt.  Daher 
kommt  es,  dass  selbst  bei  kleinem  brechenden  Winkel  in  diesem 
Falle  nur  Strahlen  der  mittleren  Parthie  durch  das  Prisma  hin- 
durchgehen, vorausgesetzt,  dass  der  leuchtende  Punkt  hinreichend 
weit  entfernt  wurde. 

Wird  hinge^^en  das  Prisma  um  seine  Axe  gedrehet,  so  wird 
nicht  nur  die  Grösse  des  Perpendikels  OAT,  also  der  Abstand  des 
leuchtenden  Punktes  vom  Prisma  geändert,  sondern  es  bekommt 
auch  dieses  Perpendikel  immer  andere  Lagen.  Ist  das  Prisma 
von  der  Art,  dass  es  alle  drei  Strahlenparthien  zulässt,  so  haben 
wir  in  der  Drehung  ein  Mittel,  eine  Parthie  nach  der  andern  ver- 
schwinden zu  machen  und  zwar  in  der  einen  oder  entgegenge- 
setzten Ordnung,  jenachdem  wir  das  Prisma  schraubenrechts  oder 
Schraubenlinks  drehen. 

§.  16.     Das  Minimum  der  Ablenkung. 

Findet  bloss  eine  einmalige  Brechung  der  von  einem  leuch- 
tenden Punkte  auf  die  Trennungsfläche  zweier  Medien  auffallenden 
Strahlen  Statt,  so  kann  selbst  in  diesem  Falle  schon  von  einem 
Minimum  der  Ablenkung  die  R^de  sein;  denn  der  senkrecht  auf 
die  Trennungsfläche  auffallende  Strahl  erleidet  eben  dieses  Mini- 
mom  der  Ablenkung,  welches  =0  ist,  und  zu  beiden  Seiten  dieses 
•Strahles  wächst  die  Ablenkung  mit  der  Schiefe  der  Inzidenz. 
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Hier  soll  aber  von  jenem  Minimum  der  Ablenkung  die  Rede 
«ein,  welches  An  durch  ein  Prisma  geleiteter  Strahl  erfährt. 

Es  sei  demnach  OA  (Fig.  28)  derjenige  einfallende  Strahl» 
der  bloss  an  der  ersten  Fläche  eine  Brechung  erleidet;  alsdann 
bt  sein  Brechungswinkel  yAB  =  p. 

Nehmen  wir  jetzt  einen  anderen  Strahl  OD9  der  in  der  Kanten» 
parthie  liegt «  so  wird  sein  Brechungswinkel  grSsser  sein  als  p; 
er  sei  somit  =?p-f  9* 

WOrde  nun  die  zweite  Fläche  parallel  sein  zur  ersten ,  so 
wfirde  der  Einfallswinkel  bei  F  gleich  sein  dem  Brechungswinkel 
bei  D,  also  zs^p  -f^.  Da  jedoch  die  zweite  Fläche  um  den  Winkel 
p  gedrehet  ist»  so  wird  demnach  der  Einfallswinkel  bei  F  um  die 
Grosse  p  kleiner  sein»  als  er  bei  parallelen  Flächen  wäre.  Es 
ist  also  der  Einfallswinkel  bei  F=z  q,  d.  h.  der  Einfallswinkel  an 
der  zweiten  Fläche  des  Prisma  beträgt  gerade  so  viel,  als  die 
Zunahme  des  Brechungswinkels  an  der  ersten. 

Setzen  wir  die  Ablenkung,  welche  der  Strahl  OA  in  Folge 
der  Brechung  an  der  ersten  Fläche  bei  A  erleidet,  =s  to,  so  wird 
die  Ablenkung  des  Strahles  OD  in  dem  Punkte  D  dieser  Fläche 
grösser  sein;  setzen  wir  sie  sssto-f-to'* 

An  der  zweiten  Fläche  ist  die  Ablenkung  bei  jB  =  0,  weil 
der  Strahl  AB  diese  Fläche  senkrecht  trifft,  und  bei  F  wird  sie 
ebenfalls  grosser  sein  als  bei  B;  sie  sei  daselbst  ssO  +  u'. 

Obgleich  sich  nun  der  Brechungswinkel  an  der  ersten  Fläche 
und  der  Einfallswinkel  an  der  zweiten  um  gleichviel,  nemlich  un 
g  geändert  haben,  so  ist  doch  insofern  ein  Unterschied,  als  der 
erstere  Winkel  Ton  p  angefangen,  der  letztere  aber  von  Null  an- 
gefangen um  Q  zugenommen  bat. 

Es  muss  bemerkt  werden,  dass  der  Einfallswinkel  an  der 
zweiten  Trennungsfläche,  beim  umgekehrten  Gange  des  Strahles 
zum  Brechungswinkel  wird,  welche  Betrachtung  zulässig  ist,  wenn 
es  sich  bloss  um  die  Ablenkung  handelt 

Wegen  des  eben  angedeuteten  Unterschiedes  wird  die  Zu- 
nahme der  Ablenkung  bei  />  grosser  sein,  als  die  bei  F,  also 
te'  >  «'. 

Da  nun  bei  den  Strahlen  der  Kanten- Parthie  die  resultirende 
Ablenkung  gleich  ist  dem  Unterschiede  der  Ablenkungen  an  jeder 
der  beidra  Fläcbeo,  so  haben  wir  dafSSr  den  Ausdruck: 
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w  +  io'  — n', 
ond   da   w' -- u'    ein»    positive    Grosse    Ist,    so    ist   jedenfalls 
io<|*(t9' —  acO^<9»  d.  h.  die  Ableokaiig,  die  der  Strahl  OD  durch 
das  Prisma  erleidet,  ist  grosser  als  jene  des  Strahles  OA. 

Nehmen  wir  jetzt  einen  Strahl  OH^  der  in  der  Mittelparthle 
liegt.  Ist  8.  B.  der  Brechungswinkel  bei  A  =  20®  (also  auch 
p  =  20®)y  so  wird  der  Brechungswinkel  bei  H'^W9,  etwa  =  15^ 
sein.  Bei  paralleler  Lage  der  Austritts-  und  Eintrittsflfiche  wäre 
der  Einfallswinkel  bei  J  auch  =  15®.  Da  nun  aber  die  Austritts- 
fläche  um  20®  gedrehet  worden,  so  ist  der  Einfallswinkel  bei 
J==I60— 200=  — 5« 

Der  Einfallswinkel  an  der  Austrittsfiäche  hat  sich  daher  auch 
am  so  viel  geändert,  wie  der  Brechungswinkel  an  der  Eintritts- 
fliehe,  der  von  20®  auf  15®  herabgesunken  ist  Das  negative 
Zeichen  bedeutet  Qberdiess,  dass  der  einfallende  Strahl  an  der 
Aastrittsfläche  nicht  mehr  links,  sondern  rechts  rem  Einfalls« 
lothe  liegt. 

Da  die  komponirende  Ablenkung  bei  H  kleiner  sein  mnss, 
als  bei  A,  so  setzen  wir  sie  =  w^w",  wo  also  w"  die  Abnahme 
derselben  beim  Uebergange  von  dem  Strahle  OA  zu  OH  he* 
deutet.  Die  komponirende  Ablenkung  an  der  Austrittsfläche  bei 
J,  die  grosser  ist,  als  bei  ^,  wo  sie  gleich  Null  war,  sei  9  ^\ 

Nun  ist  aber  die  Verminderung  der  Ablenkung  bei  H  grosser 
als  die  Vermehrung  derselben  bei  •/,  also  tr''>tf",  denn  im  er* 
steren  Falle  ändert  sich  der  Brechungswinkel  von  20®  angefangen, 
im  letzteren  Falle  aber  der  Einfallswinkel  von  0®  angefangen. 

Da  nun  die  resultirende  Ablenkung  bei  den  Strahlen  der 
Mittelparthle  gleich  der  Summe  der  komponirenden  Ablenkungen 
ist,  so  hallen  wir  für  dieselbe  den  Ausdruck: 

oiid  da  —  w"  -f  1^'  eine  negative  Grosse  ist,  so  ist  jedenfalls 
to>to — w"-\^u'\  Es  nimmt  also  die  durch  das  Prisma  bewirkte 
Ablenkung  von  A  nach  links  ab. 

Wie  weit  reicht  diese  Abnahme  nach  Links? 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  werden)  uns  {folgende  Be* 
trachtungen  führen.  ^ 

(iehet  man  von  dem  Strahle  AB  zu  links  liegenden  ober,  so 
wird  der  Brechungswinkel  nAB  7  p  suceeasive  abnehmen  und  in 
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K  gleich  Null  werden;  der  Einfalls viinkel  an  der  Austrittsfläclie, 
der  in  B  gleich  Null  ist«  wird  ebenso  successive  wachsen»  bis 
er  in  L=ip  wird.  Denkt  man  sich  nun  die  Abnahme  des  erstereo 
und  das  Wachsen  des  letzteren  stetig,  so  mössen  beide  Winkel 
för  einen  gewissen  Strahl,  der  In  der  Mitte  der  mittleren  Parthie 
liegt,  einander  gleich  werden.  Durch  diesen  Strahl,  den  wir  den 
mittleren  nennen  wollen,  wird  die  Mittelparthie  selbst  wieder  in 
zwei  Theile  getheilt*  Von  allen  Strahlen,  die  in  dem  rechts- 
liegenden Theile  liegen,  wird  nun  im  Allgemeinen  dasselbe  gelten, 
was  von  dem  Strahle  OH  gesagt  wurde.  Da  wird  stets  die  Ab- 
nahme der  Ablenkung  an  der  Eintrittsfläche  grösser  sein,  als  die 
Zunahme  der  Ablenkung  an  der  Austrittsfläche  und  somit  wird 
•die  resultirende  durch  das  Prisma  bewirkte  Ablenkung  desto 
kleiner  werden,  je  mehr  man  sich  dem  mittleren  Strahle  nähert. 
In  dem  links  liegenden  Theile  wird  es  umgekehrt  sein.  Hier 
wird  nemlich  die  Zunahme  der  Ablenkung  an  der  Austrittsfläche 
fQr  jeden  Strahl  grosser  sein,  als  die  Abnahme  derselben  an  der 
Eintrittsfläche,  weil  jetzt  bei  jedem  Strahle  der  Einfallswinkel  an 
der  Austrittsfläche  grosser  ist,  als  der  Brechungswinkel  an  der 
Eintrittsfläche.  Es  wird  daher  die  resultirende  Ablenkung  von 
dem  mittleren  Strahle  nach  links  wiederum  zunehmen  und  sie 
wird  daher  für  den  mittleren  Strahl   selbst  ein  Minimum  sein. 

Ist  für  einen  in  der  offenen  Parthie  liegenden  Strahl  OM  der 
Brechungswinkel  =  d,  so  ist  der  Einfallswinkel  an  der  Austritts- 
fläche  bei  iV,  nemlich  MNx^p^ö,  Gesetzt  der  Strahl  OM  sei 
bereits  so  schief,  dass  man  p-i-ö=G  setzen  kann,  wo  Cr  für 
den  Stoff,  woraus  das  Prisma  bestehet,  den  Grenzwinkel  bedeutet, 
so  wird  b^i  diesem  Strahle  OM  die  totale  Reflexion  beginnen. 
Da  pun  aber  die  Summe  p-)-d  eine  konstante  Grösse  ist,  so  muss, 
falls  man  den  brechenden  Winkel  ^  vergrössert,  ö  in  demselben 
Maasse  kleiner  werden.  Setzt  man  daher  p  =  G,  so  wird  d  =zO 
und  es  wird  in  diesem  Falle  bereits  der  normal  aulTallende  Strahl 
OK  die  totale  Reflexion  erleiden.  Wird  p^G  genommen,  so 
wird  ä  negativ  d.  h.  es  erleiden  auch  schon  Strahlen,  welche  rechts 
von  OK  liegen,  die  totale  Reflexion. 

Das  Ablenkungs -Minimum  wächst  übrigens  mit  dem  bre- 
chenden Winkel  p  des  Prisma. 

Es  sei  (Fig.  29)  SA  der  einfallende  Strahl  und  Aß  der  ent- 
sprechende gebrochene;  der  Brechungswinkel  BAy  ^  ß,  der  Ab- 
lenkungswinkel an  der  Eintrittsfläche  ^^•/  =  m.  An  der*  Austritts« 
fläche  sei  der  Einfallswinkel  ABx  =  y  und  der  Ablenkungswinkel 
ABJ  =  n.    Der  Winkel  AHx,   den  die  Eiufallslothe  bilden,  ist 
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=  ;?.    Es  ist  aber  AHx  als  äusserer  Winkel  des  Dreieckes  AHB 
auch  =  j3  f  y;  folglich  it»t: 

Die  Summe  aus  dem  Hrechungs winket  an  der  ersten  und  dem 
Einfallswinkel  an  der  zweiten  Fläche  ist  somit  eine  konstante 
Grosse,  so  lange  der  brechende  Winkel  des  Prisma  konstant  ver* 
bleibt  und  sie  hängt)  von  dem  Brecbungs  -  Exponenten  nicht  ab. 
Für  die  mittlere  Parthie  ist  sowohl  ß  als  y  positiv;  für  die  Konten* 
parthie  ist  aber  p  =  j5— y  und  für  die  offene  pz=: — j5  +  y. 

Ist  nun  SA  der  mittlere  Strahl,  der  das  Minimum  der  Ablen- 
kung erfährt,  so  hat  man  /?  =  y,  und  in  diesem  Falle  hat  der  ge- 
brochene Strahl  AB  innerhalb  des  Prisma,  da  er  gegen  die  Seiten 
desselben  gleichgeneigt  sein  muss^  eine  Richtung,  die  sich  mit 
dem  brechenden  Winkel  p  nicht  ändert,  also  konstant  ist  Wird 
demnach  p  z.  B.  grösser,  so  bedeutet  diess^  dass  sowohl  die  Ein- 
trittsfläche AC  als  auch  die  Austrittsfläche  BC  um  gleichviel 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  um  die  Punkte  A  und  B,  und 
zwar  hier  gegeneinander  gedrebet  werden,  so  dass  sie  in  die 
Lagen  AE  und  BE  kommen  und  den  brechenden  «Winkel  AEB 
bilden.  Soll  nun  unter  diesen  Umständen  die  Richtung  des  ge* 
brochenen  Strahles  AB  konstant  Terbleiben,  so  muss  apch  der 
einfallende  Strahl  SA,  wie  wir  bereits  wissen,  eine  der  Trennungs- 
fläche AC  entgegengesetzte  Drehung  erleiden;  er  rouss  etwa  in 
die  Lage  S'A  gebracht  werden;  dadurch  wird  auch  die  Richtung 
des  austretenden  um  ebenso  viel  gedrehet,  so  dass  dieser  aus 
der  Lage  BT  in  die  Lage  BT  kommt.  Durch  die  Drehung  der 
Eintritts*  und  Austrittsfläche,  also  durch  Vergrösserung  Ton  p^ 
werden  nur  die  Winkel  ß  und  y;  durch  die  Drehung  des  einfal- 
lenden und  austretenden  Strahles  wiederum  bloss  die  Winkel  iti 
and  n  geändert  und  tswar  in  dem  vorausgesetzten  Falle  ver- 
grussert.  Gehet  somit  der  brechende  Winkel  p  In  den  grösseren 
AEB  fiber,  so  gehet  m  in  BAK  und  n  in  ABK  über  und  es  ist 
jetzt  die  resultirende  Ablenkung  AKu=^BAK+ABK,  also  grösser 
als  die  frohere,  denn  diese  war  AJN^=m  +  n. 

Setzt  man  voraus,  dass  der  Stoff,  woraus  das  Prisma  be- 
«tebet,  zu  denjenigen  gehöre,  deren  Brechungs-Elxponent  zwischen 
2  and  V2  liegt,  so  möge  der  Einfallswinkel  SAz  (Eintrittswinkel) 
diejenige  Grösse  haben,  bei  welcher  ß  =:  m  ist,  wo  hier  unter  m 
der  Ablenkungswinkel  verstanden  wird.  Wollen  wir  nun  weiters, 
dass  der  einfallende  Strahl  SA.  der  in  Folge  seiner  Brechung  an 
der. Eintrittsfläche,  den  Weg  AB  innerhalb  des  Prisma  einschlägt. 
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das  Mtnininni  der  Ablenkung  erleide ,  so  muss  man  den  brechen- 
den Winkel  p  eich  so  gross  denken,  d.  h.  die  Austrittsfläclie  BC 
in  einer  solchen  Lage«  dass  der  gebrochene  Strahl  AB  mit  ihr 
denselben  Winkel  bilde,  wie  mit  der  Eintrittsfläche  AC,  dass  also 
das  Dreieck  ABC  ein  gleichschenkliges  sei.  Unter  diesen  Um- 
ständen wird  auch  /  =  n.  Und  da  bei  dem  Minimum  der  Ab* 
lenkung  /?=]^  und  ni==n  ist,  so  sind  alle  diese  vier  Winkel  unter 
einander  gleich  nnd  somit  das  Viereck' ^^AJ  ein  Rhombus.  Es 
stehet  demnach  der  TerlSngerte  einfallende  Strahl  SM  senkrecht 
auf  der  Austrittsflfiche  ßC  und  ebenso  steht  der  austretende 
iStrahl  BT  senkrecht  auf  der  Eintrittsfläche  AC.  In  diesem  spe* 
ziellen  Falle  ist  die  resnltirende  Ablenkung  AJN  =  m  -|-  n  =  2m 
und  da/i  =  /?-t-y  =  2j3  =  2ffii,  so  hat  man  auch  AJN  =  p. 

Aus  jedem  Stoffe  von  mittlerem  BrechungsTcrmo^en  lässt 
sich  daher  ein  Prisma  herstellen,  dessen  Ablenkung  gleich  ist 
seinem  brechenden  Winkel.  Der  brechende  Winkel,  bei  dem  dieser 
Fall  eintritt,  ist  aber  offenbar  gleich  dem  Exponentialwinkel  SAz 
des  Stoffes,  denn  es  stehen  ja  die  Schenkel  des  einen  senkrecht 
auf  jenen  des  anderen. 


§.  17.  Konstruktion  des  aus  einem  Prisma  austretenden 

Lithtstrables. 

Von  dem  leuchtenden  Punkte  O  falle  ein  StraM  OA  auf  die 
Prismenfläche  nm  (Fig.  30);  geschieht  die  Brechung  enm  Einfalls* 
lothe,  so  sei  AB  der  gebrochene  Strahl.  Fär  die  Austrittsfläcbe 
qn  des  Prisma  spielt  der  Durcbschnittspunkt  B  (oder  da:s  de# 
Eintrittsfläche  entspreehende  Bild  von  O)  ganz  die  Rolle  des 
Objektes;  verlängert  man  daher  den  gebrochenen  Strahl  AB^  bis 
er  die  Austrittsfläefae  In  C  schneidet,  so  stellt  BC  bezüglich  dieser 
letzteren  den  emfatlend^i  Strahl  vor.  2ieht  matf  nun  von  C  die 
zu  OA  Parallele  CA  so  hat  man: 

BA  _BC  _ 
UA-^CD^^' 

&s  wird  hier  vorausgesetzt,  dass  das  Prisma  ringsherum  von 
demselben  Medium  z*  B.  Luft  umgeben  sei.  Wflrde  man  sieh  niiit 
die  Austrittsfläche  zuerst  in  der  Lage  rsWtnn  denken,  so  v^de 
bC  nicht  nur  die  Grösse,  sondern  auch  die  Richtung  des  aus- 
tretenden Strahles  angeben.  Indem  man  aber  ts  durch  Drehung 
um  den  Pnnkt  C  in  die  Lage  ^>bringt,  so  wird  dadurch  die 
GrSsse  BC  des  einfallenden  Strahles  nicht  geändert,  und  es^  wird 


KHdelkn:    Die  Geseüe  der  Uchtörechung,  135 

d8#  auch  der  gebrochene  seine  frflhere  GrOsse  ^  DC  beibehalten, 
iroM  aber  wird  durch  eine  solche  Drehung  die  Richtung  des  aas- 
tretenden Strahles  eine  Aenderung  erfahren.  Man  bekommt  diese 
Richtung,  wenn  man  von  dem  Punlite  B  die  BK\_qn  zieht,  hier- 
auf mit  CD  als  Halbmesser  um  C  einen  ßogen  beschreibt,  der 
jene  Senkrechte  in  M  schneidet.  Verbindet  man  dann .  den 
Omrchschnittspunkt  M  mit  dem  Austrittspunkte  C^  so  gibt  die 
Linie  CM  jetzt  nicht  nur  die  Grosse,  sondern  auch  die  Richtung 
des  austretenden  Strahles.  BeGndet  sich  in  der  Richtung  dieses 
letzteren  z.  B.  in  F  das  Auge,  so  sieht  es  den  leuchtenden  Punkt 
an  dem  Orte  üf. 

Der  Winkel  RBA,  welchen  der  gebrochene  Strahl  AB  mit 
der  ersten  Normalen  BB  bildet,  ist  bekanntlich  gleich  dem  Bre- 
chuogswinkei  fi  an  der  ersten  Fläche;  der  Winkel  ^£fA^  aber,  den 
derselbe  gebrochene  Strahl  mit  der  anderen  Normalen  BK  bildet, 
ist  gleich  dem  Einfallswinkel  y  an  der  Austrittsfläcbe.  Da  nun 
RBKzsLp  ist,  so  ist  auch^/?-f  y=/^* 

Fällt  die  Richtung  des  gebrochenen  Strahles  AB  ausserhalb 
des  Winkels  RBK  z.  B.  rechts,  so  wechselt  y  das  Zeichen,  llllt 
sie  links,    so  wechselt  §  das  Zeichen. 

Dass  der  Winkel  ROA  =  RDC  den  Einfallswinkel  bezfiglich 
der  ersten  Fläche  bedeutet,  Ist  bekannt:  ebenso  bedeutet  der 
Winkel  FMK  den  Austrittswinkel  bezüglich  der  aweiten  Fläche, 
da  er  r=  FCy  Ist,  und  der  Winkel  DCM  stellt  die  durch  das 
Prisma  bewirkte  Ablenkung  vor.  So  haben  alle  Elemente  des 
Viereckes  BDCM  ihre  ganz  bestimmte  Bedeutung. 

Denkt  man  sich  den  brechenden  Winkel  p  in  stetigem  Wach- 
sen begriffen,  so  wird  dadurch  die  Senkrechte  BK  um  den  Punkt 
B  schraubentmks  gedrehet  und  sie  wird  schliesslich  den  aus  C 
mit  dem  Halbmesser  CD  beschriebenen  Kreis  tangiren.  Das  Bild 
des  leuchtenden  Punktes,  das  anfönglich  bei  paralleler  Lage  der 
Flächen  in  D  war,  wird  also  den  Kreisbogen  zurfieklegea,  der 
iwischen  D  und  dem  gedaehten  Berührungspunkte  liegt.  Letz- 
terer Berührungspunkt  fällt  natOrlich  bereits  in  die  AostrIttstSche 
des  Prisma. 

Man  denke  sich  jetzt  zwei  Strahlen  OA  und  OB  (Fig.  31), 
welche  gleichweit  v^m  der  Normalen  OR  abstehen  und  von  dem 
leachteaden  Punkte  O  herkommen.  Die  ihnen  entsprechenden 
gebrochenen  BE  und  AE  werden  in  dem  nemlichen  Punkte  E 
die  Normale  schneiden. 

Es  sei  nun  die  Austrittsfläohe  pn  in  der  Art  gegen  die  Ein» 
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trittsfläche  geneigt,  dass  das  von  E  auf  dieselbe  gefällte  Perpen» 
dikel  EK  ausserhalb  des  Winkels  REA  und  zwar  rechts  da- 
von falle. 

Bezüglich  der  Austrittsfläche  sind  ECund  ED  die  einfallenden 
Strahlen.  Zieht  man  demnach  DF\\BO  und  ist  ebenso  CG\\AO\ 
so  stellen  DF  und  CG  die  Grossen  der  austretenden  Strahlen 
vor.  Beschreibt  man  also  mit  DF  um  D  einen  Bogen^  so  schneidet 
er  die  Senkrechte  in  JV,  und  wenn  man  ebenso  mit  CG  um  C 
einen  Bogen  beschreibt^  so  schneidet  er  eben  diese  Senkrechte  in 
dein  höheren  Punkte  M,  Der  bei  C  austretende  Strahl  lässt  also 
den  leuchtenden  Punkt  an  dem  Orte  M^  der  bei  D  austretende 
an  dem  Orte  JS  erscheinen. 

Schon  früher  wurde  dargelegt,  dass  die  an  der  ersten  Fläche 
gebrochenen  Strahlen  in  verschiedenen  Punkten  die  verlängerte 
Normale  OR  schneiden.  Ein  unterhalb  dieser  Fläche  und  noch 
innerhalb  des  brechenden  Mediums  befindliches  Auge  würde  deo 
leuchtenden  Punkt  immer  an  einer  solchen  Durchschnittsstelle 
sehen.  Diese  Durchschnittspunkte  sind  also  als  Orte  der  Bilder 
zu  betrachten  und  es  gibt  demnach  von  dem  leuchtenden  Punkte 
O  unzählige  Bilder ,  welche  alle  in  der  verlängerten  Normalen 
OR  liegen.  E  ist  ein  solches  Bild.  Durch  die  Brechung  an  der 
Austrittsfläche  wird  nun  dieses  Bild  in  zwei  andere  M  und  N 
aufgelöst,  welche  beide,  wie  schon  gesagt  wurde,  in  der  nemlicben 
von  E  auf  die  Austrittsfläche  gefällten  Senkrechten  liegen. 

Lässt  man  den  brechenden  Winkel  des  Prisma  successive 
wachsen,  so  bekommt  die  Senkrechte  Lagen,  deren  Abstand  von 
C  und  D  immer  grösser  wird;  die  Folge  wird  sein,  dass  sich 
sowohl  das  Bild  N  als  auch  M  immer  mehr  der  Aastrittsfläche 
nähern  wird.  Kommt  iV  in  die  letztere  zu  liegen,  so  ist  der  in  D 
austretende  Strahl  im  Begriffe  total  reflektirt  zu  werden.  Das- 
selbe Schicksal^  nur  später,  trifft  natürlich  den  in  C  austretenden 
Strahl.  Der  von  O  auf  die  erste  Fläche  fallende  Strahl  OB  ge- 
hört  offenbar  der  offenen  Parthie  und  der  andere  OA  der  mitt- 
leren Parthie  an. 

Die  angestellte  Betrachtung  bezieht  sich  natürlich  nur  auf 
den  Fall,  wo  eine  offene  Parthie  überhaupt  möglich  Ist,  wenn  also 
der  brechende  Winkel  nicht  zu  gross  und  auch  der  Abstand  des 
leuchtenden  Punktes  vom  Prisma  nicht  zu  beträchtlich  ist. 

Unter  dieser  Voraussetzung  wird  es  unter  den  Bildern,  welche 
durch  Brechung  an  der  Eintrittsfläche  entstehen,  und  in  der  Nor- 
malen   OR  liegen   (Eintrittsbilder),  unzählige  geben,    von    denen 
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«in  jedes  in  Folge  der  Brechung  an  der  Anstrittsfläcbe  in  zwei 
andere  anfgeldet  wird  (Aaetrittebiider).  Aber  jedes  solche  Bilder- 
paar wird  natfirlich  in  einer  anderen  Senkrechten  liegen. 

Jedes  Eintrittsbild  ist  f3r  die  AnstrittsflSche  als  Object  zu 
betrachten,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  von  demselben,  nicht 
wie  von  dem  leuchtenden  Punkte  selbst,  Strahlen  radienartig  nach 
allen  möglichen  Richtungen  ausgesendet  werden,  sondern  in  wie* 
fem  die  Betrachtung  sich  bloss  auf  eine  senkrecht  gegen  die  bre« 
ehende  Kante  gelegte  Ebene  bezieht,  sendet  ein  solches  Bild  nur 
einen,  oder,  wenn  auch  eine  offene  Parthie  vorhanden  ist,  zwei 
Sirahlen  aus. 

Das  Eintrittsbild,  welches  dem  normal  auffallenden  Strahle 
OR  entspricht,  sendet  selbst  in  dem  letzteren  Falle  nur  einen 
Strahl  aus  und  kann  daher  auch  nur  ein  Austrittsbild  geben. 
Man  (alle  nun  von  dem  leuchtenden  Punkte  O  (Fig.  32)  die  Senk- 
rechte Oz  auf  die  Eintrittsfläche  mn  des  Prisma  und  verlängere 
sie  nach  aufwärts,  so  liegen  in  dieser  Senkrechten,  wie  bereits 
bekannt,  alle  Emtrittsbilder.  Unter  diesen  Bildern  wird  eines, 
nemlich  r  dem  leuchtenden  Punkte  am  nächsten  liegen.  Es  ent- 
spricht dieses  Bild  demjenigen  aufTallenden  Strahle,  der  die  Ein- 
trittsfläche mn  normal  trifft,  für  welchen  also  der  Einfallswinkel 
=  0  Ist.  Die  übrigen  Eintrittsbilder,  wie  s^  ty  u  etc.  mögen  auf 
der  Strecke  tu  liegen.  Ist  nun  qn  die  Austrittsfläebe  des  Prisma, 
so  bat  man  von  jedem  Eintrittsbilde  eine  Senkrechte  auf  diese 
Fläche  zu  ziehen.  Es  seien  demnach  rA,  «t,  ik  und  ug  solche 
Perpendikel.  Gemäss  dem  zuvor  Gesagten  wird  nun  jedes  Ein- 
trittsbild durch  die  Brechung  an  der  Austrittsfläche  in  zwei  an- 
dere Bilder  aufgelost,  welche  beide  in  der  dem  Eintrittsbilde  zu* 
gehörigen  Senkrechten  liegen.  So  wird  s  aufgelüst  in  die  Bilder 
b  und  e;  ebenso  entsprechen  die  Austrittsbilder  c  und  f  dem 
Eiotrittsbilde  i  und  die  Austrittsbilder  d  und  g  sind  auf  u  zu 
beliehen.  Nur  das  Eintrittsbild  r  gibt  auch  nur  ein  einziges  Aus«* 
trittsbild  a. 

Die  Linie,  in  welcher  die  Austrittsbilder  liegen,  bestehet  dem- 
nach aus  den  zwei  Aesten  ad  und  ag  und  Alles  deutet  darauf, 
dass  diese  Aeste  Kurven  seien.  Der  Ast  ag  geh5rt  offenbar  der 
offenen  Strahlenparthie  an,  während  der  andere  ad  den  Strahlen 
der  mittleren  und  der  Kantenparthie  seine  Entstehung  verdankt. 

Die  auf  die  Austrittsfläche  gefällten  Perpendikel  bilden  In 
ihrer  Gesammtheit  das  Trapez  rtthg,  Vergr5ssert  man  successive 
den  brechenden  Winkel  p  des  Prisma,  so  erleidet  jedes  dieser 
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Perpendikel  eine  entsprechende  Drehung  um  denjenigen  Punkt, 
▼on  welchem  es  gefällt  wurde,  also  x.  B.  th  um  den  Punkt  r  etc. 
In  Folge  dessen  rficken  die  Perpendikel  immer  mehr  auseinander 
und  die  Hohe  hg  des  Trapezes  selbst  wird  immer  grosser.  Ist 
^=^0»  gehet  also  das  Prisma  in  ein  von  parallelen  Ebenen  be- 
grenztes Medium*  über«  so  ist  auch  Ajr  =  0  und  es  fallen  dann 
alle  Perpendikel  in  die  von  dem  leuchtenden  Punkte  O  gezogene 
Normale  Oz. 

Mit  der  Vergrösserung  von  p  wird  zuerst  das  Austrittsbild 
g  verschwinden,  und  dann  der  Reihe  nach  die  höheren  Bilder  f, 
e,  a  etc.»  indem  sie  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Austrittsfläche 
nähern. 

Hat  also  das  Prisma  einen  so  grossen  brechenden  Winkel, 
dass  die  offene  Strahlenparthie  wegKllt,  so  fehlt  der  Ast  ag  der 
Kurve  ganz  und  das  Bild  a,  welches  den  Scheitel  der  Kurre 
bildet,  kommt  bereits  in  die  Austrittsfläche  zu  liegen.  Bei  wei* 
terer  Vergrösserung  von  p  wird  auch  der  Ast  ad  abnehmen  und 
zwar  von  a  angefangen. 

Die  Hohe  hg  des  Trapezes  wird  sich  übrigens  auch  ändern 
z.  B.  grosser  werden  müssen,  wenn  man  den  leuchtenden  Punkt 
weiter  vom  Prisma  entfernt.  In  diesem  Falle  erleiden  aber  die 
Perpendikel  keine  Drehungen  um  die  Punkte,  von  denen  sie  ge- 
fällt werden,  sondern  die  gedachte  Aenderung  rührt  von  dem  Um- 
stände her,  dass  die  Eintrittsbilder  r,  s,  f,  u  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  relativ  weiter  auseinander  rücken. 

Da  ferner  die  Eintrittsbilder  für  gleiche  Aenderungen  des 
Einfallswinkels  ungleiche  relative  Abstände  haben  und  da  diese 
Abstände  von  r  gegen  ti  im  Allgemeinen  wachsen,  so  wird  auch 
der  relative  Abstand  der  Perpendikel  von  h  gegen  g  im  Allge* 
meinen  zunehmen.  Die  Beschaffenheit  der  Austrittsbilder  •  Kurve 
hängt  übrigens  auch  ab  von  der  Natur  des  Mediums,  in  welches 
die  Strahlen  aus  dem  Prisma  eintreten.*  Diess  wird  aus  Folg^i* 
dem  erhellen. 

Gesetzt  wir  haben  ein  von  parallelen  Ebenen  begrenztes  Me- 
dium vor  uns,  so  erreicht  der  Einfallswinkel  an  der  Austrittsfläche 
seinen  Maximumwerth ,  wenn  der  Einfallswinkel  an  der  Eintritts- 
fläche =  90^  ist  Jener  Maximumwerth  des  Einfallswinkeis  an 
der  Austrittsfläche  kann  jedoch  beliebig  erhöhet  werden ,  wenn 
durch  Drehung  der  letzteren  das  Medium  die  Gestalt  eines  Prisma 
erhält.  Ist  das  Prisma  aus  Glas  und  bezeichnet  man  den  Stoff, 
weicher  die  Strahlen  von  demselben  empfängt,  allgemein  mit  7*, 
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so  sei  «I  der  Brechnngs-Exponent  fiSr  den  Uebergang  des  Lichtes 
aas  dem  Crlase  in  diesen  Stoff  T.  Man  wird  sich  im  Allgemeinen 
n<l  and  aach  Tariabel  denken  kunnen,  wenn  man  die  Absieht 
hat  T  zd  wechselt.  Der  leuchtende  Punkt  selbst  mag  sich, 
in  der  Luft  oder  in  einem  anderen  von  T  Terschiedenen  Stoffe 
befinden. 

Ist  nun  an  der  Austrittsfläche  des  Prisma  der  Einfallswinkel 
==  ce  und  der  Brechungswinkel  =  ß^  so  hat  man: 

sina 

-r— %  =  9t  und 
sinp 

.    ^       sin  a 
sinp  =  

Wenn  nun  der  brechende  Winkel  des  Prisma  von  der  Art 
ist,  dass  er  Wertbe  von  a  zulässt,  fiir  weiche  sina>f»  ist»  so 
werden  alle  jene  Strahlen  >  bei  denen  diese  letztere  Bedingung 
Platz  greift,  total  reflektirt.  Wenn  aber  ffir  alle  zulässigen  Werthe 
von  a  stets  sina<n  verbleibt,  so  findet  keine  totale  Reflexion 
Statt.  In  diesem  letzteren  Falle  wird  der  Ast  ag  der  Kurve  ganz 
unverkürzt  verbleiben ;  er  wird  auch  nicht  bis  an  die  Austritts« 
fläche  reichen.  Die  Divergenz  der  beiden  Aeste  ad  und  ag  wird 
sich  natürlich  nach  dem  Wertbe  von  n  richten  müssen  und  sie 
wird  desto  geringer,  je  mehr  sich  n  der  Einheit  nähert 

Man  stelle  sich  wiederum  ein  Prisma  mnq  (Fig.  33)  z.  B. 
aus  Crowngias  vor  und  es  sei  an  der  Austrittsfläche  qn  der  Bre- 
elHings-Exponent  n>l;  es  finde  also  an  dieser  Fläche  eine  Bre- 
chung zum  Einfallslothe  Statt,  wie  diess  der  Fall  wäre>  wenn  die 
Strahlen  aus  diesem  Prisma  unmittelbar  in  ein  anderes  aus  Ftiut- 
glas  eintreten  müssten.  Alsdann  sei  O  ein  leuchtender  Punkt; 
man  ziehe  in  Gedanken  die  einfallenden  Strahlen  oa  und  o6,  die 
mit  der  Normalen  oz  gleiche  Winket  bilden;  die  ihnen  entspre- 
chenden gebrochenen  seien  ae  und  6e,  welche  beide  in  dem  nem- 
lichen  Punkte  e  die  Normale  treffen,  so  dass  also  e  das  ent» 
sprechende  Eintrittsbild  vorstellt  Nun  fölle  man  von  diesem  Bilde 
die  efj^qn  und  verlängere  auch  ae  und  be  nach  abwärts,  bis  qn 
davon  in  c  und  d  geschnitten  wird.  Alsdann  sind  ec  und  ed  für 
die  Austrittsfläche  als  einfallende  Strahlen  zu  betrachten.  Da  nun 
hier  eine  Brechung  zum  Einfallslothe  Statt  findet,  so  wird  dem 
einfallenden  Strahle  ce  der  gebrochene  cg  entsprechen,  welcher 
das  Perpendikel  oberhalb  des  Eintrittsbildes  in  g  trifft  und  ebenso 
wird  ed  den  gebrochenen  dh  geben,  welcher  dasselbe  Perpendikel 
bekanntlich  in  einem  höheren  Punkte  h  schneiden  wird.    Es  sind 

10» 
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nun  aber  g  und  h  die  Anstrittsbilder,  in  weiche  sich  hier  wie- 
demm  das  Eintrittsbild  e  aufluset.  Da  dieses  nun  von  jedem  an- 
deren Eintrittsbilde  gilt,  so  werden  wir  in  diesem  Falle  die  Karve 
xvy  (Fig.  32)  erhalten,  welche  links  von  der  Normalen  oz  liegt. 
Der  Ast  vy  wird  der  offenen  Strahlenparthie  angeboren,  der  andere 
vx  den  beiden  anderen. 

Am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  muss  ich  noch  eines  Um- 
Standes  Erwähnung  thun,  der  auf  gewisse  Erscheinungen  Ein- 
fluss  haben  dfirfte. 

Die  Austrittsbilder-Kurve  wird  nemlich  durch  eine  Aenderung 
im  Brechungsvermogen,  selbst  wenn  diese  gering  sein  sollte,  der 
Lage  und  Ausdehnung  nach  bedeutend  modifizirt.  Es  sei  wiederum 
O  ein  leuchtender  Punkt  (Fig.  34)  und  ffir  den  einfallenden  Strahl 
OA  sei  AB  der  entsprechende  gebrochene.  Wird  der  letztere 
nach  abwärts  b|s  E  verlängert,  so  gibt  die  zu  AO  parallele  ED 
die  GrOsse  des  austretenden  Strahles  und  wenn  man  mit  ED  den 
Bogen  Du  beschreibt,  so  schneidet  dieser  die  von  B  auf  pl  ge- 
ßlllte  Senkrechte  BH  in  u.  Es  ist  somit  u  das  entsprechende 
Austrittsbitd. 

Denkt  man  sich  nun  das  Prisma  aus  einem  stärker  brechenden 
Stoffe  bestehend,  so  sei  AC  der  deqa  einfallenden  Strahle  OA 
entsprechende  gebrochene,  welcher  nach  abwärts  verlängert  in  F 
die  Austrittsfläche  trifft.  Die  zu  OA  parallele  FG  wird  jetzt 
wieder  die  Grosse  ^es  austretenden  Strahles  vorstellen  und  wenn 
man  damit  den  Bogen  Gv  beschreibt,  wird  das  von  C  gefällte 
Perpendikel  CJ  in  v  geschnitten,  so  dass  jetzt  v  das  entsprechende 
Austrittsbild  ist 

In  Folge  der  Aenderung  des  Brechungs- Exponenten,  haben 
sich  gleichzeitig  drei  andere  Umstände  und  zw^r,  was  die  Wir- 
kung anbelangt,  übereinstimmend  geändert.    Nemlich: 

1®.  Das  Perpendikel  Ist  aus  der  Lage  BH  in  die  Lage  CJ 
gekommen ; 

2^.  Der  Mittelpunkt  des  zu  beschreibenden  Bogens  ist  von 
E  nach  F  verschoben  und 

3^.  Der  Halbmesser  des  zu  beschreibenden  Bogens  selbst 
ist  kleiner  geworden,  denn  die  vierseitige  Figur  GDEF  ist  ein 
Trapez,  worin  GF<,DE. 

Alle  diese  Umstände  haben  zur  Folge,  dass  die  durch  das 
Prisma  bewirkte  Ablenkung  eine  sehr  bedeutende  VergrSsserang 
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erleidet     In   Folge    davon  wird   auch    die  Aastrittsbilder  -  Kurve 
eine  bedeutende  Aenderung  erfahren  müssen. 


§.  18.    Construktion  gebrochener  Strahlen  an  einer 
sphärisch  gekrümmten  Fläche. 

Es  sei  (Fig.  35)  die  Oberfläche  pq  eines  zum  Einfaüslothe 
brechenden  Mediums  sphärisch  gekrümmt  und  ihre  konvexe  Seite 
dem  leuchtenden  Punkte  O  zugekehrt.  Man  verbinde  den  leuch- 
tenden Punkt  mit  dem  Centro  c  der  Kugelfläche  (welche  Verbin- 
dungslinie die  Axe  heissen  mag)  und  lege  zu  dem  Punkte  AT,  in 
welchem  letztere  von  der  Axe  getroffen  wird,  die  tangirende 
Ebene  mn. 

Ein  von  O  kommender  Strahl  od  trifft  die  Kugelfläche  in  d, 
während  er  die  tangentielt  gelegte  Ebene  in  r  durchschneidet  Um 
nun  den  gebrochenen  Strahl  für  den  Einfallspunkt  d  zu  kon* 
strairen,  wollen  wir  ihn  zuerst  ßlr  den  Punkt  r  ausmitteln,  wie 
wenn  mn  die  Trennungsfläehe  wäre.  Unter  dieser  Voraussetzung 
wird  also  or  der  einfallende  Strahl  sein  und  der  diesem  entspre- 
chende  gebrochene  sei  re. 

Für  das  Element  d  der  krummen  Fläche,  das  wir  uns  zuerst 
parallel  zu  mn  denken  wollen»  ist  od  der  einfallende  Strahl  und 
der  entsprechende  gebrochene  db  wird  natürlich  parallel  zu  re  sein. 

Jetzt  wollen  wir  das  Element  d  wiederum  zurückdrehen,  so 
dass  es  mit  der  zu  eben  diesem  Punkte  d  der  krummen  Fläche 
gelegten  Tangente  di  zusammenfallt 

Durch  diese  letztere  Drehung  wird  die  Grösse  des  einfallen- 
den Strahles  od  nicht  geändert,  also  wird  auch  der  gebrochene 
die  Grösse  =€i[A  beibehalten;  aber  seine  Richtung  wird  geändert, 
denn  es  ist  jetzt  die  tangirende  Ebene  di  als  Trennungsfläehe  zu 
betrachten.  Man  muss  daher  von  o  die  oi^di  fallen,  diese 
Senkrechte  nach  aufwärts  verlängern  und  mit  dh  als  Halbmesser 
um  den  Punkt  d  einen  Kreisbogen  beschreiben,  der  jene  Senk- 
rechte in  f  schneidet.  Verbindet  man  nun  f  mit  d,  so  gibt  diese 
Verbindungslinie  fd  nicht  nur  die  Grösse,  sondern  auch  die  Rich- 
tung des  an  der  Stelle  d  der  krummen  Fläche  gebrochenen 
Strahles.  Verlängert  man  diesen  gebrochenen  Strahl  df  nach 
aufwärts,  so  schneidet  er  die  Axe  in  ff.  —  Es  werden  also  hier 
von  dem  leuchtenden  Punkte  unzählige  Bilder  entstehen,  von 
denen  jedes  in  einer  anderen  Senkrechten  liegt.  Diese  Bilder 
werden  in  ihrer  Gesammtheit  eine  trichterartig  gekrümmte  Fläche 
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bilden,  deren  Eigenschaften  zu  erforschen,  nicht  uninteressant 
sein  dürfte.  Ebenso  dürfte  es  nicht  unwichtig  sein,  die  Aenderung 
des  Winkels  ogd,  den  der  gebrochene  Strahl  mit  der  Axe  bildet, 
beim  Uebergange  von  einem  Strahle  zum  anderen  kennen  zu  lernen. 


§.   19.     Brennweite  einer  sphärisch  gekrümmten 

Trennungs  fläche. 

»Es  sei  TS  (Fig.  36)  die  sphärisch  gekrümmte  Trennnngsfläcbe 
zweier  Medien,  deren  convexe  Seite  dem  leuchtenden  Punkte  O 
zugekehrt  ist  und  es  sei  auch  m  >  1.  Wird  nun  der  Strahl  OB 
in  der  zur  Axe  parallelen  Richtung  Bx  gebrochen,  so  ist  sein 
Einfallswinkel  =  OBx  und  sein  Brechungswinkel  =  zBC^=^by  da 
BC  den  Krümmungshalbmesser  der  Trennungsfläche  bedeutet. 

Zieht  man  zo  B  die  Tangente  Bu,  ftilt  dann  von  O  die 
OKX^Bu  ond  verlängert  dieses  Perpendikel  OK  nach  aufwärts, 
bis  es  die  ebenfalls  nach  aufwärts  verlängerte  Richtung  Bi  des 
gebrochenen  Strahles  in  D  schneidet»  so  stellt  BD  die  GrOsse 
des  gebrochenen  Strahles  vor. 

Der  Winkelabstand  des  Elementes  B  von  der  Axe  ist  =sBCE 
=s  a  und  da  Bz  parallel  zur  Axe  angenommen  wurde,  so  ist 
b  =  to.    Wir  haben  daher; 

sin  OBx 

; SS  m. 

sino 

Diese  Gleichung  gibt  die  Bedingung ,  unter  welcher  die  ge* 
brochenen  Strahlen  parallel  zur  Axe  sind.  Man  kann  fSr  m  be* 
liebige  Wertbe  zwischen  den  Grenzen  o>  =s  0  und  c»  =  G  ein- 
setzen, wo  G  den  Grenzwinkel  für  das  Medium,  in  welches  die 
Strahlen  eintreten,  bedeutet. 

Auch  ist  die  vierseitige  Figur  ODBC  ein  Parallelogramm  und 
somit  die  Seite  BD  desselben,  welche  die  Grosse  des  gebrochenen 
Strahles  darstellt,  =  OC,  d.  h.  die  Grösse  des  parallel  zur  Axe 
gebrochenen  Strahles  ist  gleich  dem  Abstände  des  leuchtenden 
Punktes  vom  Krümmungsmittelpunkte. 

Betrachten  wir  nun  einen  anderen  einfallenden  Strahl  OF» 
welcher  der  Axe  näher  liegt,  als  OB,  und  welcher  innerhalb  des 
Mediane  die  Richtung  Fif  einschlägt.  Man  wird  die  entsprechende 
GrSsse  des  gebrochenen  Strahles  auf  dieselbe  Art  finden  wie 
vorhin,  wenn  man  von  O  auf  die  Tangente  Ft  das  Perpendikel 
OL  fällt,  hierauf  dieses  und  noch  Fy  verlängert,  bis  sie  sich  in 


Eudelha:    Die  Gesetze  der  Ucht^reckung.  143 

J  scbneideD.  Es  ist  dano  FJ  die  GrSsse  des  dem  einfalleDden 
Strahle  OF  eotsprechendeD  gebrochenen.  Allein  die  vierseitige 
Figar  OJCF  ist  jetzt  kein  Parallelogramm  mehr,  sondern  ein  Tra« 
pez;  denn  da  OF'^OB,  so  wird  auch  FJ'^OC  sein  müssen. 
Die  FJ  wird  also  oberhalb  der  Trennungsfläche  die  Axe  schneiden, 
und  somit  nach  abwärts  verlängert,  mit  ihr  divergiren. 

Zieht  man  ferner  auch  noch  den  einfallenden  Strahl  OH,  der 
weiter  von  der  Axe  absteht,  als  OB,  und  konstruirt  man  auch  in 
diesem  Falle  die  vierseitige  Figur,  so  wird  sie  ebenfalls  ein  Trapez 
seio,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  jetzt  die  Seite  desselben, 
welche  die  Grosse  des  gebrochenen  Strahles  darstellt,  grosser  als 
OC  sein  muss,  weil  ja  auch  OH^  OB  ist  Die  Richtung  des 
gebrochenen  Strahles  wird  also  jetzt  unterhalb  der  Trennungsfläche 
die  Axe  schneiden  und  folglich  mit  dieser  nach  abwärts  kon- 
▼ergiren. 

Ringsherum  um  die  Axe  gibt  es  unzählige  einfallende  Strahlen, 
die  eine  ähnliche  Lage  haben,  wie  OB.  Alle  diese  bilden  den 
Mantel  eines  Kegels,  dessen  Scheitel  O  ist,  und  die  zugehörigen 
gebrochenen  werden  den  Mantel  eines  Zylinders  bilden.  ~  Alle  ge- 
brochenen Strahlen,  die  innerhalb  dieses  zylindrischen  Mantels 
liegen,  divergiren  nach  abwärts  mit  der  Axe  und  alle,  welche 
ausserhalb  desselben  liegen,  konvergiren  nach  abwärts  mit  ihr. 

Nehmen  wir  an,  für  das  Element  H  sei  der  Winkelabstaiid 
ffCE  =  G  und  der  in  H  einfallende  Strahl  OB  werde  nach  Bf 
gebrochen;  drehet  man  nun  diesen  einfallenden  Strahl  O/fschrau- 
benrechts  um  den  Einfallspunkt  B,  bis  er  in  die  Lage  BM  kommt, 
so  wird  die  Wirkung  einer  solchen  Drehung  dieselbe  sein,  als 
wenn  man  den  leuchtenden  Punkt  näher  an  die  Trennungsfläche 
nach  M  versetzt  hätte,  aber  alsdann  wird  auch  die  Richtung  Bf 
des  gebrochenen  Strahles  schraubenrechts  sich  drehen  und  in  die 
Lage  Bi  kommen,  welche  letztere  Lage  wir  als  parallel  zur  Axe 
annehmen  wollen.  Es  ist  dann  CBi  =  BCE  =  G  und  so  muss 
^der  Einfallswinkel  für  den  Strahl  MB  bereits  90^  betragen,  d.h. 
dieser  Strahl  berührt  die  Trennungsfläche  in  dem  Punkte  B,  Das 
Element  B  ist  demnach  das  von  der  Axe  entfernteste,  das  über« 
baupt  Qoch  einen  einfallenden  Strahl  parallel  zu  ihr  zu  brechen 
vermag.  Zieht  man  von  B  auf  die  Axe  eine  Senkrechte  BP  und 
beschreibt  mit  ihr  als  Halbmesser  einen  Kreis  um  den  Punkt  P, 
so  uniCasst  dieser  Kreis  alle  Elemente  der  krummen  Fläche,  welche 
parallel  zur  Axe  gebrochene  Strahlen  geben  können,  für  welche 
es  also  überhaupt  eine  Brennweite  gibt.  Aus  dem  Dreiecke  BPC 
erhält  man: 
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HP=BC.anBCP 

oder,  dfi  ffC^^r  iat,  HP=T.8iuG,    Nun  ist  aber 

sinW_     1 
8inG  -S^-*^ 


Nlbcrn  wir  den  lencblenden  Punkt  ran  dem  Orte  lU,  nenn 
noch  DUT  uro  «ehr  wenig  der  Trennungsflüclie ,  so  werden  nchon 
alle  Strahlen,  weiche  von  dem  ienchtenden  Panicte  auf  die  Tren- 
nnngsfläclie  fallen,  nach  erlittener  Brechung  mit  der  Axe  nach 
abwSrts  dirergrren.  Zugleich  mass  bemerkt  werden,  dass  aladann 
ein  von  dem  leuchtenden  Punkte  tangentiell  zur  Trennungsfliche 
gezogener  Strahl,  diese  nicht  mehr  in  H,  sendern  in  einem  der 
Axe  nSheren  Punkte  berühren  wird.  Das  Element  ff  wird  somit 
anwirksam  und  es  werden  desto  mehr  Elemente  unwirksam  werden, 
je  mehr  die  Annähernng  des  leuchtenden  Punktes  an  die  Tren- 
nongsflSche  betrügt. 

Als  sich  der  leuchtende  Punkt  an  dem  Orte  M  befand,  war 
B  dasjenige  Element,  dessen  gebrocheDer  Strahl  parallel  zur  Axe 
war.  Entfernen  wir  jetzt  den  leuchtenden  Punkt  allaiälig  Ober  M 
US  von  der  Trennungsfläcbe,  so  werden  nach  und  nach  immer 
!r  der  Axe  liegende  Elemente  an  die  Reibe  kommen  parallel 
hr  gebrochene  Strahlen  zu  liefern  und  scbllesslicb,  wenn  der 
btende  Punkt  in  iV  ankommt,  wird  der  Zylinder,  dessen  Mantel 
den  zur  Axe  parallel  gebrochenen  Strahlen  gebildet  wird,  und 
«0  Basis  An&ngs  den  Halbmesser  =  HP  hatte,  zu  einer 
Ben  Linie  zusammenschrumpfen.  Von  da  nn  werden  alle 
hien,  welche  von  dem  leuchtenden  Punkte  auf  die  Trennungs- 
le  fallen,  nach  erlittener  Brechung  mit  der  Axe  nach  abwSrts 
'ergireo.  -  , 

Nach  diesen  Betrachtungen  wollen  wir  nun  die  Formet  für 
Brennweite  aufstellen. 

In  dem  Dreiecke  OBD  stellt  die  Seite  OB  den  einfalleDden 
BD  den  gebrochenen  Strahl  vor.    Diese  zwei  Seiten  stehen 

ioem  konstanten  VerhSltniase ;  es  ist  stets  BD  =  m.BO. 
absoluten  tirCssen  Andern  sich  aber  von  einem  Elemente  der 

lanngsflSche  zum  anderen.   Die  dritte  Seite  OD  behSIt  anver- 

irlicb  ihre  Grösse  b^,  denn  sie  ist  ja  gleich  dem  Halbmesser 
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BCf  weoD  die  Riebtang  Bz  des  gebrocheoen  Strahles  parallel  zar 
Axe  aogenommeD  wird. 

Wird  der  Brechungswinkel  BDK  ss  6  and  der  Einfallswinkel 
BOKssa  gesetzt,  ^  folgt  aas  den  rechtwinkligen  Dreiecken 
BDK  und  BOK: 

DKssBD.eosb 
OK=:BO.eo8a. 
Somit: 

DK'-OK^z  ODz=BD.coBbSO.eoaa 

Bi} 

OD  =  BD.coBb »cosa. 

m 

Da  ferner  BD  =  OC  und  OD  =:BC=it  ist,  so  hat  man : 

OC 

r=s  OC.eosb .cosa. 

m 

Setzt   man  OE  =  p,   so   ist  OC  =^  OE  +  EC  ^  p  +  r,  somit 
schliesslich: 

T  ,      cos.a 

=s  cos  .6  — 


p  +  r  m 

Durch  di^se  Gleichung  wird  demnach  die  Brennweite  p  bei  ver- 
schiedenen Einfallswinkeln  gegeben. 


Da 

cos 


so  hat  man  auch: 

T         yfnfi — sin^g— Vl--sin*a 
p+r  m 

Für  a  =  0  erhält  man: 

r          m— 1      , 
= und 


Für  a=:90<>aber: 


p=(vi^-0'- 
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beiden  Werthe  der  BreoDweite  eiod  die  Greozwectbe  der* 
selben. 

Nun  wollen  wir  auch  die  Brennweite  einer  konkaven  Fläche 
bestimmen,  an  welcher  das  Licht  vom  Einfallslotbe  gebrocheD 
wird.  Befand  sich  im  vorhergehenden  Falle  der  leuchtende  Punkt 
in  der  Lull  und  war  z.  B.  Wasser  das  Medium»  in  welches  die 
Lichtstrahlen  eintraten,  so  wollen  wir  jetzt  das  Umgekehrte  an- 
nehmen; der  leuchtende  Punkt  befinde  sich  in  Wasser  und  die 
Strahlen  treten  ans  diesem  in  die  Luft  ein.    War  im  ersten  Falle 

der  Brechungs- Exponent  =  m,  so  Ist  er  Im  zweiten  =  —  • 

Es  sei  nun  wieder  rs  (Fig.  37)  die  Trennungsfläche,  die  mit 
ihrer  hohlen  Seite  dem  leuchtenden  Punkte  O  zugekehrt  ist  und 
OB  ein  einfallender  Strahl,  der  nach  seiner  Brechung  die  zur 
Axe  parallele  Richtung  By  annimmt  Ist  C  der  Krfimmungs- 
mittelpunkt  und  zieht  man  den  Radius  CB,  so  ist  der  Winkel 
OBC  =s  a  und  xBy  =  b.  Legt  man  zu  dem  Einfallspunkte  B 
die  Tangente  Bu,  zieht  OKj^Bu  und  verlängert  die  Richtung 
By  des  gebrochenen  Strahles  nach  aufwärts,  bis  das  Perpendikel 
in  D  geschnitten  wird,  so  ist  BD  die  Grösse  des  gebrocbeneQ 
Strahles. 

Aas  .'den  rechtwinkligen  Dreiecken  KOB  und  KDB  folgt, 
wie  vorhin: 

KO  =  OA.cosa 
KD^BD.co8b 
KO  —  KDs=  DO  =  OB.  cosa— AZ>.cos6. 

Da  OD  =  BC=r  und  BD  =  OC  ist,  so  hat  man: 

r=z  OC(i}t.cosa— cos6) 

und  weil  OC^OE — CE-^zff—r  Ist,  bekommt  man  schliesslich: 

r  . 

-7 =  m.  cos  a  — cos  6. 

Man  hat  ferner 

sin*6       V^m*— sin*6 


-, — -      4/",      sin»6 

cosa  =  VI  — sin^a  =  Y  1 ^"  =* 

somit  auch : 


P 


^  r=  V  irf^-  «n«6  —  V  1  -sln«A. 
' — r 
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Pur  6  =  0  ist: 

f         fnr 
''  =m-] 

un4fär  6  =  90«; 

«'  — 

r   '  - 

{.20.    Abstand  desjenigen  Punktes  von  der  Trennnngs- 
fläcbe,  wo  die  Äze  von  irgend  einem  gebrochenen  StrabI 

geschnitten  wird. 

Aucb  bier  wollen  wirdieselben  zwei  Fälle,  wie  im  vorbergebenden 
Paragraphen  der  Betrachtung  unterwerfen.  Es  sei  demnach  wieder 
(Flg.  36)  die  Trennungsfläche  ri,  mit  ihrer  konvexen  Seite  dem 
leuchtenden  Punkte  O  zugekehrt  und  die  Brechung  geschehe  zum 
Einfallslothe.    Der  Halbmesser  der  Trennungsfläche  CE  =  r  sei 
gegeben;  ebenso  wird  die  Lage  des  Einfallspunktes  F  bestimmt 
sein,  wenn  man  den  Centri- Winkel  FCE^z  a>  angibt    Die  Ent- 
fernung des  leuchtenden  Punktes  von  der  Trennungsfläche,  nem- 
lieh  OB  sei  =  u  und  ER  =  ß.    Die  letztere  Distanz  ist  die  Ent- 
fernung des  Punktes  A,  wo  die  Axe  von  der  Richtung  des  ge« 
brochenen  Strahles  FJ  geschnitten   wird.     Verschiebt   man  den 
leuchtenden  Punkt  längs  der  Axe,  so  wird  sich  zunächst  der  Ein- 
fallswinkel FOL  =  a  ändern,   und   in    Folge   dessen  aucb   der 
Brechungswinkel  FJL  =  6.     Beide   diese  Winkel  werden  desto 
mehr  abnehmen,  je  mehr  sich  der  leuchtende   Punkt    entfernt 
Es  wird  dabei  die  Richtung  FJ  des  gebrochenen  Strahles  um  den 
Punkt  F  sich  schraubeniinks  drehen.    Da  nun  der  Winkel  m  als 
konstant  vorausgesetzt  wird  und  yFC  :=  b  anßingllcb  >  o>  ange- 
nommen wird,  so  wird  allmählig,  bei  einer  gewissen  Entfernung 
des  leuchtenden  Punktes  6=10  werden  und  da  wird  die  Richtung 
des  gebrochenen  Strahles  schon  parallel  zur  Axe  s<^in.    Entfernt 
man  den  leuchtenden  Punkt  über  diese  Grenze  hinaus,  so  wird 
i<(o  und.  der   gebrochene  Strahl  schneidet  dann  die  Axe  nicht 
mehr  auf  jener  Seite  der  Trennungsfläche,  wo  sich  der  leuchtende 
Punkt  befindet,  sondern  auf  der  entgegengesetzten.    Auch  muss 
bemerkt  werden,  dass  das  Stuck  OJ  des  Perpendikels  JL,  das 
in  der  Figur  noch  kleiner  als  der  Halbmesser  FC  erscheint,  be- 
ständig wächst,   wenn  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes 
zunimmt    Es  wird  also  OJ  alknäblig  =  FC  und  Uerauf  sogar 
>FC. 

^ 
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1  dem  Dreiecke  RFC  die  JO\\FC  Ist,  so  hat  man: 

FC-.JO  =  CR.OR 

FC~JO:CR—  OR  =  FC:  CR 

FC—JO:OC^FC:CR 

^"-  FC-JO 

J_ l_  JO 

CR— OC     OC.FC 
1  \    _      JO 

oc~cb~  oc.fc 
\oc~crJ'^~oc' 

ntus  jetzt  der  Werth  auf  dieselbe  Weise,   wie  TorhiB, 
elt  werden.    Es  ist: 

JL  =  FJ.eos6 

OL  —  FO.coaa 

JL—  OL  =  JO  =  FJ  .cwb—FO  .KMa 

JO  =  m.FO.coBb~  FO.coaa 

JO  =  FO.(mco»b—cosa). 

Dreiecke  OFC,  noriD  der  Winkel  OFC  mit  a  eupple- 
t,  erhalt  mao : 

FO:OC=amaiaiBtt 
„_       OC. siaa 


ma^mBiab  ist,  so  erhält  man: 
JO       sinn,        ,       cosa. 


(1  1  \    17^      sinw,       ,       cos« 

za-t-r  und  C£  =  ^-(-r  ist,  so  hat  man  schliesslich: 

(1  1   \  .sin  w ,       ,     cos  a. 
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Diese  Formel  stellt  die  Abhängigkeit  zwischen  o  und  ß  vor. 
Beim  Gebrauche  derselben  hat  man  zuerst  dem  u  einen  be- 
stimmten Werth  za  geben ;  hierauf  bandelt  es  sich  darum»  welchen 
einfallenden  Strahl  man  der  Betrachtung  zu  unterziehen  gedenkt 
Das  wird  bestimmt  durc(|i  die  Lage  des  Einfallspunktes  F,  also 
dorch  09,  das  somit  auch  gegeben  sein  muss.  Dadurch  wird  aber 
ancb  a  bekannt»  denn  in  dem  Dreiecke  FOC  sind  zwei  Seiten 
FC  und  OC  sammt  dem  eingeschlossenen  Winkel  co  gegeben, 
folglich  lässt  sich  der  VVink#l  OFC  berechnen ,  der  mit  a  supple- 
mentär ist  Mittelst  des  Brechungs- Exponenten  kann  man  dann 
ancb  b  ermitteln.  Unter  solchen  Umständen  lässt  sich  dann  ß 
als  die  einzige  Unbekannte  durch  Auflösung  der  Gleichung  finden. 

Die  Figur  (Fig.  38}  ist  für  den  Fall  entworfen,  wenn  die 
Trennungsfläche  rs  ihre  hohle  Seite  dem  leuchtenden  Punkte  O 
zukehrt   und    die    Brechung   vom    Einfallslothe    geschieht.     Der 

Brechungs-Exponent  wird=—  sein,  da  er  in  dem  unmittelbar  vor- 

hergehenden  Falle  =  m  gesetzt  wurde  und  der  Gang  des  Lichtes 
jetzt  umgekehrt  ist 

Wird  nun  der  einfallende  Strahl  OF  in  der  Richtung  FR  ge- 
brochen und  fallt  man  von  O  die  OL  senkrecht  auf  die  Tangente 
Fi,  so  ist,  da  CF  den  Krümmungshalbmesser  vorstellt  der  Winkel 
OFCzzFOL  =  a  und  tFR  =  LJF  =  6.  Da  CF||  JO,  so 
hat  man: 

OJ:CF=zOR:CR 

OJ^  CF:  OC  =  CF:  CR 

OC.CF 
^^^  OJ-^CF 

\CR^  OCj'^^^  OC 

Aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  OLF  und  LJF  folgt: 

OL=  OF.  cos  a 

JL  =:JF.  cos  6 

OL-^JLsz  OJzz  OF.  cos a—JF. cos 6 

OF 

OJ  ^=z  OF.coua .cos6 

m 

^  m  ' 


150  Kudelha:    Die  €esei%e  der  Lichtbrechung, 

Aus  dem  Dreiecke  OFC,  worin  der  Winkel  OCF  mit  w  snpple« 
mentir  ist,  folgt: 

OF:  OC  =  sin  w :  sin  a 


0F=  OC.'^^, 


daher: 


« 


^  smco  cosÄ 

OJ  =  OC— — .(cosa ) 

sina   ^  m  ^ 


«  «       •  sin  6  *  ■  ^       ,, 

and  da  sina  = »  so  folgt  weiter: 

m 


Somit: 


O/       sin  CD,  ,^ 

777v=    .    .  (m.eosg — cos6). 
OC      sino  ^  ' 


(cÄ  +  öc)-^^=S^"'-^^*"-^^^^^- 


Da  nun  CR=:CE+ER=r+ß'  und  OC:=^OE-CEr^a'  -^r  ist, 
so  bekommt  man  schliesslich: 

(1              1     \  sina>  . 

37-7 — |-  -f 1  •  r  =    .    ..(m.cosa — coso). 
p  +r  ■  a — r/  sino  ^  ' 

Setzt  man  (]o=:6,  so  wird  sowohl  j3  s  00  als  auch  /}'  =  oo  und 
beide  Formeln  gehen  in  die  für  die  Brennweiten  erhaltenen  über. 


§.21.   Ursachen,  warum  ein  Gegenstand  durch  optische 
Mittel  vergrossert  oder  verkleinert  erscheint 

Es  gibt  mehrere  Umstände,  welche  einen  Gegenstand  ver- 
grossert oder  verkleinert  erscheinen  lassen. 

P.  Schon  ein  von  parallelen  Ebenen  mn  und  pq  begrenztes 
Medium  (Fig.  39)  muss  einen  Gegenstand  AB,  wenn  es  zum  Ein- 
fallslothe  bricht,  vergrossert  erscheinen  lassen;  denn  befindet  sich 
das  Auge  in  O,  so  sieht  es  vermittelst  des  Mediums  den  Gegen- 
stand unter  dem  Gesichtswinkel  =FOE;  beseitigt  man  aber  das 
Medium,  so  ist  für  dieselbe  Lage  des  Auges  der  Gesichtswinkel 
^sAOB.  Nun  ist  aber  der  erstere  Winkel  grosser  als  der  letztere 
und  somit  erscheint  der  Gegenstand  durch  das  Medium  ver- 
grossert.  Aber  diese  Vergrösserung  wird  natGrIich  nur  bei  grös- 
serer Dicke  des  Mediums  wahrnehmbar  sein.  Ist  der  Brechungs- 
Exponent  nt  <  1,  so  wird  das  Medium  verkleinern. 
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2^.  Aach  sehon  die  einmalige  BrecbiiMg  an  einer  ebeaeo 
Trenoangsfläche  mn  (Fig.  40)  wirkt  verkleinernd  oder  vergrGaaerad» 
je  nachdem  m>l  oder  m<l  ist. 

Es  «ei  A  ein  leuchtender  Punkt,  der  auf  mn  die  Strahlen  ABy 
ACf  AD  sendet  Wir  wollen  annebmea,  diese  Strahlen  kommen 
ans  der  Luft  und  treten  in  Wasser  ein»  so  dass  sie  also  zum 
filnfallslothe  gehrochen  werden«  Die  gebrochenen  Strahlen  sind 
demnach  J56,  Cc^  Dd. 

Wurde  sich  das»  Innerhalb  des  Wassers  befindliche  Auge» 
qoeer  gegen  die  Richtungen  der  gebrochenen  Strahlen  von  O  nach 
x  bewegen»  so  wfirde  es  den  leuchtenden  Punkt  nacheinander  In 
b,  c»  d  sehen.  Wir  wollen  aber  das  Auge  ein*  (vir  allemahl  in  O 
belassen»  welcher  letztere  Punkt  in  der  von  AX_mn  gezogenen 
Geraden  liegt»  daiiir  aber  den  leuchtenden  Punkt  von  A  nach  K 
parallel  zur  Trennungsfläche  bewegen. 

Zieht  man  demnach  durch  das  Auge  O  die  Oe\iBb,  dann 
von  6  die  be  parallel  zur  Trennungsfläche»  hierauf  von  ihrem 
Ourchschnittspunkte  e  die  eHy  welche  verlängert  ^mn  stehet;  so 
wird  der  leuchtende  Punkt,  wenn  er  in  H  ankommt»  in  der  Rieh« 
tung  Oe  in  e  gesehen,  denn  es  ist  unter  diesen  Umständen  das 
Dreieck  HEe  ^  ABby  indem  Ee^=z  Bb,  He=^  Ab  und  die  von 
diesen  ßeiten  eingeschlossenen  Winkel  gleich  sind;  es  ist  somit 
HE  =  AB  und  da  diese  Linien  auch  parallel  sind»  so  wird  HE 
denjenigen  einfallenden  Strahl  sowohl  der  Richtung  als  Grösse 
nach  vorstellen»  welcher  dem  gebrochenen  Ee  entspricht 

Zieht  man  ebenso  durch  O  die  Of\\  Cc  und  die  cf\\  mn,  und 
konstruirt  wie  vorhin  das  Dreieck  FJf,  so  wird»  sobald  der  leuch- 
tende Punkt  in  J  ankommt,  der  einfallende  Strahl  JF  derjenige 
sein»  der  nach  erlittener  Brechung  die  Richtung  FO  zum  Auge 
einschlägt;  es  wird  also  der  leuchtende  Punkt  jetzt  in  der  Ver- 
längerung von  OF  in  /  gesehen. 

Kommt  ebenso  der  leuchtende  Punkt  in  K  an»  so  wird  er  in 
der  Terlängerung  von  06  in  ^  gesehen»  indem  wiederum  Og  \]  Dd 
ist  Ganz  dieselbe  Betrachtung  findet  Statt»  wenn  man  sich  den 
leuchtenden  Punkt  nicht  in  Bewegung»  sondern  die  ganze  Strecke 
von  A  bis  K  von  lauter  leuchtenden  Punkten  ausgefüllt  denkt» 
wenn  man  also  eine  leuchtende  Linie  betrachtet. 

Stellt  man  sich  das  Auge  nur  als  Punkt  vor»  so  wird  jeder 
eiocelne  Punkt  dieser  leuchtenden  Linie  nur  mittelst  eines  einzigen 
«Strahles  gesehen  und  zwar  der  Punkt  H  nur  mittelst  des  Strahles 


"? 
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HE,  der  Punkt  /  mir  mittelst  des  Strahles  JF  und  K  nar  mit- 
teist KG. 

Indem  nun  die  einfailenden  Strahlen  HE,  JF  u.  s.  w.  zum 
Auge  O  gebrochen  werden»  sieht  dieses  letztere  die  leuchtende 
Linie  AK  unter  dem  Gesichtswinkel  dO^;  würde  keine  Brechung 
Platz  haben,  so  wflrde  es  dieselbe  Linie  unter  dem  grosseren 
Gesichtswinkel  AOK  sehen.  Die  Brechung  zum  Einfallslothe 
'  wirkt  also  verkleinernd.  Es  lässt  sich  ebenso  zeigen,  dass  die 
Brechung  vom  Einfallslothe  vergrussernd  wirke. 

Auch  ist  zu  bemerken,  dsLS8 /befg  eine  krumme,  mit  ihrer 
konvexen  Seite  dem  Auge  zugekehrte  Linie  vorstellt,  wenn  AK, 
wie  angenommen  wurde,  eine  gerade  Linie  ist. 

Da  aber'  das  Auge  kein  blosser  Punkt  ist,  sondern  da  die  Pu^ 
pille  sehr  viele  Strahlen  aufzunehmen  vermag,  so  wird  von  jedem 
Punkte«  wie  H,  J,  K  u.  s.  w.  ein  Strahlenkegel  in  das  Auge  ge* 
langen,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Strahlen  eines  solchen 
Kegels,  wie  diess  bereits  bekannt  ist,  nach  erlittener  Brechung 
sich  nicht  wieder  in  einem  einzigen  Punkte  schneiden. 

3^^  Auch  die  Krümmung  der  Trennungsfiäche  hat  einen  Ein- 
fluss  auf  den  Gesichtswinkel,  unter  welchem  man  einen  Gegen* 
stand  sieht  und  es  wird  daher  auch  aus  diesem  Grunde  der  Gegen- 
stand vergrössert  oder  verkleinert  erscheinen  können. 

Man  denke  sich  die  Trennungsfläche  mn  (Fig.  41)  zuerst  eben, 
und  es  werde  ein  Strahl  BK,  der  von  dem  Punkte  B  der  zur 
Trennungsfläche  parallelen,  leuchtenden  Linie  ^ß  ausgehet,  in 
dem  Punkte  K  der  Trennungsfläche  zum  Einfallslothe  gebrochen, 
so  dass  er  die  Richtung  KO  einschlägt.  Das  in  O  unter  Wasser 
befindliche  Auge  sieht  den  leuchtenden  Punkt  in  der  Verlängerung 
von  OK  in  D,  welcher  letztere  Punkt  bekanntlich  in  der  verlän- 
gerten BE  liegt,  die  man  von  dem  leuchtenden  Punkte  J.  mit  zieht 

• 

Wird  jetzt  das  Element  K  gedrehet,  so  dass  es  die  Richtung 
pq  erhält,  so  wird  es  einen  Theil  einer  krummen,  in  Beziehung 
auf  die  leuchtende  Linie  AB  konkaven,  in  Bezug  auf  das  Auge 
aber  konvexen  Trennungsfiäche  vorstellen.  Verharrt  das  Auge 
in  seiner  anfänglichen  Lage,  in  O,  so  wird  auch  der  gebrochene 
Strahl  seine  frühere  Richtung  OD  beibehalten  müssen,  denn  das 
Element  K  vermag  ja  nur  längs  der  Geraden  KO  seine  Eindrücke 
dem  Auge  zu  übermitteln.  Der  einfallende  Strahl  wird  aber  jetzt 
eine  andere  Richtung  haben.  Man  findet  sie,  wenn  man  von  dem 
Endpunkte  D  des   gebrochenen   Strahles   die   DF i_pq  ziehet; 
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hierauf  mit  BK  als  Halbmesser  am  K  einen  Bogen  beschreibt, 
der  jene  Senkrechte  in  H  schneidet.  Es  ist  nun  HK  die  Rich- 
tuDg,  welche  der  einfallende  Strahl  haben  muss»  wenn  der  ge- 
brochene die  anfängliche  Richtung  KO  beibehalten  soll.  Ver- 
längert  man  KH  nach  aufwärts,  bis  dadurch  die  leuchtende  Linie 
b  L  geschnitten  wird,  so  wird  es  natfirlich  dieser  Punkt  L  der 
leuchtenden  Linie  sein,  der  jetzt  in  der  Richtung  OK  gesehen 
wird. 

Es  wurde  vorausgesetzt»  dass  die  Brechung  zum  Einfallsloth 
geschieht»  dass  also  dip  Strahlen  aus  der  Luft  etwa  in  Wasser 
eintreten»  und  dass  sich  somit  das  Auge  innerhalb  des  letzteren 
befindet.  In  diesem  Fall  wirkt  schon  die  ebene  Trennungsfläche, 
wie  zuvor  gezeigt  wurde»  verkleinernd.  In  unserer  gegenwärtigen 
Figur  erscheint  die  Lichtlinie  AB  mittelst  der  gebrochenen 
Strahlen  bei  ebener  Trennungsfläche  unter  dem  Gesichtswinkel 
=  COD;  ohne  Brechung»  also  mittelst  direkter  Strahlen  wOrde 
sie  aber  unter  dem  grosseren  Winkel  =  AOB  gesehen  werden. 
Die  konkave  Fläche  (konkav  bezfiglich  der  leuchtenden  Linie) 
▼erkleinert  nun  aber  noch  mehr»  als  die  ebene»  denn  es  wird  jetzt 
die  weit  grossere  Licht-Linie  AL  mittelst  des  gebrochenen  Lichtes 
unter  demselben  Gesichtswinkel  3=  COD  gesehen»  wie  vorhin  die 
kleinere  AB»    ' 

Denkt  man  sich  jetzt»  indem  man  wieder  von  der  ebenen 
Trennungsfläche  ausgehet»  das  Element  K  schraubenrecbts  ge- 
drehet» so  dass  es  einen  immer  grosseren  Winkel  mit  der  letzteren 
bildet»  so  wird  es  einer  krummen»  gegen  die  leuchtende  Linie 
konvexen  Fläche  angeboren»  deren  Krümmungshalbmesser  desto 
kleiner  wird»  je  mehr  obige  Drehung  beträgt.  Dabei  wird  auch 
das  Einfallsloth  Kx^  welches  wir  in  dem  Punkte  K  in  Bezug  auf 
die  ebene  Trennungsfläche  errichten»  schraubenrecbts  gedrehet 
werden»  so  dass  es  sich  immer  mehr  und  mehr  dem  gebrochenen 
Strahle  KD^  dessen  Richtung  konstant  verbleibt»)  nähern  wird. 
Die  Richtung  des  einfallenden  Strahles  BK  wird  sich  aber  unter 
diesen  Umständen  schraubenlinks  drehen  und  somit  ebenfalls  dem 
gebrochenen  Strahle  DK  immer  mehr  nähern  müssen.  Wenn 
endlich  die  Richtung  des  Elementes  KJ_K0  zu  stehen  kommt» 
so  ßlllt  schon  die  Richtung  des  eitifallenden  Strahles  mit  jener 
des  gebrochenen  KD  zusammen  und  es  befindet  sich  jetzt  das 
Auge  O  im  Krümmungs-Mittelpunkte  selbst»  und  der  Krümmungs- 
halbmesser hat  die  Grosse  :=  KO.  Setzen  wir  ihn  im  Allge- 
nieben  =r»  so  wfrd»  angefangen  von  r  =  (ao  bis  r=  OK,  der 
Endpunkt  Ades  einfallenden  Strahles  den  Bogen  i?^ beschreiben» 
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und  indem  sich  B  immer  mehr  dem  üf  nähert»  wird  der  Winkel 
BOA  immer  kleiner.  Das  ist  aber  der  Gesichtswinicel  bei  direkter 
Betrachtung  der  leuchtenden  Linie  und  da  er  immer  kleiner  wird, 
während  der  andere  Gesichtswinkel  COD  im  gebrochenen  Lichte 
unverändert  verbleibt»  so  folgt»  dass  von  r  =:  od  bis  r  =  OK  die 
konvexe  TrennungslSäche  (konvex  bezüglich  der  leuchtenden  Linie) 
ebenfalls  noch  verkleinern  wird»  aber  immer  weniger»  bis  endlich, 
wenn  r^  OK  ist»  d.  h.  wenn  sich  das  Auge  im  Krfimmun^s- 
Mittelpunkte  befindet»  die  leuchtende  Linie  im  gebrochenen  Lichte 
ebenso  gross  erscheint»  wie  im  direkten. 

Wird  von  da  an  das  Element  K  noch  weiter  schraubenrechts 
gedrehet»  z.  B.  in  die  Richtung  ri»  so  gehet  das  in  K  errichtete 
Einfallsipth  schon  auf  die  rechte  Seite  des  gebrochenen  Strahles 
KD  fiber  und  der  einfallende  Strahl  auf  die  linke.  Zieht  man 
von  D  dX%DG\_Ti,  so  schneidet  diese  den  mit  BAT  beschriebenen 
Bogen  in  J  und  es  stellt  jetzt  JK  den  einfallenden  Strahl  vor» 
der  in  der  Richtung  KO  gebrochen  wird.  Handelt  es  sich  bloss 
um  die  Richtung»  so  ist  es  gleichgiltig»  ob  der  einfallende  Strahl 
von  dem  Punkte  J  oder  Ü  ausgehet»  welcher  letzterer  der  leuch- 
tenden Linie  angehört»  denn  jeder  dieser  Punkte  wird  von  dem 
Auge  in  derselben  Richtung  OD  gesehen. 

Jetzt  aber  findet  eine  Vergrösserung  Statt»  denn  es  wird  jetzt 
das  Stfick  A  ü  der  leuchtenden  Linie  im  gebrochenen  Lichte  unter 
dem  Winkel  =  COD  gesehen»  welcher  grosser  ist»  als  der  Winkel 
AOV,  unter  dem  es  Im  direkten  Lichte  erscheint 

Wir  wollen  nun  das  Resultat  kurz  zusammenfassen.  Befindet 
sich  unter  dem  Wasserspiegel»  den  wir  uns  vorerst  als  eine  ebene 
Fläche  denken»  ein  beobachtendes  Auge»  das  nach  einem  Aber 
demselben  schwebenden  Gegenstande  hinsieht»  so  sieht  es  diesen 
verkleinert»  und  diese  Verkleinerung  nimmt  zu»  wenn  die  Ober* 
fläche  des  Wassers  konkav  wird  in  Bezug  auf  den  Gegenstand. 
Wird  sie  konvex»  so  verkleinert  sie  auch  noch»  aber  nur  so  lange» 
als  sich  das  Auge  zwischen  der  Trennungsfläche  und  dem  Krüm- 
mungsmittelpunkte befindet  Ist  die  Entfernung  des  Auges  grosser 
als  der  Krfimmungshalbmesser»  so  wirkt  sie  vergrössernd. 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  betrachten»  wenn  die  Strahlen 
vom  Einfallslothe  gebrochen  werden»  wenn  sie  also  z.  B.  von  einem 
in  Wasser  getauchten  Gegenstande  herkommen  und  in  Luft 
austreten. 

Es  sei  demnach  AB  (Fig.  42)  eine  leuchtende»  im  Wasser 
liegende  Linie.    Von  dem  Punkte  B  derselben  lalle  der  Strahl 
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BK  auf  die  TreDtiungsfläche  mn^  die  wir  uns  vorerst  als  Ebene 
deokeo  wollen*  Hier  wird  er  in  der  Richtung  KO  austreten»  und 
so  in  das  an  dem  Orte  O  ruhende  Auge  gelangen.  Zieht  man 
ooa  von  B  die  BEJi^mn,  so  wird  diese  Senkrechte  von  der  ver- 
längerten OK  in  D  geschnitten.  Es  ist  demnach  KD  die  Grosse 
des  gebrochenen  Strahles  bei  ebener  Trennungsfläche  und  es  er- 
scheint somit  der  leuchtende  Punkt  B  an  dem  Orte  D.  Da  Im 
direkten  Lichte  die  leuchtende  Linie  AB  unter  dem  Gesichts- 
winkel ==  AOBp   hingegen  Im  gebrochenen  unter  dem  Winkel  = 

AOD  erscheint«  so  ist  die  Vergr5sserung  =  Jqd* 

Drehet  man  nun  das  Element  K  in  die  Richtung  pq,  so  wird 
es  einer  krummen,  gegen  die  leuchtende  Linie  konkaven  Tren- 
nungsfläche angehören.  Da  die  Richtung  OD  des  gebrochenen 
Strahles  konstant  zu  denken  ist,  so  wird  man  für  diese  Richtung 
pg  des  Elementes  K  den  einlallenden  Strahl  finden,  wenn  man 
von  D  die  DGJ_P9  zieht  und  sie  nach  aufwärts  verlängert,  hier- 
auf mit  BK  um  K  einen  Bogen  beschreibt,  der  jene  Senkrechte 
ia  J  schneidet.  Es  ist  alsdann  JK  der  entsprechende  einfallende 
Strahl,  der  die  AB  in  ü  schneidet« 

Da  nun  das  Stfick  ^117  der  leuchtenden  Linie  im  direkten 
Lichte  unter  dem  Gesichtswinkel  =z  AOÜ  erscheint,  während  es 
Im  gebroehmien  «mter  dem  Winkel  =  AOD  wahrgenommen  wird, 

80  ist  jetzt  die  Vergrossernng  =  "TQfj*    ^  vergrSssert  daher  die 
konkave  Trennungsfläcbe  mehr,  als  die  ebene. 

Bemerkt  muss  werden,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle,  so- 
wohl das  in  K  errichtete  Einfallsloth,  als  auch  der  einfallende 
Strahl  BK  auf  der  nemlichen,  hier  linken  Seite,  des  gebrochenen 
KD  liegen,  und  dass,  wenn  man  das  Element  K  schraubenliuks 
drehet,  wie  das  eben  geschehen  ist,  beide  in  demselben  Sinne, 
und  zwar  ebenfalls  schraubenlinks  sich  drehen. 

Drehet  man  wiederum,  ausgebend  von  der  ebenen  Trennungs- 
fläcbe, das  Element  K  schraubenrechts,  so  wird  es  einer  gegen 
die  leuchtende  Linie  konvexen  Fläche  angeboren.  Eine  solche 
Fläche  wird  auch  noch  vergrössern,  aber  desto  weniger,  je  näher 
der  einfalletide  Strahl  an  den  gebrochenen  KD  zu  liegen  kommt, 
also  je  kleiner  der  Winkel  BKD  wird.  Ist  dieser  Winkel  =  0, 
steht  also  die  Richtung  des  Elementes  senkrecht  auf  OD,  so 
flndet  weder  Vergrossernng  noch  Verkleinerung  Statt.  Wird  das 
Element  noch  welter  in  die  Richtung  n  gedrehet,  so  falle  man 

11» 
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wieder  DFJirs  und  verlSngere  diese  Senkrechte,  bis  sie  den  mit 
BK  beschriebeoen  Bogen  in  H  schneidef«  Es  ist  alsdann  HK 
die  Lage  des  einfallenden  Strahles,  der  bereits  auf  die  rechte 
Seite  des  gebrochenen  übergegangen  ist.  Von  nun  an  wird  die 
konvexe  Trennnngsfläcbe  verkleinern ;  denn  der  Gesichtswinkel  im 
direkten  Lichte  ist  jetzt  =LOA,  während  er  im  gebrochenen 
kleiner  ist,  nemlich  s=DOA» 

Ffir  den  eben  betrachteten  Fall  lässt  sich  sehr  leicht  ein  Ei- 
periment  herstellen.  Man  nehme  ein  GlasgeßLss,  lege  auf  dessen 
Boden  ein  Drahtstfick  und  ßille  es  mit  Wasser  an.  Hierauf  tauche 
man  in  dasselbe  ein  etwas  grosseres  Chrglas  und  hebe  dieses, 
während  seine  konvexe  F^läche  nach  oben  gekehrt  ist,  etwas  über 
den  Wasserspiegel,  so  zwar,  dass  sein  Rand  noch  in  Wasser 
taucht.  Auf  diese  Weise  erhält  das  mitgehobene  Wasser  eine, 
in  Bezug  auf  das  Drahtstück  konkave  Oberfläche  und  man  wird 
finden,  dass  eine  solche  Trennungsfläche  die  Vergrosserung,  wel* 
che  die  ebene  Fläche  bewirkt,  noch  vermehrt  und  zwar  desto 
mehr,  je  stärker  die  Krümmung  ist  Wenn  man  aber  mit  dem 
Uhrglase,  dessen  konvexe  Seite  jetzt  nach  abwärts  gehalten  wird, 
die  Oberfläche  des  Wassers  eindrückt,  so  gestaltet  sich  diese 
nach  oben  konkav,  in  Bezug  auf  den  Draht  aber  konvex,  und 
man  wird  finden,  dass  wenn  die  Entfernung  des  Auges  kleiner 
ist,  als  der  Krümmungshalbmesser,  eine  solche  OberJDäche  auch 
noch  vergrossert,  aber  desto  weniger^  jii  mehr  sich  das  Auge  dem 
Krümmungsmittelpunkte  nähert.  Wird  das  Auge  über  den  Krüm- 
mnngsmittelpunkt  hinaus  entfernt,  so  tritt  eine  Verkleinerung  des 
Gegenstandes  ein. 


I 
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Applications  nouvelles  des  determinants  k  Talgibre  et 

k  la  g^ometrie, 


per 


Monsieur  J.  FersluySj 

Professenr  de  Maihematiqnes  ä  Gronlngue  (Pays-Bos). 


En  ^tadiant  les  propriätäs  des  surfaces  da  second  degr^  aa 
moyen  des  coordonn^es  qaadripianaires  et  des  coordonn^es  planai- 
res,  j*avaUi  besoln  de  caract^res  g^näranx  pour  distinguer  les  divers 
genres  de  surfaces  qae  räqoation  g^närale  du  second  degrä  peut 
repräsenter.  Je  coromen^ais  par  discuter  les  courbes  du  secoDÖ 
degrö  rapportäes  h  des  coordoonäes  trilio^aires.  Faisant  usage»  ä 
cet  effet,  de  ce  que  les  Anglais  ont  appelä  modern  higher  al* 
gebra,  je  trouvais  quelques  propriätäs  qui  n*ont  pas  encore  M4 
remarquäes  et  dont  la  plus  interessante  se  rapporte  h  la  signl- 
fieation  gäometrique  du  discriminant  de  l'äquation  du  second  de- 
grö  en  coordonnäes  quadriplanaires,  dans  le  cas  oü  le  discriminant  . 
n'est  pas  nnl.  On  trouvera  les  räsultats  de  mes  recherches  dans 
ce  memoire»  dans  lequel  je  me  suis  proposä  une  discussion  com- 
pl^te  de  r^quation  gänärale  du  second  degrä  en  coordonnäes  tri«  j 

lineaires  et  en  coordonnäes  quadriplanaires. 

Une  fois  pour  toutes  je  fais  l'observation ,  que  les  äquations 
dont  je  traiteral  sont  homogenes,  et  qu'en  parlant  d'un  Systeme 
de  valeurs  qui  värifient  un  Systeme  d*äquations,  je  suppose  que 
ces  valeurs  ne  sont  pas  toutes  zäro. 

Proprl^t^0  aly^briqne«. 

§.  1. 

Pour  que  les  deux  racines  de  ax^  -f  2hxy  +  by^  =:  0  soient 
Egales  ^  il  faut  qu*il  existe  une  relation  entre  les  coeflßcients  de 
cette  äquation.  Cette  relation  est  ab — A*  =  0,  ou  le  däterminant 
qui,  ägalä  ä  zöro,  exprime,  qu*on  peut  satisfaire  par  la  märoe 
?aleur  de  xiy  aux  äquations  qui  räsultent  de  la  diffärentiation  de 
r<^|aatlon  proposäe  par  rapport  ^  o?  et  ^  y.    Ces  äquations  sont 
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!  ce  determinanl  (\e  discriminant  de  l'^aatioii  da  secoad 
nrigalif,  les  racines  sont  r^lles;  qaaad  ce  d^terminant 
,  les  racinSB  Mtat  imaginaires. 

5.2. 

n'iDons  la  mime  chone  ä  I'egard  des  denz  systimea  de 
i  satisfont  anx  ^aations 

tt  =  oa«  +  fiy« + «H  5/yi  +  2jaE + 24^  =  0, 

etet  Oll  panirait,  an  moyen  de  r^qnatioD  l'm^aire,  ex- 
fl  fonction  de  2  et  de  y  et  substitner  cette  valenr  dana 
da  second  degrö.  Apr^s  la  substitttlion  celle-ci  cootient 
ibles,  et  la  qnestion  est  r^duite  ii  celle  du  §.  I.    Cea 

sont  tres-simplee,  mais  od  obtient  le  resnital  soas  nne 
^U^re,  et  c'eat  pourqaoi  Ton  doit  prtfirer  le  d^nlop* 
ivant 

n  d'^timiDer  x  et  de  diff^rentier  ensnite  par  rapport  k 
on  peot  differenlier  imroediatement  par  rapport  ä  x  et 
>naid^rant  x  comme  ronction  de  x  et  de  y. 


r  +  *i+ff=+e(-!.|)=o. 


fa  +  %  +  A+f(-|-^)=0. 


qne  les  deux  eystömea  de  racines  aoient  ^ganz,  ü  fant 
£raes  valeurs  de  ^  et  de  y  eatisrassent  aox  deiu(  ^aa- 

ädenteo,  qnand  on  remplace 0 - -g-  par  gx-\- fy -{-ex   et 
ititoe  enaaite  ä  i  sa  valeur  tirto  de  px-{-^-i-n=:0. 


A  Palgibre  et  ä  la  fiomiirie. 
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Oa  ce  qai  revient  aa  m^me:  pour  que  les  deox  syst^mes  de  ra- 
cioes  soient  ögaux,  il  Taut  qu*un  möme  systöme  de  valeurs  de 


poisae  aatiafaire  aax  öquatioosl 


1  du 
2"^ 


&r  +  6y  +  /i  +  |(-|.g)=0 

1  du 

P^-y-n^rTz  3=0. 

Et  pour  qae  cela  soit  poaaible»  ii  faat  qn'on  ait 


a    h    9    ^^ 

a    h    g    p 

h    b    f    \ 

=  0       ou 

h    b    f    g 

T 

•                         * 

9    f    c     r 

g  f  c  \ 

p    g    r 

p    q    T 

=  0. 


Ainsi  Ton  obtient  sous  ia  forme  d'uo  d^terminant  symmätrique 
la  foDctioD  qae  Ton  aorait  obtenue  sous  une  forme  moins  simple, 
en  op^rant  comme  il  est  indiqu^  au  commeocemeot  de  ce  para- 
graphe. 

Pour  Toir  quel  signe  annonce  des  racines  imagiDaires,  pre« 
Dons  le  cas  particuiier  oü  les  qnaotitäs  a,  b  et  c  sont  positives 
et  p  =  ^  =  0.  Le  premier  membre  de  l'^quation  du  second  de- 
gr^  se  r^duit  alors  h  la  somme  de  trois  carrds ,  d'oü  r^sulte  qu'il 
ne  sanrait  s'annuler  pour  des  valeurs  reelles  de  Xj  jf  et  z.  Les 
racines  soot  done  imaginaires,  et  le  d^terminant  devient 

a    0    0    0 


0  6  0  0 
0  0  c  r 
0    0    r 


==^abr^; 


en  «orte  que  des  racines  imaginaires  sont  indiqu^es  par  le  signe 
moins. 

Le  r^sultat  de  ce  qui  est  dit  dans  ce  paragrapbe  est: 

Les  deux   syst^mes   de    valeurs  qui   satisfont  aux 
^qoations 
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««•  +  *»■  + <?x*  +  2/yx  +  2^r:i?+ 2*xy  =  0, 

8ont  r^eis  et  ^gaux,  r^eis  et  distincts,  oa  imaginär 
res,  selou  que  le  determinant 

a  h  g  p 

h  b  f  q 

9  f  c  r 

p  q  r 

est  s^ro,  positif  oa  n^gatif. 

$.  3. 

D^terminons  ia  foDction  qui  annonce,  si  les  deux  aysttoes 
de  valeurs  qui  satisfont  auz  ^quations 

u  =  a;r*+  6y*  -f-  ci*-f-  dw^-\-2lyi-\-^mxx-\-^nxy-\-^xw-{-^qyw 

+  2r2to  =  0, 

sont  r^els  ei  ^gaux,  rdels  et  distincts,  ou  imaginaires. 

La  foiiction  sasdite  peut  dtre  trouv^e  en  ^limiDant  t  et  w»  et 
en  formant  le  discriminant  de  reqaation  qui  rdsulte  de  cette  dl« 
miDation.  On  obtient  Ia  fonction  cherchöe  sous  une  forme  plus 
simple,  en  appliquant  des  raisonnemente  un  peu  differents  de  ceox 
du  paragraphe  pr^c^dent.  Oo  parvient  alors  ä  Ia  r^sultante  des 
^quatione 

1  du    3i      \  du    dw      "X' 


nx  +by+  iz+  ^u>— ^ '  dz' 

dt 

l  du  dw      ^                  I 

1  du 
mx  +  ly  +  cz+  w—  2«  g^ 

' 

* 

px  +qy-i'rz  +  dw 

-2 -55  =  "' 

«^  +fiy4"y»+*to 

=  0. 

«i^+ft.v+yi«+*i«> 

s=0. 

Dans  ces  öquations  les  variables  soni 

d  falgibre  et  ä  la  ttomtirte. 
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«» 


9» 


1  du 


1  du 


Lea  valeors  de  ^>  «-.   ^>   -k-    s'obtiennent   eo    dittren- 

tianl  in  denx  tfqoations  Unfaires  donn^s.    Aprös  quelques  rö- 
dactiou  la  r^snltante  du  systöine  pr^^ent  vlent  mos  la  forme 


m 


R 

m 

p 

a 

«^ 

6 

l 

9 

ß 

ßi 

l 

e 

r 

1 

Vi 

9 

r 

d 

i 

ii 

ß 

y 

9 

ßi 

n 

ix 

1«! 

Quand  ce  döterminant  eat  nnl,  les  deax  systtoes  de  racines 
sont  ^ux.  Ponr  voir  quel  signe  se  rapporte  aus  racines  iroagi- 
oairea,  supposoos  ies  quantitös  a,  6»  e,  d  positives,  /=  iii=:ii 
=:p  =  ^  =  r  =  «  =  /7  =  ai:=/7|:;?yi.  Alors  le  premier  roembre 
de  l'^nation  du  second  degr^,  consistant  eo  la  sororoe  de  qaatre 
carriis,  ne  saarait  s'annuler  pour  des  valeors  r^lles  des  varia- 
bles;  eo  sorte  qae  Ies  racioes  soot  imagloalres.  Le  d^lerroinaot 
devlent 


a 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

6 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

c 

0 

y 

0 

0 

0 

0 

d 

8 

«. 

0 

0 

y 

8 

0 

0 

0 

»a 

=  +«iV«*- 


Le  sl^e  plus  s'aecorde  donc  avec  Ies  racioes  imagloalres; 
le  signe  rooins  avec  Ies  racines  reelles  et  distinctes. 

Je  reviendrai  plus  tard  sur  la  propriätö  de  ce  paragrapbe«cl. 

5.  4. 

En  poursuivant  Ies  raisonnenieots  pr^cMeots  on  trouve  eo 
gÖDiiral: 

Etant  4onn^es  une  öquation  du  second  degrö  et  n 
^quations  linöaires»  on  peot  ^crire  sous  la  forme  d'un 
döterminant  la  fonction  des  coefficients  qui  doit  s'an* 
Dnler,  ponr  que  Ies  deux  systemes  de  racines  soient 
ögaux;  quand  ce  d^terminant  n'est  pas  z^ro»  son  signe 
Indiqne,  si  ies  racines  sont  reelles  ou  imaginaires.  Le 
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ttfl  exprim«  qae  lea  racines  sont  imagia«ire§, 
e«8  d'Bn  nombre  pair  d'^qastions  lin^aire«,  et 
lan«  )e  eis  «l'iiii  nombre  impair  d'^quations  li- 
Le  aombr«  des  rarlablet  est  «-f-l. 


J.  s. 

'^natioD  gdnrirale  da  second  degr^  cb  coordonD^es  tri- 

do* -t- SAojI -f  %ry« + 6)^ + 2/]iy  4  «r*  —  0 ; 
,tioti  d'une  droile  sait 

propri^tri  eDODC^  i  la  fin  dn  5-  2.  a'ensnit  immödiate- 
)  les  denx  points  d'ioteTsefltion  de  la  droite  et 
iibe  coFncident,  qnand  le  d^terminant 


a  h  g  p 

h  b  f  q 

g  f  c  r 

p  q  T 


A  nal;  qae  les  points  d'intersection^ont  rtfels 
ets,  qnand  Qest  posilir;  et  que  ces  points  sont 
res  qnand  Q  est  n^gattf. 

B  tX  C  sont  proportionels  anx  Kti6»   dn  triangie  de 


Ati\Bß^Ct  =  0 
on  de  la  droite  sito^e  k  distance  iniinle.    Je  dteignerai 
I  par  1}.    Le  dälerminant  qni  noas  apprend,  si  les  points 
an  de  i}  et  de  la  cnurbe  du  eecond  degr£  sont  coTnci' 
s  et  distincts,  ou  imaginaires,  est 


a    h    g  A 

h    b    f  B 

g    f    c  C 
ABC 
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§.  6. 

La  eoDique   repr^sent^e  par   l'ikioatioD  gönörale  du  second 
iegf^  a  an  point  double,  si 

a    h    g 

H=    h    b    f    =0. 

9    f    c 

Ce  dötenuinant  eat  appeU  le  diserimmaDt  ou  i'hessien  de  V^ 
quation  du  second  degrö. 

Quaud  jET  =  0»  les  troia  bindnies  , 

ab-'h^    be — /*,    ea^g* 

ont  le  möme  signe,  et  Q  a  ie  eigne  contraire  de  ces  bindmee. 
(Salmon.  Modern  bigher  algebra,  36;  Baltser,  Ueternii- 
oaaten  ^6,4). 

DooG  quand  £f=sO,  et  i'un  des  bindmes  nögatif«  ies 
points  d'intersection  de 

atfl-t-Uaß-^2gay'i^bP+2fßf+e^=iO, 

et  de 

p^+gß+rf  =  0 

soot  r^els  pour  toutes  ies  valeurs  de  p,  q,  r.  Ces  points 
d'intersectlon  sont  imaginaires  quand  JETssO  et  Tun 
des  bin6mes  positif.    (P  ^tant  diS^rent  de  söro). 

§.7. 

Dans  ia  discussion  suivante  je  ferai  un  usage  continnei  de  JET, 
de  P  et  des  binAmes  du  paragrapbe  pr^cedent 

L*i^quation  geni^rale  du  second  degr^  pent  repr^senter: 

1.  Cne  byperbole. 

2.  Une  parabole. 

3.  Une  ellipse. 

4.  Un  iieu  imaginaire. 

5.  Deux  droites  qui  se  Goupent. 

6.  Un  point  k  distance  finie. 
7t  Deux  droites  parail^les. 

8.  Un  point  ä  distance  infinie. 

9.  Deux  droites  Golfncidentes. 


IM        rertlrnft: 


|.a 


.    L*  fica  a'a  pas  de  paM  ^Mble  et  U  wl  tommM  ptf 
den  p«fart>  rtfeb  «t  AcfiMtB.    Ob  daU  Jmc  anir 

if^a  P>0. 

'.    Le  Bei  ■'■  paa  <le  poiat  JadMe,  sl  D  est  naeaaM  p« 
4en  pobb  erfaddeata.    Oa  a  4o>e 

fi^OetP  =  a 

.  et  4.    Le  liea  a'a  paa  de  ptriat  doable,  et  U  eat  reacoBH 
ea  deox  po'mta  imapaalrea;  dans  eea  deax  caa  oa  a  donc 


i?^Oet  P<0. 


'oor  diaceraer  I'ellipae  d'avec  an  lien  iiaaginaire,  remarqnoH 
Bialer  lieu,  qae,  dans  lea  deax  eaa,  l'^uatiaD  g^oärale  dl 
d  degr^  pent,  par  one  sabstitirtiaa  reelle  et  Unfaire,  An 
B  i  la  forme 

a,o»  +  Ä,jJ»+e,y"  =  0. 

loand  le  Ueo  est  iibaginaire,  le«  troia  ctiTTia  «ont  tons  poa^ 
■  tona  n^^tifa ;  qaand  le  iien  et  nne  ellipae,  lea  trois  äiti» 
paa  le  m£ne  signe.  Or  d'aprAs  Baltxer  §.  14,  12  le  oorabre 
nni»  ntfgatifs  est  4gal  aa  nombre  des  variationa  de  sigoe 
a4ile 

1,    a.    iA—&*.    B. 
Hand  la  quantit^  a&—h*  eat  positive,   tandis  qne  a  el'ff 
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sollt  D^tib»  U  y  a  trois  variatioM  de  signe  et  par  cooaöqaeDt 
trois  cam^s  n^gatifa.    Le  liea  est  alors  imaginaire. 

Qaand  ies  qaantitös  o*— A«,  a  ei  H  sont  positives,  il  n'y  a 
aacQD  carrö  n^gatif.    Le  liea  est  encore  imaginaire  alors* 

Dans  Ies  autres  snppositions  qae  Ton  pent  faire  k  T^rd  des 
signes  de  a,  a6— A*  et  H,  oft  a  an  oa  deaz  carr^s  n^gatifs.   On 

•  donc  poar  an  lieu  imaginaire  ab^-lfi  positif,  —  positif;  poor 
one  ellipse  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies  tootes  Ies  deox. 

Rem ar qae.  Si  a  oa  ii6— A*  Mt  n^tif,  on  Ies  remplacerait 
par  V    a  et  6c—/*,  oa  par 

c  et  ea — g/^. 

5.  Le  liea  a  an  point  doable,  et  il  est  rencontr^  par  if  en 
deaz  points  r^els  et  distincts.    Par  consöquent  on  doit  avoir 

Ä  =  0,    P>0. 

6.  Le  liea  a  im  point  double^  et  il  est  rencontrö  par  i|  en 
dtu  points  imaginaires.    On  a  donc 

7.  et  8.  Le  lieu  a  nn  point  donble,  et  il  est  rencontrö  par  ^ 
eo  deox  points  cofncidents.    On  a  donc  dans  Ies  deuz  cas 

J5r=0,    P  =  0. 

Qaand  le  liea  se  compose  de  deaz  droites  paralleles,  Ies 
points  d'intersection  da  liea  et  d'ane  droite  quelconqae  sont  röels* 
D'aprte  le  §.6.  on  aara  dans  ce  cas  an  des  bin6mes  n^gatlf. 

Qaand  le  liea  se  rödait  ä  an  seal  point,  alors  Ies  points  d'in- 
tenection  da  liea  et  d*ane  droite  quelconqae  seront  im^naires 
en  gänöral.    On  aura  dans  ce  cas  un  des  bln6mes  positif. 

9.  En  remarquant  qae  l'^quation  du  second  degr^  doit  ^tre 
nn  carrö  parfait,  parrapport  auz  variables,  on  a  immMlatement: 

a6— A*  =  6c— p*  =  ca-^f*  =  0. 

{.  9. 

II  y  a  donc  jies  relations  analytiques  qui  doivent  ezister  dans 
los  divers  cas.  Ces  relations  sont  diffi^rentes  pour  Ies  divers  cas 
et  telles,  que  Ies  relations  qui  dolvent  ezister  dans  denz  de  ces 
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cas«  ne  peavent  pas  ezister  eo  m^nie  temps.    Od  peat  dooc  rM« 
proqueroent  de  rezistence  des  reiations  conclare  k  la  figure  du  liea. 

Ed  r^aamant 

H  ^0,  P>0      aDDODce     une  hyperbole; 


ane  parabole; 


ab'^h^  et —  tous  les  deuz  D^gatib  oi^  Tod  des  deoz  o^ 


gatif. 


P<0 


uae  ellipae; 


H 


ab'-h*>0,  — >0,  P<0    an  lieu  imaginait<e; 

JSfssO»  P>0  deuz  droites  qui  se  cou- 

pent; 
jETssO,  P<0  an  eeal  point; 

B=iO,  PssO,  an  des  bin6mes  n^atif 

deuz  droites  paralleles; 
J?=0«  P=0,  an  des  bin6mes  positif 

an  poInt  ä  distance  Infinie; 
Les  trois  bin6nies  s^ro        deaz  droites  coTncidentes 


$.  10. 

I 

Seit  I'öqaatioD  g^n^mim  im  üBcond  degr^  en  coordonnöes  quadri- 
plaaaires 

Je  d^signe  par 

Aia  +  äiß  +  CiY  +  Ad  =  0 

lin  plan  quekonqae»  par 

Aa  +  Bß  +  Cy  +  D8=zO 

le  plan  ä  distance  infinie. 

De  la  propri^t^  du  $.3.  suii  inimi^diatenient^  que  les  points 
d*intersectiou  de  la  surface  da  second  degrö  et  de  ia 
droite  repr^sentöe  par  les  deuz  öqoatioos  do  premier 
degrd  oofncidenty  qaand 


ä  ttügibre  et  ä  ta  gtomitrte. 
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£  = 


a 

n 

m 

p 

Ai 

A 

n 

b 

1 

9 

Bi 

B 

m 

l 

e 

T 

Ci 

C 

P 

9 

r 

d 

Dl 

D 

A 

Bi 

Ci 

Dl 

A 

B 

c 

D 

r 

est  ögal  ä  z^ro;  qae  les  poiots  d'intersectioii  sont 
räels  et  distincts,  qaand  R  est  n^gatif;  et  que  les 
points  d'iutersection  sont  imaginaires,  qoand  12' est 
positif. 

$.  11. 

D^ignoDS  encore  par  H  le  discriminaDt  ou  Thessien  de  1'^- 
quatioD  g^n^rale  du  second  degrö  ä  qaatre  Tariabies. 


B  = 


a  n  tm  p 

n  b  l  q 

m  l  e  T 

p  g  r  d 


Qnand  £f  =  0,  ia  surface  a  uq  point  doable.  (Toyez  Sa  Im  od 
Geometry  of  tbree  dimensions  art  63«) 

Quand  Aia -t- Biß -t- CiV  +  Di8  ^=:  0  touche  ä  Ia  surface  dn 
secoad  degr^»  on  a  (Toyes  Salmon  art.  75.) 

a     n  m  p  Ai 

n     b  l  q  Bi 

Q=^    m     l  c  T  Q=0. 

p     q  r  d  Dl 

Ai  Bi  Ci  Dl 

Qaand  Q  =  0 ,  rintersection  de  Ia  surface  et  du  plan 
Aia-y-Biß-i-Ciy-^-Diö^zV^  ^e  räduit  k  un  seui  point  pour  une  sur- 
face du  second  degrö  qui  n*est  pas  r^gUe  et  l'intersectlon  con- 
8ute  en  deux  droltes  pour  une  surface  gaucbe.  Dans  le  premier 
eis  12  sera  positif  (voyez  $.  W) ;  dans  le  second  eas  R  sera  n^ 
l^if.  Or  Q  ötant  nul,  £f  a  le  signe  contraire  de  R.  (voyea 
Baltser  §.6,4).    De  tout  cela  suit/la  propriöt^  remarquable: 

Pour  les  surfaces  gaucbes  du  second  degrö  H  eat 
positif;  pour  les  surfaces  du  second  degr^  qui  oe  sont 
pas  rögUes  B  est  n^gatif. 
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Qnand  Q  est  diffärent  de  nai,  le  plao  Aitti-Btß-t-Cij-t-DidssO 
n'ect  pas  tangent  k  la  snrfaee.  Poar  la  disciuwion  de  l'^qnatioa 
g^o^rale  en  coordonntfes  quadriplanaires  c'est  on  proUdme  int^ 
ressaot  de  distingueralors,  si  iacoorbe  d'interaection  do 
plan  et  de  la  sarface  est  reelle  oa  imaginalre. 

En  discntant  l'^qaation  du  secood  iegti  en  coordonndes  tiili* 
ndalres,  noas  avons  vn,  qae  cette  ^nation  reprtfsente  od  liea 
imaglDaire,  qoand  la  s^rie 


1 


a 
k 


A 
b 


h 
9 


h 
b 

f 


9 
f 
e 


(a) 


offre  trois  Tariatioos  de  sigae,  oh  n'eo  offre  aneone.  EiimiDant 
t  eotre  i'^qaation  dn  plan  et  celle  de  la  sarface,  on  obtient  noe 
^aation  entre  les  a,  ß,  f  de  la  conrbe  d'intersection.  Ces  coor- 
dono^a,  ^taot  les  distances  ä  trols  plaos,  ont  nne  signifieation  an 
peo  diffi^rente  de  la  signification  des  coordonn^s  trilin^aires;  mais 
on  y  pent  appliquer  les  minies  ralsonnenieofs.  Apr^  r^roination 
sosdite  on  poarrait  donc  former  les  terroes  de  la  s^rie  (a),  et 
oompter  ensoite  le  nombre  des  variations  de  signe.  Mals  cette 
Elimination  serait  prolize,  et  Ton  obtiendrait  les  termes  de  la 
sörie  sons  des  formes  compliqa^s.    J'^Titerai  tont  cela* 

Le  demier  terme  de  la  feiörie  est  la  fonction  qni  doit  6tre 
nnlle,  pour  qae  la  conique  alt  un  point  doable,  et  on  raisonnemcDt 
tont-ä-fait  anaiogae  ä  celal  da  §.  2.  noas  fait  voir,  qae  cette  foDc» 
tion  pent  se  mettre  soas  la  forme 


Q  = 


a 

n    m 

P 

4 

n 

b     l 

9 

Bi 

nt 

l      e 

r 

Ct 

P 

9     f 

d 

A 

A 

Bt(k 

A 

Or  dans  le  demier  terme  de  la  s^rie  (a)  ii6ca  le  signe  plas» 
et  qnand  on  effectae  r^limination  indiqa^  on  obtient  de  nonTcan 
le  produit  a6c  avec  le  signe  plas;  tandis*qne  dans  Q  ce  prodait 
a  le  signe  moins.  Le  dernier  terme  de  ia  sMe  (a)  a  donc  le 
signe  contraire  de  Q. 

Observons,  que  ches  les  coniqaes  a6— A*  est  la  fonction  qni 
doit  ^tre  zöro,  ponr  qae 


ä  Palgebre.et  ä  la  giometrie. 
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ait  deax  racines  Goincidentes,  et  quo  le  nouvel  ah — A*  est  la 
fonction  qui  doit  ^tre  z^ro,  poar  que  Ton  puisse  satisfaire  par 
deoz  syst^mes  de  Taleurs  coTocideDtes  auz  öqu^tions  que  l'on 
obtient»  en  prenaut  y=0  dans  les  deux  equatioos  donni^s.  Cette 
foDctioD  pent  se  mettre  sous  la  forme 

a      n  p  Ax 

n      b  q  Bx 

p      g  d  />! 

Ax  Bx  Dx 

Le  nouvel  a  pent  se  mettre  sous  la  forme 

a  p  Ax 
p  d  Dx 
Ax  A 

Le  r^nltat  de  tout  ce  qui  pröcede  est: 

La  conrbe  d'intersection  est  imaginairoy  quand  la 
s^rie 


1         — 


a    p    Ax, 

p    d    Dx 
AxDx 

— 

a  n      p  Ai 

n  b       q  ßi 

p  q       d  Dy 

Ai  Bi    A 


-Q 


(b) 


offre  trois  varialions  de  signe  ou  n'en  offre  aucune; 
la  coarbe  d'intersection  n'est  pas  imaglnaire,  quand 
il  y  a  uoe  ou  deux  Tariations  de  signe  dans  la  möme 
s^rie. 

Coordonneea  ^uadriplanaires. 

5.  13. 
L'^quation  gänörale  du  second  degre  peut  reprösenter 

L  Un  hyperboloide  ä  une  nappe. 

2.  On  hyperboloide  ä  deux  nappes. 

3.  Un  elllpsoTde. 

4.  Un  paraboloi'de  hyperbolique. 

5.  Un  paraboloi'de  elliptique. 

6.  Un  c6ne. 

Theil  L.  12 
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7.  Uo  poiflt  a  difltaoce  fiaie* 

8.  Un  Heu  imaginaire« 

9.  Un  cylindre  byperboliqae. 

10.  Ud  cylindre  paiaboliqae. 

11.  Dn  cylindre  elliptiqae. 

12.  Dn  point  ä  distance  infinie. 

13.  Deux  plana  qai  se  coopent. 

14.  Deox  plana  paralleles. 

15.  Une  droite  a  distance  finie. 

16.  Une  droite  ä  distance  infinie. 

17.  Deux  plans  colfncidents. 


§.  14. 


Caract^res  de  ces  cas. 


Dans  cette  discussion  £f  a  la  signification  du  §.  11,  et  P  est 
le  döterminant 


a 

n 

m 

P 

A 

n 

b 

l 

1 

B 

m 

l 

e 

r 

C 

P 

9 

r 

d 

D 

A 

B 

C 

D 

qui  indique,  si  ie  plan  k  distance  Infinie  toncbe  ä  la  surface  ou  non. 

1.  L*byperbololfde  k  une  nappe  est  une  surface  gaucbe^  et 
eile  n'est  pas  tangente  au  plan  k  distancfe  infinie  que  nous  iniK- 
querons  par  |.    On  a  donc 

J5r>0,  p^o. 

2.  et  3.  L'byperboloTde  a  une  nappe  et  TälipsoTde  ne  sont 
pas  des  surfaces  r^gläes^  et  ils  ne  sont  pas  tangents  k  $.  Pour 
i'un  et  Tautre  on  a  donc 


Ä<0,    P^O. 

Pour  les  distinguer  Fun  de  Tautre  remarquons»  que  Thyper- 
boloYde  k  une  nappe  est  rencontrtf  par  £^  et  que  rellipsoTde  ne 
Test  pas.    La  s^rie 


a  tatgebre  et  ä  la  giomitrie. 
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1     - 


a    p    A 

p    d   D 
A  D 

— 

a  V  p  A 

n  b  q  B 

p  q  d  D 

A  B  D 


—  P 


(c) 


olTre  dooc  trois  variatious  de  signey  ou  eile  n'en  offre  aueune  dans 
le  ca8  d'un  ellipsolfde.  Cette  s^rie  offre  une  ou  deux  variations 
de  signe  däns  le  cas  d'un  hyperboloide  ä  deux  nappes. 

4.  Un  paraboiolde  hyperbolique  est  une  surface  gauche  tan- 
gente  ä  |;   oo  a  donc 

Ä>0,    P  =  0. 

5.  Un  parafoolo¥de  elliptique  est  une  8urface  qui  n'est  pas 
ri^gl^,  et  quI  est  tangente  ä  £;  en  sorte  que  i'on  a 

£f<0,    P  =  0. 

6.  et  7.    Pour  un  c6ne  comme  pour  un  seui  point  ä  distance 
finie  on  a 

B  =  0,    P^Oi 

mais  rintersection  du  c6ne  et  de  |  est  r^elle^  tandis  que  Tinter- 
section  d'un  point  h  distance  finie  et  de  |  est  iniaginaire.  La 
s^e  (c)  offre  donc  1  ou  2  variations  de  signe  dans  le  cas  du 
cdne;  cette  s^rie  offre  0  oo  3  variations  de  signe  dans  le  cas 
duo  point  a  distance  finie. 

8.    L'öquation  g^n^rale  peut,  par  une  Substitution  unfaire  et 
reelle,  4tre  r^duite  ä  la  forme 

quand  aueun  des  d^terminants  suivants  ne  s'annule 


1 


a 


a 

n 

a 

n 

m 

n 

b 

n 

b 

l 

m 

l 

c 

H 


(d) 


Le  nombre  des  earr^s  n^gatifs  dans  Täquation  reduite  est 
^gal  au  nombre  des  variations  de  signe  qu'offrent  les  cinq  qoan- 
tit^s  pröc^dentes.  Si  ces  quantites  n'offrent  que  des  variations 
de  signe,  tous  les  carrds  sont  n^gatifs,  et  le  lieu  est  imaginaire. 
Si  les  m^mes  quantites  sont  toutes  positives,  il  y  a  quatre  carr^s 
positifs,  et  ie  lieu  est  encore   imaginaire.     Dans  ces  deux  cas 
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H  est  positif.  R<kiproqueroeot :  pour  an  liea  imagiiiaire  P  doit 
^tre  difförent  de  z^ro,  tandis  que  la  sdrie  (d)  n'oSre  que  des  va- 
riatioDS  de  signe  ou  n'eu  offre  aucune. 

Pour  un  hyperfooloTde  k  une  nappe  on  a  ^>0y  comme  pour 
un  lieu  iroaginaire;  niais  dans  le  premier  eas  le  oombre  des  va- 
riatioDS  de  signe  dans  la  sörie  (d)  Q&i  2;  tandis  que  ce  nombre 
est  4  ou  0  pour  un  lieu  imaginaire. 

9 — 17.  Dans  tous  ies  autres  cas  on  a  H^^O,  P=:,0.  Afin 
de  discerner  entre  ces  eas,  remarquons»  que  dans  ees  dilF^rents 
cas  Ies  courbes  d'intersection  de  la  surface  et  du  plan  des  d  sont 
respectivement  Ies  courbes  que  nous  avons  discutdes  cbez  Ies 
coniques  dans  Ies  cas  de  1  ä  9.  On  a  donc  pour  Ies  cas  de  9 
ä  17,  dans  le  möme  ordre,  Ies  caracteres  qui  ont  ^t^  donnös 
pour  Ies  sections  coniques. 

A  r^gard  du  dernier  cas,  observons,  que  T^quation  du  second 
degr^  dolt  dtre  un  carr^  parfait  par  rapport  aux  variables,  ce  quI 
donne  immddiatement 

ab'^ffl^s  ac — nfl  =  ad  — p*  =  bc — P^  bd  — ^*  =  cd —  r*  =  0. 

La  courbe  d*intersection  susdite  consiste  en  deux  droites  pa- 
ralleles, quand  la  surface  se  compose  de  deux  plana  paralleles. 
Pour  un  cylindre  la  courbe  d*intersection  consiste  de  m^me  en 
deux  droites  paralleles,  quand  le  plan  des  i  est  parallele  aox 
aretes  du  cylindre;  mais  cela  ne  peut  etre  vrai  k  l'^gard  de  trois 
plana  des  coordonnees. 

On  peut  faire  des  remarques  analogues  dans  quelques -ans 
des  autres  cas. 


§.  15. 

Ayant  trouv^  des  relations  qui  doivent  exister  dans  ies  divers 
cas,  et  ces  relations  ötant  telles,  que  Celles  qui  doivent  exister 
dans  deux  de  ces  cas  ne  peuvent  etre  vdrifi^es  en  meme  temps, 
on  peut  röciproquement  des  relations  conclure  au  genre  de  la 
surface. 

En  r^sumant  on  a,  ä  l'aide  de  /T,  de  P,  et  des  söries 


l         — 


a    p    A 

p    d  D 

- 

A   D 

a    n    p  A 

n    b    g  B 

p    q~  d  D 
A  B  D 


—  P 


(c) 


ä  taigebre  et  ä  ia  giomHrie, 
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] 


a     fi 


a  n  m 
n  b  l 
tn   l     e 


H 


(d) 


^>09     P^O,  deux  Variation«  de  signe  dans  Ia8i^rie(d)  annonce 

an  hyperboloTde  ä  une  nappe. 

i7<0,    P^O^  nne  oudeax  variations  de  signedana  la8Me(c): 

an  byperbolotde  ä  deux  nappes. 

^<0,    Pw  Oy  0  oa  3  Tariations  de  signe  dans  Ia  a^rie  (c): 

an  ellipsoTde. 
i7>0,     P=0:  paraboloTde  hyperboiique. 
/f<0,     Ps=0:  paraboioTde  elliptiqae« 

H^^O,    P^09loa2  Tariations  de  signe  dans  Ia  s^rie  (c): 

an  cAne. 

i7=0»    P^O,  0oa3  variations  de  signe  dans  Ia  s^rie  (c): 

un  point  k  distance  finie. 

£f>Oy     P^O,  Ia   s^rie  (d)   offre  0  ou  4  variations  de  signe: 

an  lien  imaginaire* 

Reste  ä  d^terminer  le  genre  de  ia  sarface  quand  H  =^0, 
P  =  0.  D^signons  par  n  Ia  coarbe  d'intersectioli  de  Ia  sarface 
et  da  plan  des  d, 

n  est  nne  byperbole:  an  cylindre  byperbolique. 

n  est  ane  parabole:     an  cylindre  paraboliqae. 

n  est  ane.ellipse:        an  cylindre  elliptiqae. 

n  est  imaginaire:  an  point  ä  distance  infinie. 

n  consiste  en  deax  droites  qai  se  coopent: 

denx  plana  qai  se  coapent. 

n  consiste  en  deax  droites  paralleles: 

deax  plana  paralleles:     ^ 
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n  est  un  point  a  distance  fihie: 

uoe  droite  ä  distance  finie. 

n  est  un  point  ä.  distance  inOnie : 

une  droite  ä  distance  infiaie. 

Ce  que  nous  a¥o«8  remarqae  ä  la  fin  du  parapraphe  pr^ce« 
dent,  nous  montre  lä  necessit^  de  faire  usage  daus  quelques  cas 
des  autres  plaos  des  coordonn^es. 


Coordonn^es  ordinairea. 

§.  16. 

L*equation  generale  des  courbes  du  second  degrö 
en  coordonn^es  ordinaires  est  d^dutte  de  l'^uatlon  eo 
coordonnees  trilinöaires  en  rempla^aut  a  par  x^  ß  par  ^>  y  par 
Tunitö.  L'equation  de  la  droite  ä  distance  infinie  se  reduit  pour 
les  coordonnees  ordinaires  ä 

C  =  0. 

Le  dii^crimioant  H  ne  change  pas  et  le  determinant  P  «e 
reduit  a 

a     h 
h     b 


C 


Au  liee  des  caracteres  du  paragraphe  9  on  a  done: 
H^O,    a6  — A*<0    annonce  une  hyperbole; 


< 

> 
< 


/f^O,    «^— Ä*=0  une  parabole; 


ff 

—  <0,  a6  — Ä*>0  une  ellipse; 
a 

ff 

—  SO,  a6— Ä*>0  un  lieu  imaslnaire; 

a  o  7 

/r=0,  oft— A^<0  deux  droites  qu!  se  coupent; 

J5f=0,  «6 — A*>0  un  seul  poiot; 

H=^Of  ab — A^=0  un  des  bindmes  n^gatif 

deux  droites  paralleles; 

£f==0,  ab — A^=0>  un  des  bindmes  positif 

I  un  point  ä  distance  inrinie; 

les  trois  bindmes  zäro  deux  droites  coYncidentes. 


ä  Valgebre  et  ä  la  Biometrie, 
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§.  17. 

L*^quation  gön^rale  des  surfaees  du  second  degr^ 
en    coordonn^es    ordiDaires   est   d^doite   d^    röquation   en 
coordonnees  qnadriplanaires  en  rempla^aDt  a  par  x^  ß  par  y,  y, 
par  2f  d  par  l'unit^. 

L'^quation  do  plan  a  distance  iofinie  se  r^duit  dans  ee  cas  ä 

Z>  =  0. 

« 

Le  discriminant  et  la  st^ie  (d)  oe  changeot  pas.    Le  döter- 
niinant  P  devient 


a  n  tn 
n  b  l 
m    l     c 


D^. 


La  sörie  (c)  devient 

1    «o«      [  "    " 

r   n      b 


/>» 


a  n  m 
n  b  l 
m    l      c 


D«; 


et  comme  on  ne  fait  usage  qne  des  signes  des  quantit^s  pr^c^- 
dentes,  on  peut  remplacer  cette  s^rie  par 
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a 
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n 
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n 
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l 

m 

l 

c 

(e) 


Designons  le  dernier  terme  de  cette  s^rie  par  P^, 


Les  caracteres  du  §.  15.  ne  se  simplifient  pas  coosidärable- 
ment  pour  les  cas  de  1  ä  9.  Seulement  au  lieu  de  la  serie  (c) 
on  a  la  s^rie  plus  simple  (e)»  et  au  lieu  de  P  on  peut  prendre 

Pour  les  autres  cas,  la  simplification  est  la  meme  que  pour 
les  coniques. 

Gronlngue,  14.  Avril  1869. 
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XII. 


lieber  conforme  Karlenprojectionen. 

Von 

(^ein    Herausgeber. 


(Figur  t.  Taf.  VIIL) 

§1. 

Die  fiir  Geodäsie ,  Geographie  und  Astronomie  so  wichtige 
Theorie  der  Kartenprojectionen  hat  in  neuester  Zeit  die  Aufmerk- 
samkeit der  Mathematiker  wieder  mehrfach  in  Anspruch  genom- 
men, und  es  ist  über  diesen  grosses  Interesse  darbietenden  Ge- 
, anstand  neuerlich  ein  sehr  vollständiges,  empfehlenswerthes  Werk 
unter  dem  folgenden  Titel  erschienen: 

Trait^  des  Projections  des  cartes  g^ographiquefiiy 
repr^sentation  plane  de  la  sphere  et  du  sphöroide  pa^ 
A.  Germain,  ancien  eleve  de  Tecoie  polytechnique,  In- 
genieur hydrographe  de  lamarine,  membre  dela  soci^t^ 
de  geographie.  Premiere  partie:  Theorie  des  projec- 
tions. —  Deuxi^me  partie:  Construction  et  usage  des 
principales  projecti«»ns.  Accompagnees  de  14plan<^he6 
grav^es.  Ouvrage  approuv^  par  S.  Exe.  le  Ministre  de 
la  Marine  et  des  Colonies.  Paris.  Arthus  Bertrand 
editeur.    8^.    (ohne  Jahreszahl.)» 

Auch  eine  in  den  „Astronomischen  Nachrichten  Nr. 
1704.  S.  369.''  ganz  neuerlich  veröffentlichte  verdienstliche  Ab- 
handlung des  Herrn  Professor  Wittstein  in  Hannover:  „Geber 
conforme  Karten  -  Projectionen'S  welcher  auch  eine  Karte 
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▼on  Asien  in  eonrormer  Projection  beigegeben  ist,  verdient  Er- 
wähnung; die  Siteren  Werke  Ober  diesen  Gegenstand»  deren  na- 
mentlich Dentschland  eine  grossere  Anzahl  besitzt,  sind  hinrei- 
chend bekannt 

Sehr  erfreulich  ist  es,  dass  man  in  den  genannten  neueren 
Arbeiten  wieder  auf  eine  ältere  Abhandlung  von  J.  H.  Lambert, 
die  wohl  fast  In  ^nzliche  Vergessenheit  gerathen  war,  suriick- 
gegangen  ist,  welche  Abhandlung  sich  in  den: 

Beyträgen  zum  Gebrauche  der  Mathematik  und 
deren  Anwendung  durch  J.  H.  Lambert.'  Mit  Kupfern 
nnd  Tafeln.  Dritter  TheiL  Berlin  1772.  9>.  Nr.  VI. 
8.  105  bis  S   199. 

nnter  folgendem  Titel  findet: 

Anmerkungen  und  Zusätze  zur  Entwerfung  der 
Land-  und  Himmelskarten. 

Gewlas  verdient  die  Gerechtigkeit  alle  Anerkennung,  welche 
der  franzosische  Mathematiker  dem  trefflichen  Lambert  zu  Theil 
werden  lässt,  wenn  er  in  der  Vorrede  p.  Vi.  seines  empfehlens- 
werthen  Werkes  sagt: 

„Lambert  est  celui  qui  revieqt  le  plus  souvent  dans  Thistoire 
de  cette  brauche  de  la  göographie,  et  Ton  peut  dire  que  Tillustre 
professeur  de  Berlin  a  dot^  Tart  des  projections  de  plus  de  m^* 
thodes  ing^nieuses  et  utiles  que  tous  ceux  qui  se  sont  occupös 
da  m^me  sujet  avant  ou  apr^s  lui.*' 

Vorzüglich  bemerkenswerth  Ist  es  aber,  dass  die  von  Gauss 
in  seinen  berähmten  und  allgemein  bekannten  scharfsinnigen  Ar- 
beiten fiber  die  Abbildung  von  Flächen  auf  anderen  Flächen  ent* 
wickelte  Projectionsmethode  im  Wesentlichen  und  in  Betreff  des 
eigentlich  in  der  chartographischen  Praxis  Anwendbaren  auf 
die  Methode  von  Lambert  zurdckkommt,  was  auch  Herr  A.  Ger- 
main  gebührend  hervorhebt,  indem  er  in  dieser  Beziehung  p.  40. 
seines  Werkes  sagt: 

„Nous  reviendrons  sur  cette  projection  imagin^  par  Lam- 
bert et  plus  connue  sous  le  nom  de  projection  de  Gauss.'' 


nnd  p.  56. : 

„Nous  avons  ainsi  obtenu  directement,  comme  Ta  fait  Lam- 
bert, la  projection  dont  nous  avons  d^jä  parli$  an  §.  4.,  et  que 
Gauss  a  trait^  comme  application   de  sa  formule  gönörale  des 
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projections  assiijetties  ä  la  condition  de  c^naerver  U  «tmilitode 
des  eonfigitrattons  dans  la  repr^entalion  d'mie  surface  «ur  one 
autre" 

wo  er  aber  ganz  richtig  in  einer  Note  hinzofiSgt: 

,,du  reste  Gaass^  loin  de  d^attriboer  le  merkte  de  Tinvention  d9 
cette  projectioo,  cite  Tatlas  Celeste  de  Harding  poblie  k  Got- 
tingne  de  1808  ä  1822^  et  dont  les  planches  XIX  ä  XXVI  sont 
assnjetties  ä  cette  projection  avec  les  modifications  qae  nous 
allotis  Indiqiier.*' 

« 

M.  8.  auch  di«  oben  aogefährte  Abhandlung  des  Uerm  Pro- 
fessor Witt  stein. 

Die  ungemein  wichtigen  und  scharfsinnigen  Arbeiten  von 
Gauss  setzen  zu  ihrem  Verständniss  analytische  Kenntnisse  in 
ziemlich  grossem  Umfange  voraus ,  und  enthalten  Vieles,  was  in 
der  Praxis  wenigstens  nicht  unmittelbare  Anwendoag  finden  ka^n» 
SQ  buchst  interessafit  dieselben  natürlich  in  rein  geometrischer 
Beziehung  sind ;  dagegen  enthält  die  Abhandlung  von  Lambert  das 
volUtSndig,  was  in  der  Praxis  wirklich  zur  Anwendung  kommen 
durfte,  wie  dies  auch  neuerlich  ziemlich  allgemein  anerkannt  worden 
ist.  Die  Darstellung  von  Lambert  lässt  aber  nach  meiner  An- 
,aic|it  Ml^nches  ixi  wünschen  übrig;,  und  das  Gewand,  in  welches  er 
dieselde  gekleidet  bat,  ist  ein  ziemlich  veraltetes;  auch  durch  die 
.neueren  Darstellungen  seiner  Methode,  die  sich  manche  Vernaeh- 
Jßssigqngeu  gestatten,  was  der  erforderlichen  mathematischen 
Strenge  nicht  immer  entspricht,  bin  ich  keineswegs  vollständig  be* 
friedigt  worden,  und  hoffe  daher  der  Geographie  und  den  übrigen 
liierlier  gehörenden  Wissenschaften  einen  kleinen  Dienst  zu  erweisen, 
i»enn  leb  im  Folgenden  die  Methode  von  Lambert  —  im  Weseni* 
-KeheA  fibrige«s  denselben  mich  anschliessend  und  ihm  folgend  -^ 
-einer  neuen  Entwickelung  unterwerfe,  wie  dieselbe  nach  meinen 
Ansichten  über  mathematische  Strenge  gegeben  werden  muss. 
Manche  andere  Resultate  aus  meiner  langjährigen  vielfachen  Be- 
.sehüftigang  mit  der  l'faeorie  der  Kartenprojectionen  —  wobei  ich 
mir  wohl  auch  auf  meine  früheren  Abhandlungen  über  die  stereo- 
graphische Projection  in  Tbl.  XXXII.  Nr.  XXV.  S.  250.  und 
TM.  XXXIX.  Nr.  XXII.  S.  318.  zu  verweisen  erlauben  darf  — 
hoffe  ich  der  vorliegenden  Abhandlung  später  folgen  zu  lassen. 

MSge  man  es  nicht  unstatthaft  finden,  wenn  ich  mir  hier  noch 
die  femerkiing  erlaube,  dass  ich  einige  meiner  Arbeiten  über 
iLartenprojectiene«  in  dieser  baiAptsächlich  der  Furder^ng  des 
Unteiviclils  gewidmetep  Zeitschrift  um  so  lieber  mittbeilen  werde. 
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freil  ich  immer  der  Metoong  gewesen  bin,  dass  eine  genauere 
Bekaantscbaft  mit  der  betreCenden  Theorie  Lehrern  der  Mathe- 
matik sehr  nothwendig  und  sehr  au  empfehlen  ist,  damit  sie  im 
Stande  sind,  auch  den  Lehrern  der  Geographie  behälflich  zu  sein, 
indem  mir  bei  diesen  letzteren  nicht  selten  eine  völlige  Unbekannt- 
sehaft  mit  der  Art  und  Welse,  wie  geographische  Karten  anfzu* 
laseea  und  tm  gebrauohen  sind,  entgegen  getreten  ist  Mancher 
sieht  dieselben  wohl  gar  als  gewöhnliche  BMder»  nicht  «als  nach 
strengen  mathematischen  Principien  entworfene,  bestimmten  An- 
forderungen genügende,  grsfihiscbe  streng  geometrische  Darstel- 
lungen an,  welches  Letztere  sie  doch  sind,  sein  sollen  und  sein 
müssen. 

§.2. 

Weil  ich  im  Folgenden  die  Erde  als  ein  durch  Umdrehung 
einer  mit  den  Halbaxen  a,  6  beschriebenen  Ellipse  um  die  kleine 
Aze  26  entstandenes  Sphäroid  betrachten  werde:  so  scheint  es 
mir  —  da  namentlich  aitdi  des  am  Ende  A^%  vorfiergeh enden  Pa- 
ragraphen angedeuteten  Zwecks  wegen  vulllge  Deutlichkeit  und 
möglichst  leichtes  Verständniss  mir  hier  sehr  am  Herzen  liegen 
—  angemessen,  in  diesem  Paragraphen  einige  schon  bekannte, 
aber  für  das  Folgende  sehr  wichtige,  die  Ellipse  oder  vielmehr 
das  Rotationsellipsoid  hetreffende  Fermelo  zu  entwickeln,  um  mich 
späterhin  mit  Leichtigkeit  auf  dieselben  beziehen  zu  können. 

Wir  betrachten  einen  beliebigen  elliptischen  Meridian,  und 
bezeichnen  die  Coordinatefi  eines  beliebigen  Punktes  auf  oder 
unter  demselben  in  dem  bei  der  Betrachtung  der  Ellips;»  gewöhn- 
lichen Coordinatensysteme  durch  x,  y\  die  Breite  oder  vielmehr 
Polhohe  des  Punktes  (xy)  ist  bekanatKdi  der  >9(K>  nicht  fiber- 
steigende Neigungswinkel  der  Normale  des  elliptischen  Meridians 
in  dem  Punkte  {xy)  gegen  die  Ebene  des  Aequators,  indem  man 
diesen  Winkel  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  der 
Punkt  {xy)  in  der  nordlichen  oder  sudlichen  Hälfte  des  Erdellip- 
soids  liegt,  und  soll  mit  Rucksicht  hierauf  im  Folgenden  durch 
o  bezeichnet  werden. 

Weil  nach  der  Theorie  der  Ellipse 

ist,  so  ist,  wenn  man  differentiirt: 

^«  +  ^* Q    =  Ol  also  ^  =  —  -^; 
a*  ^  b^  €x        '  dx  a^ 


'Ml 


A  Gleidning 
Punkte  (o^): 


in  dfio- 


Geometrie, 

M  offenbar 

Glei- 


-% 


f"=^ 


#rglebt  , 

Nach  dam  Obiftti  tots 

titl||hi»h  tiAnh  lUr  voraltbtndan  Formal: 

*«aln  B 

*  **  V^a»coa<Ä»'+  **a{o5* 


atad: 


i 
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Daber  haben  wir  die  folgenden  ganz  allgemeineD  Ausdrücke 
der  CoordiDaten  or,  y  darch  die  Breite  q: 

a'cosSi  6*sinQ 

V^a^cos5*  +  6*8iuS*  V  o*  cos  ö*  +  6*  sin  ö* 

die  man  auch  auf  folgende  Art: 

b^  .   ^ 
--                                    — sino 
acosft) o 


Yl-(l-^8ioS«  Y  l--(l-^8inö« 

oder,  wenn  der  Körper  wegen 

gesetzt  wird»  auf  folgende  Art: 

g cos 5  ^  a(l^e*)sinS ,      < 

^""  VT^^S^*  ^""  Vl-e«sinö«' 

aafidrficken  kann. 

V 

Wenn  man  den  vorstehenden  Ausdruck  von  x  nach  cS  als 
unabhängige  veränderliche  Grösse  differentiirt»  so  erhält  man  ohne 
alle  Schwierigkeit: 


dx  _^       a(l~e*)slnci> 
as""       (l— e«sinö«)r 


Nach  dem  Obigen  Ist: 

Bx  a*y  * 

also  9  wenn  man  die  obigen  Ausdrdcke  von  x  und  y  einfiSbrt: 

By  6« 

Qod  weil  nun  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung: 

By^^^Sy^   Sx 
35  ""  Sa?  *  §ö 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorstehenden  offenbar: 

By a(l— e*)co8Ö 

äs  ""  (1— e«sinö«)i' 
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Daher  haben  wir  jetzt  die  beiden  folgenden  wichtigen  Formeio: 

dx 0(1 — e*)8in  5      % a  (1  -^  e*)  coa  5 

85 (l^e^slnöä)!'    gß  —  (1  we^sioS«)!' 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

l+ri^y  =  I  +  cot  5«  =  -^, 
'  Vca:/  sin  ö* 


also: 


V  •+(!)•= 


1 


sinci)* 


wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdero  o 
positiv  oder  negativ  ist. 

Rechnet  man  den  bei  dem  Ponkte  {xy)  sich  endigenden  Bogen 
s  des  Meridians  vom  Nordpole  an,  so  ist  nach  den  Lehren  der 
höheren  Geometrie  unter,  den  gemachten  Voraussetzungen  offenbar: 


l=*V^W- 


dx 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  o 
positiv  oder  negativ  ist« 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  erhält  man  auf  der 
Stelle  die  ganz  allgemein  gSitige  Formel: 


dl 


1 


sin  q' 


und  da  nun  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung: 

d$  _  ds    dx 
dU^dx' 


ist,  so  Ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

ii—         .  a(l-c*) 
85  ""  ^  (l— e*8ln5*)i* 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  Parallelkreises  des  EIHp- 
solds  zu  dem  Aequator  unter  der  Breite  5  durch  r,  so  ist  offen- 
bar r  =  or,  also  nach  dem  Obigen : 


acos<d 


aco8<d 


•  TTOW    » 


Vi  -  c«8in  52        (1  —  «*  »'"  "*)* 


und: 
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Sö^"^  (1— e«8inö«)r 
Mach  den  Lehren  der  Differentialrechnung  ist: 


_!©_' 


8««"^     dx      ""    dc3      •  8ö 


=:* 


hnd  weil  nun  nach  dem  Obigen: 

a 


^  =  -cotö. 


] 


Sei  sin  Q* 

ist,  so  ist; 

8^ 1_        0(1  — e«)  sin 5  _  _  (1— c«sinc5«)t 

ai*^8lnö«*     (I— e*sini5«)i  ~       ii(l-e«)sinö** 

Bezeichnen    wir   den    KrSmmnngshalbmesser    des   Meridians 
unter  der  Breite  c5  durch  g,  so  ist  bekanntlich: 


%A',  • 


^'  = 


folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

,  1       q^(l— eysinS^  a«(l-^)« 

^    "^^  sihS^'   (1— ««sinSV"^  (l— c«srne5*)»' 
also: 

_      q(l-g«) 
P  — (l_e«sio5«)r 

Die  hier  entwickelten  Formeln  reichen  aum  Verständniss  des 
Folgenden  vollständig  hin« 

Iftt  Atigemeinen  wollen  wir  nur  noch  bemerken,  dass  die  in 
dieser  Abhandlung  cur  Betrachtung  kommenden  Kartenpro* 
jectionen  weder  perspectivische  —  wie  die  steieographische  PrO' 
jection  —  noch  durch  Abwickelung  entstandene  Projectionen  sind; 
dieselben  sind  Zeichnungen,  Constructionen  oder  graphische  Dar- 
stellungen» welche  ssu  den  entsprechenden  Figuren  auf  der  Ober- 
fläche des  EUipsoids  in  gewissen,  sor  Erfüllung  bestimmter  Zwecke 
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dienendeiiy  spSterbin  D&her  anzugebenden  VerbSItoissen  oder  Be* 
ziebungen  stehen«  wobei  immer  aoeb,  der  praktiscben  Anwendung 
wegen ,  mSglicbst  leicbte  Entwerfung  oder  Ausföbrung  der  erfor; 
derlicben  Zeicbnungen  ein  bei  solcben  Kartenprojectioqen  niemab 
aus  den  Augen  zu  verlierender  Gesicbtepunkt  ist 


§.3. 

Die  bier  zu  betracbtende  Projection  unterwerfen  wir  den 
folgenden  Bedingungen: 

1.  Die  Meridiane  des  ErdspbSroids  sollen  dureb  von  einem 
Punkte»  den  wir  O  nennen  wollen ,  ausgebende  gerade  Linien 
dargestellt  werden. 

2.  Die  Parallelkreise  des  Erdspbiroids  sollen  durcb  aus  dem 
Punkte  O  als  Mittelpunkt  bescbriebene  concentriscbe  Kreise  dar- 
gestellt werden. 

3.  Die  LSngen  auf  dem  Erdspbiroid  sollen  zu  den  entspre- 
chenden LSngen  auf  der  Projection  oder  Karte  in  einem  constanten 
Verbältnisse  steben»  so  dass  also  die  LSngen  auf  der  Projectioo 
oder  Karte  aus  den  entsprechenden  Längen  auf  dem  Erdspbäroid 
erbalten  werden,  wenn  man  diese  letzteren  mit  einer  gewissen 
Constanten  absoluten  Zahl,  die  wir  durch  f*  bezeichnen  wollen 
multiplicirt,  wobei  wir  wohl  kaum  noch  besonders  zu  bemerken 
brauchen,  dass  man  unter  den  Längen  die  von  zwei  einander 
entsprechenden  Meridianen  auf  dem  Erdspbäroid  und  auf  der 
Projection  oder  Karte  mit  zwei  einander  entsprechenden«  als  erste 
angenommenen  Meridianen  auf  dem  Erdspbäroid  und  auf  der  Pro- 
jection oder  Karte  eingeschlossenen  Winkel  zu  verstehen  hat 

Insofern  die  absolute  Zahl  f»,  wie  vorher  geschehen  ist»  als 
constant  angenommen  wird  —  und  nur  wenn  dies  geschieht  — 
findet,  wie  auf  der  Stelle  erhellet«  das  zwischen  den  einander 
entsprechenden  Längen  auf  dem  Erdspbäroid  und  auf  der  Pro* 
jection  oder  Karte  Statt  findende  Verbältniss  auch  zwischen  den 
einander  entsprechenden  Veränderungen  der  einander  entspre- 
chenden Längen  auf  dem  Erdspbäroid  und  auf  der  Projection  oder 
Karte  Statt«  was  der  folgenden  ^ntwickelungen  wegen  besonders 
zu  bemerken  von  Wichtigkeit  ist. 

Es  sei  nun  —  mit  Bezdg  auf  die  durch  sich  selbst  verstand* 
liebe  Figur  —  P  ein  beliebiger  Punkt  auf  dem  Erdellipsoid«  dessen 
von  einem  gewissen  Meridiane  an  gerechnete  Länge  und  dessen 
Breite  wir  beziehungsweise  durch  m  und  c5  bezeichnen  wollen. 
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Der  zirischen  diesem  Punkte  P  und  dem  Nordpole  N  der  Erde 
liegende  Meridianbogen  sei  i,  and  r  sei  der  Halbmesser  des  durch 
P  gehenden  Parallellcreises  der  Erde. 

Der  dem  Punkte  P  entsprechende  Punkt  auf  der  Projection 
oder  Karte  sei  Pf  und  dessen  geradlinige  Entfernung  von  dem 
vorher  durch  O  bezeichneten  Punkte  sei  R\  die  Länge  des 
Punktes  P'  auf  der  Projection  oder  Karte  sei  i$2,  wo  diese  LSn- 
geo  von  einem  gans  beliebigen  Meridiane  auf  der  Projection  oder 
Karte  als  ersten  Meridian,  weicher  dem  ersten  Meridiane  auf 
dem  Ellipsoid  entspricht,  an  gerechnet  werden»  und  wo  nach  dem 
Obigen 

ist 

Man  lasse  jetzt  auf  dem  Ellipsoid  ta  und  s  die  positiven  Ver- 
änderungen Jm  und  J$  erleiden,  und  bezeichne  die  entsprechen- 
den Veränderungen  von  i^  und  R  auf  der  Projection  oder  Karte 
durch  JSl  und  JR»  wodurch  auf  dem  Ellipsoid  und  auf  der  Pro- 
jection oder  Karte  die  mittelst  einfacher  geometrischer  Betrach- 
taogen  sich  sogleich  als  rechtwinklige,  also  als  gleichwinklige 
Vierecke  ergebenden  Vierecke  PPiQQi  und  P'Pi'Q'Qi'  ent- 
stehen ;  und  wenn  nun,  welche  neue  Bedingung  wir  jetzt  den  drei 
obigen  Bedingungen  1.,  2.,  3.  noch  beifugen: 

4.  Diese  beiden  als  unendlich  klein  zu  denkenden  Vierecke 
PPiQQi  «od  PPxQ'Qi  auf  dem  Erdellipsoid  und  auf  der  Pro- 
jection oder  Karte  einander  ähnlich  sein  sollen; 

so  mfissen  ihre  Seiten  einander  proportional  sein  oder  in  gleichen 
Verhältnissen^'  zu  einander  stehen,  woraus  sich  mit  Rucksicht 
aaf  die  Figur  sogleich  die  Proportionen: 

^/i:r^/(»:(r+^/r)-^a)  =  JR:RJSl:(R-^JR)JSl, 

also  die  beiden  Gleichungen: 

(Ä  +  dR)  JSl  ^5  =  (r  +  Jr)  J(oJR, 
RJSlJs  =  rJoaJR 

ergeben,  welche  zugleich  existiren  müssen,  od^r,  weil  nach  dem 
oben  Bemerkten 

sein  muss,  die  beiden  zugleich  existiren  müssenden  Gieichuiigeu: 

fi{Ri'JR)Js  =  (r  +  Jr)JR, 
I^RJb  =  rJR. 

Theil  L.  1» 


hau 


■Ctl^aiUi^V: 


■1 nri  yi 


-"-(SD 


n,**J« -»»*-».»- J*. 


°JW      JS'JS" 
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also  die  GrSnsgleichang: 

Man  hat  also»  wenn  die  obigen  Bedingungen  s&romtlich  er- 
füllt werden  sollen,  eigentlich  die  drei  folgenden,  zusammen 
existiren  müssenden  Gleichungen: 

fiRJs  =  rJR, 

for  welche  man  aber,  da  es  sich  hier  nur  um  sogenannte  unend- 
lich kleine  Grossen  bandelt,  die  zwei  zusammen  existiren  mQssenden 
Grinzgleichungen : 


zu  setzen  hat. 


Nun  erhellet  aber  »Ar  Meht,  dass  diese  beiden  Gränzglei- 
cbnngen  niemsbr  zusammen  existiren  können,  dass  namentlich 
dareb  Ob  zweite  den  obigen  Bedingungen  wenigstens  im  Allge- 
Beinen  nicht  entsprochen  werden  kann. 

Aus  den  beiden  Im  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesenen 
Formeln: 

8i        _      a(l~g«)  8r  _       a(l— g*)sin5 

8S  ""      (1  —  e* sin  5«)i*    80""      (l  —  c* sin  ö«)i 

erhellet  nämlich  auf  der  Stelle,  dass  die  Differentialquotienten 

m  ~'*  8"ö 

gieiebe  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  jenachdem  die 
Breite  <5  positiv  odcfr  negativ  ist;  also  würde  auch  die  Gleichung 

dr^_      & 
8ö  ~  '^  8w 

nnr  durch  positive  oder  negative  fi  erfüllt  werden  können,  jenach- 
dem die  Breite  q  beziehungsweise  positiv  oder  negativ  ist,  was 
den  bier  zu  erfüllenden,  aus  dem  Obigen  bekannten  Bedingungen 
nicht  entspricht.     Daher  wird  man  die  Gleichung 

85  ■"  '^  85 

13^ 


erunert:    Cebtr  con/brm«  KartemproJecUmum. 
iese  beiden  Gleicfanngen  bringt  man  leicbt  anf  die  Form; 

luf  die  Form: 

K«  +  ^K)  =  (r  +  Jr)(^.^), 

«8t  man  niin  ^U  sieb  der  Nnll  aäbern ,  an  nSfaern  Jr  und 
cb  beide  der  Null,  and  die  beiden  vorstehenden  Gleicbnngeii 
I  skb  bdde  der  einen  GrSnzgleicbnng : 


er  einen  firänzgleichnng: 

li  der  einen  Grinsgleichnng: 

dß      ftß    df 

35        r  '55' 

18  den  beiden  Gleicbnngen : 

niUt  =  r^R 
ber  durch  Snbtraetion  die  Gleicfaung: 

f^R/ii  =  Jr^B. 
e  Gleichung: 

I  die  Gleichung: 

^_  ^  .  A 

Braue,  wenn  man  Mch  .J5  der  Null  nlhem  ISeat,  die  Grlu- 


:  Lim  5=  !  Lira  3=  , 
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also  die  GrSnsgleichang: 

dr     d$     ^      br  ds 

MaD  hat  also,  wenn  die  obigen  Bedingungen  sämmtlich  er- 
fällt  werden  sollen,  eigentlich  die  drei  folgenden,  zusammen 
existiren  müssenden  Gleichungen: 

lk(R^/IR)Js  =5  (r^Jr)JR, 

(iRJs  =  rJR, 

(iJs  =  Jr; 

for  welche  man  aber,  da  es  sich  hier  nur  um  sogenannte  unend- 
lich kleine  GrOssen  bandelt,  die  zwei  zusammen  existiren  mQssenden 
Grinzgleichungen : 


XQ  setzen  hat. 


Nun  erhellet  aber  »Ar  Meht,  dass  diese  beiden  Gränzglei- 
drangen  nieiiiskr  sosammen  existiren  können,  dass  namentlich 
dareb  Se  zweite  den  obigen  Bedingungen  wenigstens  im  Allge- 
meben  nicht  entsprochen  werden  kann. 

Aus  den  beiden  im  vorhergebenden  Paragraphen  bewiesenen 
Formeln: 

St   __      a(l~g*)  dr  a(l— QsinS 

35—      (1  — e«8in5*)i*    So""      (l--e*sinö«)i 

erhellet  nämlich  auf  der  Stelle,  dass  die  Differentialquotienten 

35  "•*  85 

gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  jenachdem  die 
Breite  5  positiv  odcfr  negativ  ist;  also  würde  auch  die  Gleichung 

8r  __      & 

nar  durch  positive  oder  negative  fi  erfüllt  werden  können,  jenach- 
dem die  Breite  5  beziehungsweise  positiv  oder  negativ  ist,  was 
den  hier  zu  erlÜllenden,  aus  dem  Obigen  bekannten  Bedingungen 
nicht  entspricht.    Daher  wird  man  die  Gleichung 

dr^  _      Bs_ 
85  ""  '^  85 


erunert:    Veber  conforme  Sartenprafectbmen. 
Ben,  and  sich  mit  der  lürf&ilung  der  Gleichnng 


85  ~   r  'Sa' 


ir  die  DiBerentialquolienten 


immer  als  von  gleichen  Vorzeichen  betrachtet  veiiw 
iBguügea  mtisseu. 

ich  nerdeu  dann  die  Vierecke  PPiQQi  und  P'Pi'^Qi 
stHndig  einander  Shnlich,  weil  offenbar  nur  eine  tbeil- 
iporlionaiitSt  ihrer  Seiten  Statt  findet. 

{.4. 
haben  uns  also  jetst  mit  der  Integration  der  tileicbnnf; 

9S~    r    'Bä' 

trch  ü  auszudrücken,  zu  beschSfttgen ;  mittelst  diese« 
s  erhält  man  dann  R  aus  ü,  und  Sl  ergiebt  sich  mittelst 
lel: 

Sl  =  (im, 
Zeicbnang  der  Karte  voilatEndig  bioreicht 
$.  2.  ist  bekanntlich: 

_  «icosä  3* n  (1  —  e') 

*■  ""  (I-e"8inS»)r     m~  ~  (I— «•sin««)!' 

dem  Obigen  offenbar; 


Sö  ^    coeö(l  — «'»inü*)' 

aß__       ft(l  — c^3«5 
B  cosü(l  —e*a\nü*y 

a  innSchst  aaf  die  Enlwickelung  des  Int^;rals: 

SiS 


/• 


GO«u(I — e*sinb>*) 
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Dieses  Integral  kann  man  auf  folgende  Art  aosdrficken : 

/cos  585 p 8  sin  5 
co8Ö«(l— ««sinö«)   "V    (I— sinöa)(l  — c«sin5^* 

Setzt  man: 

I A  B 

(l  — sin5*)(l— e«sinö«)""      1  — sino  "*"  1+  sincS 


:n:7^  + 


■   l  —  esinö  ■  l-f6SinG> 

_4^-B^{A^B)smiS       A'  +  B'^{A'—B')eBin^ 
""  1-sinö«  +  1— ««sinö« 

und  addirt  die  beiden  Brüche  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich« 
heitszeichens  zu  einander,  indem  man  sie  auf  den  gemeinschaft- 
lichen Nenner 

(l-sin5«)(l— ««sinö«) 
bringt;  so  ist  der  Zähler  die  Summe: 

+  K^— Ä>  +  (i4'— Ä')c}sinö 
-|(^  +  Ä)e«+(ii'  +  Ä')isin5« 
—  ((J-Ä)e  +  (J'-Ä')|csin55, 

und  zur  Bestimmung  der  Constanten  A^  B\  A\  B'  erhält  man 
also  auf  bekannte  Weise  die  Gleichungen: 

(il+Ä)+(.f+ÄO  =  i, 

(J  +  Ä)e«  +  (^  +Ä')  =  0, 

{A^B)e^{A'  -B')  =  {i. 

Aus  der  ersten  und  dritten  und  aus  der  zweiten  und  vierten 
dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  sogleich: 

also: 

^-Ä=:0,    A^B,    ^  +  Ä  =  22l  =  2Ä  =  Y— ; 

folglich : 

A-MS-  2(1  _c«)- 

Peroer  erbSit  man  aus  diesen  Gleichangen: 


1  ■ 
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nach  dem  Vorhergehenden: 
l'  —  B*  =  0.  A'  =  B,  A'^B'  =  lA'  =  2B'  =  —  |^. 


Daher  ist  nach  dem  Ohigen: 

/g5   ^_ 
cos  ö  (1  —  «■  ßin  Ö') 

—     2(l-e«)  y  I~8in5  +2(l-c»)  J   l+slow 
e*  /*  Swing  f*         /*  8 Bin 5 

~2(1— e«)  y  I— «8in5~ä(r-ß«)  J  l-|-esiil3' 
ich  nach   einer  sehr  befeaDnten   Fundamental formel  der  lote- 
echnung: 

/_     85 
coao(l  — e'sinS*) 

=      2j|3^t/{l  +  8in5)-/(l  — sinS)| 

-  gTj^-^l/Ci+esinö)— ;/(!— «8in5)t 

_  1  1  -f  sin  5  c  I  +flsiD5 

-      -2{1  ~€«)  'l^ainS       -2(1  — e«)  *  1— esinö' 

Weil  nnn  nach  dem  Obigen; 

J    fi  -  -  f  t'     ^Jy   co8cS(l-e<einS^' 

-/ß  =  _  (' -«^y  CM S (!-**€•  eins*) 
so  isbnach  Vorslehendem  i 

u  *     1  — eainS       '    1— amu 


1  »D       ,,1— «ino     ,   ,1— eainS 


,  wie  oian  leicht  findet: 


J/«  =  /ta.g(45«-lW-l.(t^iS=|)!. 
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aJdo: 

und  folglicby  wenn  man  der  Kfirse  wegen: 

tang}«  =  Ung  (460_45).  (t^SlS)' 
setzt: 

IR  =  fft/tang^tf  =  /.tangiuA', 

wo  Mn  natfirlich  noek  eine  willkfihrlicbe  Constanle  beigefügt 
werden  dhiss.  Stellen  wir  diene  wiUkfihrlicbe  Constante  unter 
der  Form  IC  dar,  so  wird: 

IR  =  /.tongitfA«  -|-/C=  /.  Ctangiu^, 
also  endlich: 

12=  Ctangitif«. 
Weil 

\%\,  80  ist  nach  {.  2.  und  dem  Obigen: 


also: 


m_         „  1  —  6»  o(l— e«) 

"37  ■"      **^  cos  5  (l  —  e*  sin  5«)  '       (1  -  c*sin  5«)l 

3B  _  fig(l  —  e«sin5«)l  _  ^g  V 1  -  g«  sin  5* 
Sf  "*  acose  ""  acoscS  * 


oder  nach  §.  2.  offenbar: 

and  wenn  man  fSr  ß  seinen  oben  gefundenen  Ausdruck  einfuhrt: 

bR       ftCtang^tiM 

oder: 

8g      fiCtang  \tif^  Vi  —  e*  sin  5« 
3*  ~"  acoso 

Dieses  VerhSitniss  kann  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

dR     - .    ^R 

ist,  das  Vergrusserungsverhältniss  nennen. 


■p 


I 

192  Grunert:    lieber  conforme  Kartenprojectionen. 

Da  die  Constanten  C  und  fA  willköbrlich  sind,  so  kann  man 
dieselben  so  bestimmen,  dass  die  Karte  oder  das  Metz  ausser 
den  durch  das  Obige  schon  erfüllten  Bedingungen  noch  anderen 
Bedingungen  entspricht,  deren  Erfüllung  zweckmässig  oder  er^ 
wünscht  sein  kann. 

Was  die  Constante  ^  betrifft,  so  schlägt  Lambert  vor,  die- 
selbe so  zu  bestimmen,  dass  für  zwei  bestimmte  Breiten  cSq,  Si 
die  Grade  der  diesen  Breiten  entsprechenden  Parallelkreise  auf 
dem  Ellipsoid  und  auf  der  Karte,  deren  tilalbmesser  wir  bezie- 
hungsweise durch  Tq,  Tx  und  Rq^  R^  bezeichnen  wollen,  in  gleichen 
Verhältnissen  zu  einander  stehen,  weicher  Bedingung  genügt  sein 
wird,  wenn  die  Proportion: 

ro:ri=iBo:Äi 

Statt  findet.    Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen  bekanntlich: 

—        o  cos  c5o  _^        acosc5| 

^^  ~  Vl-.e«sin  öÖ*'  '^*""  V^l— ««sinöi« 


und : 


wo: 


Ro  =r  CtangiM(/*,  R^  =  CtangiMi^*; 


ta„gj«„  =  tang(45o_J5„)l.  (liäS;)'' 
taugi«,  =  tang(45«-i5.).({±£5£|;)5 
ist;  also  wird  die  obige  Proportion: 

cos  Oo  ^^^  ^1     ' 

4Ai       a  Iri  '771~  a  .    =^=tangiti(/* :  tang^tCi^, 
woraus  sich  die  Gleichung: 

\  /tangjttpN^       cos  QqV^I  —  e^sin  5t* 

VtangiMi/  "^  cosSiVnr^««sinöo*' 

und  folglich  zur  Bestimmung  von  jx  die  Formel: 

cosSqV  l-^e*sinc5|* 

COS01  V^l— g'sJD  flOp* 

** ""  /  fa"gi"o  ' 

tangiii, 

oder: 
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_^  / .  cos  5o V^l — 6*8111  Qj*  —  /.  cos  5t  V^l — e* sin  5^ 
^  "  /tang^i^  —  /tang^ffi 

ergiebt.  Natfiiiich  kann  man  in  dieser  Fonnel  statt  der  natfir* 
lieben  auch  gemeine  Logarithmen  gebrauchen»  wie  aus  der  Ge- 
stalt derselben  auf  der  Stelle  erhellet. 

Ffir  c3o  =  3V>.  Q|  =  7(F  und  «  =  0,  also  ffir  die  Kngel,  findet 
Lambert: 

^      0,4034789       ^TÄim*. 
^  -  0,5151206  —  "'^'*^^-  )• 

Die  Gonstante  C  will  Herr  A.  Germain  so  bestimmen,  dass, 
nachdem  die  Gonstante  fi  bestimmt  ist,  der  einer  gewissen  be- 
stimmten Breite  Qq  entsprechende  Werth  Rq  von  R  der  Länge 
des  von  dem  Nordpole  bis  zu  dem  Parallelkreise  unter  der  Breite 
So  reichenden  Meridianbogens,  den  wir  durch  Sq  bezeichnen  wollen, 
gleich  werde.    Da  nun  bekanntlich 

Äo  =  Ctangiwo'* 
ist  für 

UngK=;tang(450-ia„).(}±£||^^5. 

80  hat  man  sur  Bestimmung  von  C  die  Gleichung: 

*ü  =  Ctangiuo^, 
woraus  sich: 


•)  A.  a.  O.  S.  140. 

Herr  A.  Ger  mal n  «agt  ia  seinem  oben  angeführton  Werke  p.  61. 
in  einer  Notet 

„La  Societe  de  geographie  de  Saint-Petersbonrg  a  choitl  cette  pro« 
jection,  en  Ini  attribnant  Ia  denomination  de  „projection  de  Gausses 
poar  la  belle  carte  de  Ia  Ruaaie  europeenne  en  diiuze  feuillet,  qa'elle 
a  pabliee  en  1862.  Les  deux  pariillälet  dont  les  degret  conaerfrent  leur 
rentable  rapport  tont  ceux  de  46**  et  58",  let  latitudes  des  paralleles 
eitrSmes  etant  36<*  et  68o/' 

Sous  le  parallele  moyen,  qui  est  celai  de  52®,  le  degre  sabit  an  re- 
tratt  qni  le  rednit  k  0,994  de  sa  valenr  reelle,  tandis  qne  soos  les  pa- 
ralleles extremes  il  epronve  nne  dilatation  qni  le  porte  k  1,031  ti  1,040. 
Dei  echelles  Tarialilet  en  y  erst  es  acco.mpagnent  Ia  gradaation  des  lati- 
tades  snr  les  bordares  d'encadrement  de  chacune  des  douse  feailles  de 
It  carte.  Le  m^ridien  moyen  est  celni  de  10®  4  Test  de  Pobserratolre 
de  Saint-Petersbourg  situ^  ä  270.59'.  3 r  4  Test,  da  m^ridien  de  Paris. 
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tang  itio'* 
ergiebt    Nach  j.  2.  ist  aber: 


■■''^-"' 


i'f 


oder: 


|A   =   a(l e")     /  Ti a     .      rroM» 


also : 


a 


a_e«)  /**' ^- 


5^ 


tangiuo 
oder  vollständig  entwickelt: 

"<*-• ^y      (l-e*8inS 


C  — 


'«^(^-»»^•(Jifl^)'  ■ 


bt  Oo=0  und  folgllcb  j^  der  Meridianqoadrant,  so  ist: 

0 

För  die  Kogel,  alo  für  e  =  0,  wird  diese  Formel : 


uod  folglich: 

Kehren  wir  noch  einmal  zu  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
Formel: 

/ß  =  /.tangiti/*  +  /C 

zurücki  80  ist  klar,  dass  man  in  dieser  Gleichung  statt  der  natür* 
liehen  Logarithmen  auch  gemeine  Logarithmen  setzen  kann,  wo- 
durch man  die  Gleichung: 

log  12  =  log .  tang  \vf*  -|-  log  C, 
also: 


l 


j  ■ ■ 


oder: 
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rog;ß  =  fiiogtang^ti-|-log(^ 


-  logß  s  logtang^tf  ^  -  log  C» 

1^  fr 


und  folgfieh,  wenn  man  fär  tangitt  den  aus  dem  Obigen  bekannten 
Ausdrack  elnf&brt,  die  Gleichung: 

-log«  =  logtang(460-iö)  +  2'<>ßri7iS7i+  ^'^»^ 
erhfilt 

Setat  man 

esIncS  =  Bxnfp, 
80  wird  diese  Gleichung: 

^logÄ  =s  log  tang  (460^40) -«log  tang(450-.if))  +  i|ogC 
oder: 

i|og«  =  elogtang(4eo  +  iip)-logtang(45«+4S)  +  -logC, 

wo  man  alalt  4er  Logarithnien  log  auch  natfiriicbe  Logarithmen 
setzen  kann. 

Filr  die  Grosse 

/  tang  (4S0  -f  \^) — tl  tang  (45^  -f  i^), 

welche  ich  durch  v  bezeichnen  will,  und  daher 

e  =  /tang(4S0-|-iö) — e/tang(45«  -f  \v) 

setzen  werde,  hat  Lambert  a.  a.  O.  8. 194  eine  Tafel  gegeben, 
in  welcher: 

e  =0.0931490 

e*  =  0,0086707 

e4s0,0000»3 

«•  =  0.0000006 

gesetzt  worden  ist,  fär 

a=:l.    6-33Ö- 
Diese  Tafel  theile  ich  nachstehend  unter  A.  mit. 
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A. 


«> 

/tang(450-|-iö) 

e/tang(450-|-l9>) 

V 

5 

0,0873773 

0,0007560 

0,0866213 

10 

0,1754259 

0.0015068 

0,1739191 

15 

0,2648420 

0,0022461 

0,2625969 

20 

0,3563785 

0,0029686 

0,3534099 

% 

0,4506754 

0,0036688 

0,4472066 

30 

0.5493061 , 

0,0043414 

0,5449647 

36 

0,6528365 

0,0049814 

0,6478551 

40 

0,7629098 

0,0055839 

0,7573259 

45 

0,8813736 

0,0061442 

0,8752294 

SO 

1,0106831 

0,0066579 

1,0040252 

55 

1,1542346 

0,0071217 

1.1471134 

60 

1,3169578 

0,0075305 

1,3094273 

65 

1,5064543 

0,0078825 

1,4985718 

70 

1,7354151 

0,0081742 

1,7272409 

75 

2,0275894 

0,0084036 

2,0191848 

80 

2,4362460 

0,0085688 

2,4276773 

85 

3,1312990 

0,0086685 

3,1226315 

90 

00 

0,0087019 

OD 

§.  5. 

Wir  wollen  jetzt  die  Breite  S    so  bestimmen  suchen,  fSr 
welche  das  Vergrosserungsverbältniss 

ds         r 
ein  Kleinstes  oder  ein  GrSsstes  wird. 
Durch  Differentiation  erhalten  wir: 


-85-  =  '* 


'?5~^ä5 


«o  dass  also 


'85     "as-" 


die  gemeiiwchaftliche  Bedingnog  des  KleiosteD  und  Qrösstea  ist 


Grüner t:    (Jeder  con forme  Kartenprojectionen,  ]97 

Durch  fernere  DifferentiatioD  erhält  man: 

SS* 

=  —  j3 ' 

wofär  man  aber,  weil  es  sich  bloss  am  die  Werthe  von  S  han» 
delt,  ffir  welche  der  erste  Differeotialquotient  verschwindet,  fSr 
welche  also  die  Gleichung 

eriBllt  ist,  kfirzer: 

j«/aß\       S«ß     „  a«r 

setzen  kann,  so  dass  also  die  Bedingung  eines  Kleinsten 

d*ß         dh 

die  Bedingung  eines  GrOssten 


ist. 

Nach  §.  4.  iat: 


8Ä  -,'  1  — e* 


85  —      '•'•'  C08  ö  (I  -  c«sin  5«)  * 
und  nach  §.  2.  ist: 

acosS  ^^      ^ — e*)sinö 

•'""(l-6«8in5«)*'    8ö  ""  ~(r--e«sinö«)r 

Also  ist,  wie  man  leicht  findet: 

*•  85  •  ^^85  =  -  (I  -e«s.n 5«)l ^'^ "  «*"^>- 

und  die  allgemeine  Bedingung  des  Kleinsten   und  Grossten  ist 
folglich : 


[, 


}'-  ]<■■:,.■  i"\\-^y 
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ist: 


3«Vl  —  esinS/  ""  (1— esino)' 


/^(g) ^,  l-l-esinft)  g sin  CD 

A«)  ""  '    1— esinö  +  1  — easinö«' 

und  folglich/ wenn  man  der  Kürze  wegen: 

setzt: 

woraus  sieb  sogleich: 

und: 

.  /'^w = Aw.9''(^)+2r(c).9'w+rw.9>(e) 

ergiebt. 

Mittelst  leichter  Rechnung  findet  man: 

'  I  \  —        2  sin  5 

und  hieraus  ferner:  , 

ly.  \ 8g  sin  5* 

Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  nach  und  nach: 

f  (0)  =  1, 
9  (0)  =  0, 

•   r(0)  =  o, 

9'(0)  =  2sin3, 
r(0)  =  28inö, 

g>"  (0)  =  0, 
f"»  (0)  =  0. 

Nach  6.  4.  ist: 

und  well^  nun  bekanntlich  im  Allgemeinen 

-90o<ö<+90«, 


i 


^nr 


Crunert:    üeber  conforme  Kartenprcjectianen.  201 

also: 

— 45*><iö<+450 

ist,  Bo  ist  offenbar 

0<45O-i5<  +  90«, 

ood  daher  tang^  positiv,  aoch  noch  fiSr  €5=1=90^;  folglich  wird 
man  den  Bogen  \n  immer  zwischen  0  und  \7t  zn  nehmen  berech- 
tigt sein. 

Wenn  überhaupt 

V  =  F{x) 
ist,  80  ist: 

8Arctangy <)Arctangy    8 v  1        dy 

dx  dy         *  dx       1  +  y •  *  8a: 

_     r(x) 

-l^\F(x)\*' 

und  folglich  femer: 

8«Arctangy  _  IH-  [F(x)]^]F"(x)'-'2F(x){r(x)\* 
Bx*        ""  ll  +  [F(^)]*)* 

Nach  dem  Obigen  ist: 

iu  =  Are  tong  |  tang  (45^ — io) .  f(e)  ] , 

folglich  fSr  e  =  0: 

iu  =  Are  tang  { tang(46<^— i«))  =  ijc— i«, 
also: 

tf  =  In — o. 

Femer  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

8t« tang  (450- 15). /^(e) 

*-8e""  l  +  {tang(450-iö).A«)l*' 

und  folglich  ffir  e  =  0 : 

8t«  .n.  8t«  ^ 

Der  Zähler  und  der  Nenner  von 

82t« 
*-8i« 
sind  respective:  f 

TheU  L.  14 
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taDg(450-.i5).{l  +  [tang(45o-45).AO]*KrW 

und: 

{l+[taDg(46o-i5),Ae)]*)*; 

also  ist  der  Werth  tob 

för  e  =  Ot 

lang  (450—45)  1 1  -ftaog  (45<>— 45)«> .  2pin  5 
{l+tang(450— 4ö)«}* 

2tang (45<' —  iQ) sin Q       ^^  .   ,.^^     ,_^        ^^^      ,-.    . 
=    H-taDg(450-45)a  =  2siD(45o^4ö)cos(45-4S)  sinö 

=  8in(90o  — c$)siDQ  =  8inQcosQ  =  48in2c5, 
und  der  Werth  von 

fär  e  =  0  ist  folglieb  sin  2  €3. 

Der  Differentialquotient  des  Zählers  von 

*-86« 
ist  nach  dem  Obigen: 

tang  (46o«i5)  |  l+[tang(45«-  iß)  -A^)]*«./^  W 
+  2  tang  (450--i5)».  Ae)  .^  (e) .  r  W 
-2taDg(450-i5)».{/''(e)}» 

-.4tang(45o^i5)8./'(c).r(6).r(?), 

und  nach  dem  Obigen  verschwindet  also  dieser  Differentialquotient 
ffir  6  =  0. 

Der  Differentialquotient  des  Nenners  von 

3*11 

ist  nach  dem  Obigen: 

4tang(450-.i5)«.{l  +  [tang(450-.iS).A6)]«|.A6).r(e), 
nnd  dieser  Differentialquotient  verschwindet  also  gleichfalls  fiSr 

Also  verschwindet  offenbar  der  Z&hler  von 


i 
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cmd   daher   -k-^  selbst,  für  6  =  0. 

Folglich  ist  Dach  dem  Maclaurin'schen  Satze: 


wobei  erst  Glieder  veraachlässifi^  gtiid,  welche  die  vierte  Potenz 
von  e  enthalteo. 

Für  Q'=i«— 'S,  also  J^:=^\n^W  ist  2Q  =  9r»2c5',   folglich 
sin2Q=:8io2S^  und  daher  nach  dem  Obigen: 

^       tc=:Q'-|-ie*8in2S5'. 

Herr  A.  Germain  oeont  W  die  Entfernung  vom  Pol,  u  die 
corrigirte  Entfernung  vom  Pol. 

För  5'  +  ö"  =  jr  ist  25"  =  2«  —  25',  sin  25"  =  -  sin  25', 
,  folglich : 

ic»sin25''  =  —  ie«sin25'. 

Solange  5'  nicht  grosser  als  ix,  also  25'  nicht  grosser  als  n 
ist,  ist  die  Gorrectie«  i^sin^'  additiv;  ist  aber  5'  grosser  als 
i»,  also  2c^'  grosser  n,  so  ist  die  Correction  lepsin 25'  substractiv. 
Das*  £e  absoluten  Werthe  der  Correctionen  wiederkehren,  er- 
beHet  aus  dem  Obigen. 

Herr  A.  Germain  hat  eine  Tafel  berechnet,  far  die  Abplat- 
tung ^QQ  Ig,   zur  Berechnung  der   corrigirten  Entfernungen  vom 

Pbl,  wekhe  ich  nachstehend  unter  B.  mittheile.  Die  Entfernungen 
▼om  Pol  sind  in  dieser  Tafel  nur  von  0  bis  90^  gezSblt,  was  nach 
dem  Vorhergehenden  auch^  nur  nothig  ist,  weiin  man  nur  das 
Zeichen  der  Correction  nach  der  obigen  Regel  gehörig  berfick- 
sicbtigt. 

För  5'  +  5"  =  In  ist  25"  z=: «  -  25',  also  sin  25"  =  sin25', 
folglich 

ie«8in25"  =  ie«sin25', 

und  diese  Correctionen  sind  also  einander  gleich. 


14* 
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B. 

bBtuia  Tom  Pol  eonlgrlrt  we^en  der  AtipUttiinr 


Zu  addirend 

B   C«rreclii<n. 

— — 

d  mm  Pol  oder 

am  den  Abitand  rom 

ment  der   Breila 

Pul  U  für  da>  Ellipicid 

DiffereiiHB. 

F  der  Kngtil. 

tn  eihillen. 

•>  oder  89" 

0"  Ü 

X4",0 

„      88 

M,0 

24-,0 

„      87 

11,9 

29.9 

„      86 

36,8 

23,9 

,.      85 

M»,5 

23,7 

»      S4 

28,1 

23.« 

„      83 

46,5 

23,4 

»      82 

».7 

28,2 

»      BI 

32,7 

23,0 

..      SO 

5i,4 

22,7 

„      T9 

17,8 

23.4 

„      78 

»,9 

22.1 

„      IT 

l.T 

21,8 

,.      '« 

23,1 

21,4 

„      TS 

44,1 

21,0 

..      « 

♦.T 

20,6 

»      TS 

24,9 

20,2 

•<      ™ 

44.« 

19,T 

»     Tl 

3,8 

19,2 

„      TO 

S>.& 

18,7 

••      W 

40,« 

IM 

„      68 

58,» 

IT,« 

..      «T 

1S.I 

16,9 

„      U 

31  ,S 

16,4 

B  «7,3 

9  a,4 

9  16,8 

9  30.5 

9  43,7 

0  6«,1 

10  7,7 

10  I8,T 

10  S8,8 

10  38,2 

10  46,8 

10  54,T 


15,1 
14,4 

13,7 
18,2 


11  13,3 

11  IT,8 

11  21,« 

II  24,« 

11  26.7 

11  37,9 

II  28,8 
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§.7. 

Wir  wissen,  dass  durch  das  Bisherige  von  den  beiden  Glei- 
chuDgen : 

f*(jB  +  /IR)/I»  =  (r  t  Jr)  JR, 

(iRJt  =  rJR; 

von  denen  die  eine  auch  durch  die  aus  denselben  durch  Sub- 
traction  folgende  Gleichung: 

(ikJRJs  =  JrJR  also  ft^i  =  Jr 

ersetzt  werden  kann,  nur  die  eine  erfüllt  wird,  dass  dies  aber 
für  jedes  beliebige  ft  und  6*  geschieht  Daher  schlägt  Lambert 
zur  Bestimmung  der  Constanten  f»  vor,  dass  wenigstens  flSr  eine 
gegebene  bestimmte  Breite  c3  noch  eine  der  drei  obigen  Glei- 
chungen,  wozu  man  am  Einfachsten  die  Gleichung 

wählen  wird,  erfüllt  wird.  Betreten  wir  diesen  Weg,  so  folgt  ans 
der  vorstehenden  Gleichung  auf  der  Stelle: 

dr Jr  ^  dt 

wofSr  man  nach  den  im  Bisherigen  immer  befolgten  Principien 
die  Gränzgleichung: 

zu  setzen  hat;  und  da  nun  nach  §.  2: 

8r  _  _  a(l  — c«)sin5       3«  _  _      a(l— e«) 
8ö""       (l-«2sinö«)i'    dJi'^       (1— e'sinö«)! 

ist,  so  erhält  man  auf  der  Stelle: 

welchen  Werth  man  für  ft  setzen  muss,  wenn  der  oben  aogege* 
bene  Zweck  erreicht  werden  soll;  natfirlich  kann  die  Breite  c5 
ganz  beliebig  angenommen  werden,  und  ist  in  einzelnen  Fällen 
den  besonderen  zu  erreichenden  Zwecken  gemäss  zu  bestimmen. 

Sowohl  Lambert  a.  a.  O.  S.  197.  §.  12L  als  auch  Herr 
A.  Germain  a.  a.  O.  p.  60.  haben  bei  dieser  Bestimmung  einen 
anderen  Weg  eingeschlagen ,  auf  dem  sie  —  ohne  strenge  Grau- 


^  -  -^ ' 
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zenbetrachtuDgen  —  mit  verschiedenen  ziemlich  willkfihrlichen 
Vernachlässigungen  im  Sinne  ond  in  der  Weise  der  älteren  Ana- 
lysis  zu  weniger  einfachen,  nicht  völlig  mit  einander  fibereinstim» 
menden  Formeln  gelangt  sind,  welcher  letztere  Umstand  schon 
gegen  die  vollige  Richtigkeit  ihrer  Entwickelungen  zu  sprechen 
scheint. 

Verfolgt  man  den  von  Ihnen  eingeschlagenen  Weg  mittelst 
einer  strengen  Gränzeubetrachtung,  ohne  sich  willkfihrliche 
Vernachlässigungen  zu  gestatten,  so  gelangt  man  aller- 
dings auch  auf  diesem  weitläufigeren  Weg  genau  zu  demselben 
von  uns  vorher  auf  kürzerem  Wege  gefundenen  Resultate,  wie 
wir  jetzt  noch  zeigen  wollen. 

Beide  vorher  genannte  Mathematiker  gehen  von  den  beiden 
Gleichungen: 

(k(R+JR)Jt  =  (r+Jr)JR, 

(iRJs  s=  rJR 

aus.    Betrachten  wir 

R  +  JR,    r+Jr,    s  +  ds 

sämmtlich  als  der  Breite  Wsszo-i-Jo  entsprechend,  und  bezeichnen 
der  Kürze  wegen  diese  Grossen  durch 


Ä',    r',    s'; 

so  haben  wir 

nach  dem  Obigen  die  beiden  Gleichungen: 

(kR'Js  =  r'JR, 

(kRJs  =  rJR; 

oder: 

R'        r'         R         T  ^ 
^JR^Jt'  ^JR-^Js' 

also: 

mm 

R'             r^              R               T 

f* 

JR    -^     Js    *  ^    JR    "      Js    * 

JQ              J<5                JQ                 Jid 

und  folglich: 

R'—R          r'              r 

♦*    ^Ä    —     Jt      ~     J$    • 

JtS           Jö           Ja 

also: 
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AR            r' 

As' 
Aid^ 
•     As     " 
Aid 

T 

AR   —     As' 
Aid          Aid' 

As    * 
A^ 

tl  wir  ans  Aid'=^Aid  gesetzt  denkea  wollen.    Diese  GleichttDg 
kann  man  auf  folgende  Art  ansdrücken: 

AR 
Ik-j^^ikAid 

Aid 


As! 
T  rf     (         AW  \ 

"    As    ^    As!     V^^aT/ 


Aq'  Aid  Aid'  Aid 


folglich: 


de 

V              r 

1 

Jä' 

/IJ           Jt 

~     d$ 

J^         J(S 

r' 

dS 

**—            JQ 

dö 

Weil  nnn  ans  den  GrSssen 

r 
Jt 

A    ^* 

4ä 

die  Gr5Men 

A     ^'' 

AQ' 

hervorgebeo,  wenn  man  In  den  ersteren  ^'s^q+Aq  für  25  setst, 
so  ist: 


also: 


dt'  - 

dt    ■" 

""l    dt 

da' 

do 

L  da 

dt' 
da'" 

dö  + 

-m- 

r' 

r 
dt     ~ 

-i;. 

dt' 

Aid'  Aid 


■  ^T 
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1  ^  ^  L2Ä  J 

'  -     di      = Zi"~  '• 


folglich  liach  deiti  Obigen: 


^=    — ;=^-+|-^+^|-:3rl(.  ^^ti] 


^5  ■         ^7.        11  ^ö  ^* 


also,  wenn  man  für  ein  der  Null  sich  näherndes  ^/c3  zu  der  Gränz- 
gleichung  äbergeht: 


(£) 


1 


9ö 


oder: 


8«* 
_  ao   ^        r      8c5« 

Nach  §.  2.  ist: 

acostö  8s o(l  —  «•) 

''""(l  — «*sinö2)r     8ö""""(l-c«sin5«)5' 

also: 

_JL_  _       cos  5  (1— c*sinQ^) 


8c3 
folglich^  wie  man  leicht  findet: 


Im  y 


K, 


85-^  _sin5(l  — e»(l— 3cos5*)l 


8ö  ""  l— e« 

Ferner  erhält  man  leicht: 

8^g  _        3fle^  (1  -"•  e^)  sin  5  cos5 
^8ö«  (l-c«sin5«)5 

also  wie  man  leicht  übersieht: 


Grunert:    üeöer  can forme  Kartenprcjecttanen,  209 

r  do*  3e*8in€3coao' 


Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

8in€5{J— e*(l — 3co8  5*)>      Se'slnScogcS* 

(1 — €*)sinc5        .    _ 
= 1_^>       =8inQ, 

ganz  eben  so  wie  wir  vorher  gefanden  haben. 

Die  von  Lambert  and  Herrn  A.  Germain  an  den  angege- 
benen Steilen  entwickelten  Formeln  sind  beziehungsweise: 

f&  =  sinö  — 6'sinc5(l— 3coso') 
und: 

cos(90o— ö)— <?«cos(90«  -  5)1 1— 3sin(90«— 5)«} 
f*  = 1^1^ * 

da  man  ffir  die  Entfernung  Z  vom  Pol  bei  Herrn  A.  Germaln 
naturlich  In  unseren  Zeichen  90^  — c5  setzen  muss. 

Beide  Formeln  kann  Ich  aus  den  oben  angegebenen  Grfindcin 
nicht  fSr  richtig,  wenigstens  nicht  als  nach  strengen  mathematl- 
ficben  Principien  entwickelt  ansehen. 


^'^TT 
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XIII. 

Note, 

par 

Monsieur  Jf.  Fersluysy 

ProfesMnr  de  Math^oiatiqQM  a  Groniogue  (Pajfn-Bas.)' 


Les  röductiona  dont \fai  parlö  dans  le  §.  3  de  miM  Memoire: 
Applications  noayellos  des  dötermioaBts  ä  l'algdbre 
et  k  la  göom^trie«    No.  XL  pag.  157.  soni  les  soivantes: 

En  diffi^rentiant  les  äquations  iintems  donn^es  on  trouve 

-    .       dz  dw      _ 

De  ces  äqoations  on  trouve 

3a:""yii— yid*~  8ar*"dy|— di/""  8y""y*i— yjd'  ""8y"rdy|— 4|/ 

En  substituant  ces  valeurs,  la  resuitante  dont  nous  avoos  parlö^ 
yient  d'abord  sous  la  forme 
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n 


P 

u 


n     m 


6 
m     / 


9 

ß 


adi — Uli    ayi — «gy 

y*!— n'  *yi  — *iy 

y*i— diy     Jyi— d|y 


c 

r 


«1   A   yi 


r 


1 

0 


0 
1 


Iflaltipliant  la  derni^re  colonoe  par  dy|— d|/,  et  ravant«deroi^re 
par  fi^'^'^Yf  on  obtient 

ad|— «|d      oy,— tt|y 

y*!  —  yi'    )^t  — yiy 

dd|  —  d|d      dyi — diy 


a 

n 

m 

p 

n 

6 

/ 

1 

m 

/ 

c 

r 

P 

9 

r 

d 

« 

ß 

r 

8 

«1 

ßi 

Vi 

»I 

l<$veloppant  ce  dätermiDant  soivant  les  deax  derni^rea  colonnes, 
»t  faisant  uaage  de  la  propriötö  qo'ao  döterminant  a'övanoait 
[aand  deax  de  sea  coloanea  aoot  ideotiquea,  od  obtieot  la  rösul- 
ante  aouß  la  forme 


a 

n 

m 

p 

a 

«1 

n 

b 

l 

9 

ß 

ßi 

m 

t 

c 

r 

t 

Yi 

P 

1 

r 

d 

i 

9, 

tt 

ß 

y 

i 

<*i 

ßx 

Vi 

»1 

Udber  dem  SAwofmakt  des  TrapeiiiuMy 
ober  die  gnfkiuhe  BestnwBiug 


dea  Herausgeber. 


Hohe  des  TnpeihuBs 
sitiT  b^racfctot* 


CKsncB  s.  Tit  TUL) 

AßCD  (Fig.  1.)  sei  AB: 
sei  A;  sDe  diese  Groi 


werde»  als  p*- 


MsB  seiuBe  A  als  des  AsGuig,  AB  als  den  positiTeii  TUM 
der  Aze  der  x  eines  reditwinU^ea  CeordiBaleBsysteiiis  der  sf 
aa ,  in  welchesi  ifie  positirea  f  tob  AB  aa  aach  der  Seite  tm 
CD  bia  s^BasBUBen  werdea;  die  gehörig  als  positir  oder  a^tir 
betrachtete  erste  Ceordiaate  des  Paaktes  C  ia  dieseaa  Systeai 
s^  e.    Dater  diesea  Voraassetzaagea  stad  die 


Coordiaaten  voa  A 

B 
C 
D 


»9 


*f 


»9 


f» 


9* 


0,    0; 

e,    i 
e—&,    k. 

Foigiieh  sind  nach  anem  bekanaten  Satxe  die 

Coordinaten  des  Schirerpunktti  tob  ^ABCx 

i(0+a  +  c)  =  i(a+c),    i(0-|-0+A)  =  iA: 

Coordiaaten  dos  Schvrerpnnkts  von  ^ACD: 
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i(0+c  +  c-6)  =  »(2c-a  i(0  +  A  +  A)  =  JA; 
)ordinateD  des  Schwerpunkts  von  \ABD: 

J(0  +  a  +  c-6)  =  4(a«6  +  c),  i(0  l-O+A)  =  JA; 
)ordinaten  des  Schwerpunkts  von  ^BCD: 

i(a  +  c  +  c— 6)  =  Ha— *+2c),*(0+A+A)  =  IA. 

Daher  ist  die  Gleichang  der  Geraden  durch  die  Schwerpunkte 
der  Dreiecke  ABC  und  ACDt 


ihii: 


y-"iÄ  =  i^r^»*-*(«+^)J («0; 


ond  die  Gleichung    der   Geraden  durch    die   Schwerpunkte   der 
Dreiecke  ABD  und  BCD  ist: 

gjL    .  ^  Ijt 

tbo: 

yJA=:*|j:-i(a-6.+c)| (IL). 

Beieichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des 
Prapeziums  ABCD  durch  X^  V;  so  haben  wir  nach  (L)  und  (II.) 
itt  deren  Bestimmung  die  Gleichungen  V 

F-JA=*|^-*(a-6  +  c)|; 

D«  denen  man  durch  Elimination  von  F  zur  Bestimmung  von  Ä 
)gleich  die  Gleichung: 

c — a — b  c 

ler: 

c—a — 6  c 

d  hieraus  ohne  alle  Schwierigkeit: 


&14        Srunerl:    Veber  den  schtMrpunkt  det  Trapealumi, 
I).   . 


■'-»<«+»)  =  ^few^. 


2) i=J(«  +  <:)  + 

oder: 


(a+fe)(a  — 6  +  e)-|-ftc 
~  3(o  +  6 


3) X= 

oder  auch: 

') X  =  »(a-S  +  c  +  j^) 

erhSlt.    Diese  Aasdrflcbe  von  X  sind  sSmmtlicb  von  der  BSbe^ 
des  Trapeziams  uDabbfingig,  was  man  leichl  gaometriscb  kv 
versteh en  wird. 

Ferner  ist  uacb  dem  Obigen : 

„_,, i'_  "- — " 


c— a— 6"     3(a-|-A)     * 


S) 

oder: 

6) F=J»  + 

und  Mglicb: 


6h  («tät)i 

3(a+6)  "  8(a  +  6)  * 


?)• 


_      Oa+J)* 


Die  Coordinaten  sw«lei  PwUtto  seien : 

a-f  A,  0    Dnd    -(a-f  A-eX  A 

Die  GIflicbung  der  durch  diese  beiden   Punkte   gebenden   Ger 
den  ist: 

i'  =  --i.tM-cl"-<°  +  ')'- 
Macb  3)  ist: 


(o  +  6)(q-A-|-c)  +  6c 
-  3(a  +  6) 


also,  wie  man  leicht  findet: 
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(«+2Ä)(c— 2fl— 2«) 


A^(a  +  6)  = 


3(a  +  6) 


und  folglich,  wenn   man  dies  f&r  x  —  (a-f-6)  in   die  obige  (ilei* 
ehnng  einfährt: 

_  h  (a  +  2b)  (c— 2«  —  26)  _  (a  +  26)  h 

^•^  ""20+26  — c'  3(a  +  6)  ""    3(«  +  6)  ' 

also  y  =  F  nach  6).    Hierana  ergiebt  sich ,  dass  die  dnrch  die 
beiden,  durch  die  Coordinaten 

11-1-6,0    und    — (a  +  b  —  c),  A 

betitimmten  Punkte  gehende  Gerade  durch  den  Schwerpunkt  (XY) 
des  Trapeziums  geht« 

Macht  man  in  Fig.  %  auf  den  Verlängerungen  der  parallelen 
Seiten  des  Trapeziums  BB^zz:CD=zb,  Diy=zAB^a;  so  sind 
die  Coordinaten  der  Punkte  ß'  und  D'  offenbar  respective 
€1  +69  0  und  — (a-t-6  — c),  A;  und  die  Linie  B'iy  geht  also  nach 
dem  Obigen  dnrch  den  Schwerpunkt  (XY)  des  Trapeziums. 

Die  Coordinaten  s%veier  Punkte  seien  ferner: 

— *6,  0    und    a  -f  c,  A.  * 

Die  Gleichung  der  durch  diese  beiden  Punkte  gehenden  Geraden 
ist: 

Nach  3)  ist: 

mr,  ^_(a+(^)(a-b+c)  +  bc  ,^_(a-i'b  +  c)(a+2b) 
^-^^^  3(a+6)  ^^-^         3(a  +  6)         ' 

und  folglich,  wenn  man   dies   ffir  or-f  6  in  die  obige  Gleichung 
einfährt: 

_        A  (g-f  6  +  c)(a  +  26)  _  (a-h26)A 

^"•a  +  6  +  c'         3(a  +  6)  ""3(0  +  6)' 

» 

al80^=  F  nach  6).    Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  durch  die 
beiden,  durch  die  Coordinaten 

—  6,  0    und    a-l-c,  A 

bestimmten  Punkte  gehende  Gerade  durch  den  Schwerpunkt  (XY) 
des  Trapeziums  geht. 

Macht  man  in  Fig.  2.  auf  den  Verlängerungen  der  parallelen 
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SeifCD  des  TrapeiiaM  AA^  =  CD=b^  (X?=AB  =  a\  so  sind 
«e  Coordimitai  der  Pnkte  A'  mmd  C  ofeaUr  respecthre  -4,  0 
ond  a+e,  A;  nd  die  Line  ^'C  gefct  aUw  aadi  des  Obigen 
dardi  den  Schwer peakt  (JTF)  des  Trapeunas. 

Da  naa  der  Schwerpnüd  des  Tiapeiiaais  bekaaattkh  aadi 
ia  der  die  Mittelpaokte  Jf  aad  iV^  der  paralMea  fiMtea  des  Tn- 
pezianM  aiit  eioaader  TerbiBdeBdea  Geraden  Kegt,  so  Ahrt  das 
Vorhergeheade  naauttelhar  sa  der  folgeadea  graphisehea'  ßestiiii* 
aniBg  dem  Sehwerpaakts  des  TrapeziaBM: 

Trigt  maa  voa  dea  diagonalea  EckpajikteB  £  aod  D 
oder  A  aad  Caas  diegegeafiherliegeadea  Parallelseiten 
CD  aad  AB  io  den  Verliageraagen  der  Parallelseiten 
ia  BB'  aad  DiV  oder  ia  AA'  and  CC  anf,  so  schneidet 
die  Gerade  B'iV  oder  A'C  den  Scjiwerpaakt  iS  aaf  der 
Linie  MN  ah,  welche  die  Mittelpaakte  M  and  N  der 
parallelen  Seiten  mit  einander  verhiadel 

Diese  Constmction  findet  sich  in:  „Die  graphische  Statik 
von  K.  Colmann.  Zfirich.  1866.  S.  151."  Dieselbe  ist  zwar 
—  theoretisch  genommen  —  einfach ,  sie  erfordert  ab^  sa  ihrer 
Ansf&hmng  meistens  grossen  Ranm,  und  scheint  sich  daher  fär 
den  praktischen  Gebraoch  nicht  sehr  zn  empfehlen,  weshalb  ich 
im  Folgenden  ein  Paar  andere»  weniger  Ranm  erfordernde,  gleich- 
falls einfache  Constroctionen  geben  werde,  die  freilich  eine  Ein- 
theilong  einer  geraden  Linie  in  gleiche  Theile  in  Anspruch  neh- 
men, welche  aber  graphisch  durch  einiges  Probiren  bei  einiger 
Debong  Immer  leicht  mit  aller  Genauigkeit  ausgeführt  werden  kann. 

Die  Gleichung  der  Linie  AB  (Fig.  1.)  ist  y  =  0. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der 
durch  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  ABC  und  ACD  gehenden 
Geraden  mit  der  Linie  AB  durch  u,  e;  so  haben  wir  zu  deren 
Bestimmung  nach  (I.)  die  Gleichungen: 

e  =  0,  e-iA  =  ^_*_^(tt-i(a  +  c)); 

woraus  sich  leicht: 

a  =  l(2a  +  6), 
und  hieraus  femer: 

tt— a  =  i{2a  +A)— «  =  —  *(cr— 6), 

tt  -  Ä  =  l(2a  +  6)— 6  =      ?(a— A) 
ergiebt. 
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ßezeiGhnen  wir  die  Coordiiiaten  des  DurGb^chiiittspunkt^  der 
darcfa  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  ABC  und  ACD  gehenden 
Geraden  mit  der  Linie  CD^  deren  Gleichung  y=h  ist,  durch  u\ 
Xi'\  80  itit  nach  (1.)  : 

woraus  sich  leicht: 

ti'  =  c  — i(a+26), 

uod  hieraus  ferner: 

tt'+a=:c-i(a  +  2Ä)+a=:c+il{a-i), 
a'  +6  =  c— J(a  +  26)  +6  =  c— i(a  -  6) 

ergiebt. 

Bezeichnen  «vir  die  erste  Coordinate  das  Dnrchschnittspunkts 
der  durch  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  ABC  und  ACD  ge- 
henden Geraden  mit  der  Linie  AB  in  Bezug  auf  B  als  Anfang 
dorch  tf|«  so  ist,  weil  a  die  primitive  '^rste  Coordinate  von  B  ist: 

also  nach  dem  Obigen: 

Ml  =— i(a— 6). 

Bezeichnen  wir  ferner  die  erste  Coordinate  des  Dnrchschnitts- 
punkts der  durch  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  ABC  und  ACD 
gehenden  Geraden  mit  der  Linie  CD  in  Bezug  auf />  als  Anfang 
durch  Ux'  ^  so  ist,  weil  c  —  h  die  primitive  erste  Coordinate  von 
D  ist: 

t«'  =  c— 6  +  tii',    Ui   3=  m' — (c  — 6); 
also  nach  dem  Obigen  offenbar: 

Es  ist  also: 

tii  =  iij'  =  —  i(a—  6). 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der 
darcii  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  ABD  und  BCD  gehenden 
Geraden  mit  der  Linie  AB,  deren  Gleichung  ^  =  0  ist,  durch  f?, 
9;  80  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  (II.)  die  Gleichungen: 

9  =  0,    ^-lÄ  =  -{/i-i(ci-6  +  c)l; 
Th«ü  L.  15 
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woraus  sich  leicht 

p  =  i{a— Ä) 
ergiebt. 

Bezeichneo  wir  die  Coordioaten  des  Darchschnittsponkts  der 
dorch  die  Schwerpaokte  der  Dreiecke  ÄBD  und  BCD  gehenden 
Geraden  mit  der  Linie  CD,  deren  Gleichung  y'=-  k  \sU  durch  p\ 
q^;  so  haben  wir  za  deren  Bestimmung  ^nach  (II.)  die  Gleichungen: 

q'=h,    ^'-iA  =  Jtp'-i(«-6  +  c)l; 


worai^  sich  leicht: 


ergiebt. 


p'  =  c+i(a-6) 


Bezeichnen  wir  die  erste  Coordinate  des  Dnrcbschniltspunkts 
der  dnrch  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  AßD  und  BCD  ge- 
henden Geraden  mit  der  Linie  CD  in  Bezug  auf  C  als  Anfang 
dorch  pi',  so  ist^  weil  c  die  primitive  erste  Coordinate  von  C  ist: 

p'  =  c+pi',  also  pi  =  p'—c  =  i(a— 6). 

Es  ist  also: 

Hieraus  ergeben  sich  nun  unmittelbar  die  folgenden  graphi- 
schen Bestimmungen  des  Schwerpunkts  des  Trapeziums; 

In  Fig.  2.  mache  man  AG  =^  BH  ^  CD  =^  b ,  so  ist 
AH  =  BG  =  AB " CD  =  a--b;  hierauf  theile  man  ^Ä  und 
BG  in  drei  gleiche  Theile;  die  den  Punkten  A  und  B 
zunächst  liegenden  Theilpunkte  seien  beziehungs* 
weise  A"  und  Ä";  macht  man  dann  CC  =  AA"  und  DD* 
=  BB"  und  zieht  die  Geraden  A''C  und  B''D^',  so  geht 
jede  dieser  beiden  Geraden  durch  den  Schwerpunkt 
des  Trapeziums,  welcher  also  deren  Durchschnitts- 
punkt ist. 

Da  der  Schwerpunkt  auch  in  der  Geraden  UN,  welche  die 
Mittelpunkte  der  parallelen  Selten  AB  und  CD  mit  einander  vo« 
bindet,  liegt:  so  giebt  jede  Combination  der  drei  Gera* 
den  A''C'\  B"D',  MN  zu  zweien  in  dem  Durchschnitts- 
punkte der  beiden  Geraden  den  Schwerpunkt  des  Tra- 
peziums. 


L  in  dm  an:    De  serieöus  quibusdam  annotationes.  ^19 

Diecre  graphische  ßestimmang  bedarf  zo  ihrer  Ausführung  eioes 
geringeren  Raumes  als  die  von  Herrn  Culmann  gegebene  Con- 
sfruction,  und  scheint  mir  sich  daher  zu  der  Anwendung  in  der 
Praxis  besser  zu  eigenen  als  diese. 


XV. 

1>e  seriebos  quibasdam  annotationes  factae 


a 


Christiano  Fr.  Lindman^ 

Lectore  Strengn. 


L     Thomas  Simpsonius  Integrandam    proposnit"^)  aequa- 
tionem  differentialem 

et  reperit 

3^=  ^(^+  172^^  +  1.2.3.a*  +  0:3:4:^ +  ^*"-^' 

ubi  est  A  =  cohst.  et  coäfficientes  terminorum  seriei  infinitae 
sunt  ejusmodi,  ut  cohsequens  quaelibet  sit  aequalis  summae  dua- 
rnm  proxime  antecedentium.  Summa  igitur  seriei  invenletur,  si 
integrale  aequationis  differentialis  sub  forma  finita  exhiberi  poterit. 
Qnae  res  quamquam  nihil  habet  negotii,  tarnen  seriem  ipsam 
adgredi   übet.    Itaque  primum  omnium  quaerendum  est,  num  sum- 


^)   Tide  The    Doctrine    and   Applic.    of    Fluxions.     London 
1805.      p.  223. 
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*  habest,  id  est,  nim  convergeiu  «t.  Quod  quoDiam  repeiiri 
aterit,  nlsi  fonna  cofilfici«Dtiuni  generalis  cognit«  erit,  n 
qoaerenda  est     Si  Kf  des^nat   cDifKcienlein  p**   terinui, 


nt  doGiiit  Eytelweio*),  inveDituT 
it,y— «^ 

it  og  =4(l+V6),  «,  =  4(1— VS).  et  termiaua  generalis 

Kfxr 
"»-flj-»r(p+l)' 

un  TfiTO  seriea  conveigeDS  est,  si  — -—    limiti,    qoi    onilsle 
est,  indefinite  appropinqnat  Valoribns  iDtrodactis  habebimas 
/V5  — 1Y+* 

ideo 

lim    JfE±i_o. 

z  iis,  qnae  jam  dicta  sunt,  aeqnitnr,  et  Bunaia  (=«)  serici  «il 

S'^"     gyjJ a_  Q  (g|>— VJaJ 
oP~'nj.4l)~«i-o.^    oPr(p+l)* 

si  memoria  repetimna  foimulani  Dotissimam 
patet,  esse  snmmaiii 

*  =  :; — :;  («  «  -e  - ) 

«1— «B 
Graadlehrea  d.böherea  AnalTaia.  Berlin  IBM.  II.  Bai4- 
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Positis 

non  minus  facile  inyeoimos 

An    —  ~   > 

'  «1— ««2 


ubi  tarnen  est  «i=i(»i+ Vwi«  +  4n).  aa=4(m— V^iii*  +  4n).    Bis 
valoribns  in  s  sabstitutis,  prodit  ff 

Si   in    aequatione  Simpsonii  ponimos  y  =  c/'«*',  facile  in- 

venitur 

y  =  f. 

II.    Jam  snmmam  seriei 


$n 


«  g+P  a  +  2/g       g-t-w  — l.p 
reperire  conemur.    Positis  g  =  »"»   ß  =  ^'  invenitur 

Quam  vero  sit 

evadit 

'"-  r(r)r(p-r)    O  J  ''         ' 

p=o    0 


:   t 


^^ 


VI' 
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Jam  est 


/ 


Vd-.).-- A>=S!±>)iIirr^' 


o 


«»+»■  (\—x)^-^-*dx  = 


r(n+r+l)r(9-r-l) 


ubi  oecesse  est,  sit  Q^r-\r\,  atque  ideo  invenitur 

r(e)        rr(r+l)r(p-r-l)      r(n  +  r+l)r(j)-r-l) 


*»-r(r)r(ß-r)L 


r(?) 


r(n+e) 


] 


vel 


-      y     r      r(g)r(n-frH-Jn 

««  -  ^-r~J  L  *      r(r  +  1)  r{n  +  p)_l' 

E  formula,  >a  Laplace  data*)^ 

r{x)  =  (2  jr)4ar*-i  «-*(!+€), 

ubi  est  £=  quantitativ  quae  nihilo  eo  propius  appropinquat,  quo| 
magis  X  crescit«  sequitur,  ut  sit 

r(n+r+l)       (w+r+l)«+'-+ie-(«+'-+i)  (I  +6) 


^(n^■Q) 


g^-r-1  (]  ^.  5) 


(l+£)  n(-r-l(l  +  5') 


Facile  patet»  esse 


r-4- 1  ^ 
lim    (1+-^^)  =«»^+1, 

(11=»)   ^     '      71     ' 

lim    (!+?)"=  e^ 

(11=00) 


nr 


1 


lim  — : — .  -  0 


(?>r  +  l) 


atque  ideo 


lim 


/"(«  +  »•+ 1) 


(«=Qo)r(«+p+i) 

Quae  quum  ita  siiit,  sequitur,  ut  sit 

ö  r  +  l  a 


=  0. 


(a>a  +  /J). 


*)  Vide  Kiugel,  Math.  Worterb.   I.  SnppI  eni. -Baod  pag.  200. 


^ j 


Genocchi:    Ein  Brief  von  Lagrange.  223 


Ein  merkwürdiger  Brief  des  achtzehnjährigen 
Lagrange  ap  den  Contb  Giulio  Carlo  da 

Fagnano. 

Nach 
Herrn  Angela  Genocchi  in  Turin 

mitgelheilt  yon 

dein    Herausgeber. 


In  dem  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXXIV.  S.  15.  ist  von  uns  in 
der  durch  die  Literarischen  Berichte  gebotenen  Kurze  berichtet 
worden  über  die  sehr  verdienstliche  und  interessante  Schrift  des 
Herrn  Placido  Tardy  in  Genua: 

Intorno  ad  una  forniola  del  Leibniz.  Nota  del  Prof. 
Placido  Tardy^  Rettore  della  R.  Universitä  di  Genova. 
Estratto  dal  Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle 
scienze  matematiche  e  fisiche.  Tomol.  —  Giugno]868, 
Roma.     1868.    4^. 

in  welcher  Herr  P.  Tardy  sich  in  sehr  eingebender  und  lehr- 
reicher Weise  mit  der  Geschichte  der  jetzt  gewöhnlich  nach 
Jobann  Bernoulli  benannten  Reihe*}  beschäftigt,  und  das 
Hauptverdienst  der  Erfindung   dieser  Reihe  und    anderer  hierher 


*)  M.  8.  s.  B.  Principiorum  calculi  diff  erentialis  et  inte- 
gralis  expositio  elementaris,  aiictore  S.  rHiiilier.  Tnbiti- 
gae.     1795.    ^0,     Caput  IV.     De  serie  Bernon  lliana. 


I 
I 

j 
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gehörender  analytischer  Ausdrficke  anf  Leibntz  zurücUShrt. 
Auf  diese  Schritt  des  Herrn  P.  Tardy  sind  nb  dann  im  Liter. 
Ber.  Nt.  CLXXXXVI.  S.  6.  zarückgekommea ,  und  haben  wt- 
schiedene  Bberaas  dankeaswertbe  Bemerkangeo  za  derselben  mit» 
getbeilt,  die  vun  dem  Herrn  Principe  iJ.  Boncompagni  in  Rom 
uns  gütigst  zugesandt  worden  waren.  In  der  Tbat  handelt  es 
sich  aber  faierbei  —  was  natürlich  auch  in  den  vorhergehenden 
Schriften  keineswega  uobemerkt  gelassen  und  schon  besonders 
hervorgehoben  und  weiter  ausgeführt  worden  ist  —  keineswegs 
bloss  am  die  sogenannte  BeTnoulti'scbo  Reihe  allein,  senden 
vielmehr  im  Allgemeinen  and  fibetbanpt ' am  den  ersten  Gebranch 
und  die  erste  ErAndung  des  durch  verschiedene  neuere  Mathe- 
matiker jetzt  nach  so  vielen  Richtungen  hin  so  seht  ansgebildeten 
symbolischen  Caiculs  mit  Charakteristiken,  zunScbst  insbesondere 
nm  die  Newton'sche  Binomtalreihe,  die  Leibniz'sche  Formel 
für  die  büheren  Differentiale  eines  Prodncts,  und  die  jetzt  ge- 
wfifanlich  nach  Jobann  Bernoulli  benannte  Reihe  tSr  ein  Inte- 
gral, in  ihrem  VerhSUniss  zn  und  ihrer  gegenseitigen  Abhängigkeit 
von  einander. 

Der  obigen  Schrift  des  Herrn  P.  Tardy  hat  jetzt  Herr  A. 
Genocchi  in  Turin  die  Schrift: 

Di  una  formola  del  Leihniz  e  di  nna  lettera  di  La- 
grange al  Conte  Fagnano  per  Angelo  Genoccbt.  To> 
rino,  Stanipcria  Reale.     1869.    &>. 

folgen  lassen,  in  weicher  er  in  der  eingehendsten  und  rerdienst- 
lichsten  Weise  die  Geschichte  dieses  Gegenstandes  vervollständigt 
und  weifer  ausliibrt,  so  dass  wir  auf  diese  neue  Schrift  des  Herrn 
A.  Genocchi  neben  der  Schrift  des  Herrn  P.  Tardy  dringend 
aufmerksam  machen  müssen. 

Nun  hatte  aber  srfion  Herr  P.  Tardy  in  seiner  Schrift  p.  9. 
bemerkt,  dass  Im  Jahre  1754  der  junge  achtzehnjährige,  von 
niz's  Untersuchungen  und  Erfindungen  nicht  die  geringste 
tniss  habende  Lagran.ge  in  einem  an  den  ConteFagnano 
iteten  Briefe  demselben  mitgetheitt  h^tte,  dass  er  ganz  die- 
(i  vorher  besprochenen  Entdeckungen  wie  Leibniz  —  dessen 
I  natürlich  in  dem  Briefe  nicht  mit  einen)  Worte  erwähnt 
—  gemacht  habe;  und  diesem  Briefe  von  Lagrange  ist  die 
it  verdienstliche  und  interessante  Schrift  des  Herrn  A.  Ge- 
hl vorzugsweise  gewidmet.  Derselbe  ist  in  einer  in  dem 
genannten  Jahre  in  Turin  ere^cbienenen  Druckschrift  ver- 
liebt worden,  and  drei  Jahre  später  im  Jahre  I7fi7  bat  ihn 
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der  Jesuit  P.  F.  A.  Zaccaria  in  der  io  Modeoa  erschienenen 
Storia  letteraria  d'Italia.  Vol.  X.  p.  107  bis  p.  112.  repro- 
docirt»  mit  dem^  wahrscheinlich  von  Lagrange  selbst  herrfihren- 
den  Zusätze:  y^Üiciamo  non  affatto  nuova  la  serie  del  N.  A.  per- 
ch^  ritrovasi  nel  l^J  tomo  del  libro  stampato  Tanno  1743  in  Ginevra 
con  questo  titoio:  Virorum  celeberrlmorum  Got.  Gullh 
Leibnitii  et  Joh.  Bernonilii  Commercium  Philosophicum 
et  Mathematicuro.  Lett.  X.  CXVIII  con  poca  diversitä.  L'Au- 
tore  stesso  ha  poi  conosciuto,  che  mancale  quello  della  novitä; 
ma  noi  crediamo  che  altri  pregf  non  giiene  manchino.^' 

Zu  den  beiden  oben  genannten  Schriften  der  Herren  P.  Tardy 
und  A.  Genocchi  ist  nun  endlich  neuerlichst  noch  die  folgende 
Schrift  gekommen: 

Sur  une  formule  de  Leibniz,  Par  J.  Hofiel^  Profes- 
seur  de  Mathömatiques  pures  a  la  facult^  des  sciences 
de  Bordeaux.    Bordeaux.    1869.    8^. 

In  welcher  Herr  Hofiel  über  die  beiden  Schriften  der  Herren 
Tardy  und  Genocchi  einen  ungemein  klaren  und  öbersicht- 
licben  Bericht  erstattet  hat,  so  dass  wir  die  Leser  des  Archivs, 
denen  die  Schriften  der  beiden  trefflichen  Italienischen  Gelehrten 
nicht  zugä'nglich  sein  sollten,  hauptsächlich  auf  diese  Schrift  des 
Herrn  Hoüel  glauben  yerweisen  zu  können. 

Ip  dieser  Schrift  sagt  Herr  Hoüel  pag.  11.: 

,,Peu  de  temps  apres  Timpression  de  sa  lettre,  Lagrange 
retrouya  »e^  formüle  dans  la  Correspondance  de  Leibniz  et  de 
Bernoujli.  Arago  racniite,  dans  son  Eloge  de  Fresnel  (Oeuvres 
d'Ar^go,  t.  1.  p.  119.)»  qne  Iß  jeune  auteur  fut  saisi  d'un  si  vio- 
lent  ch^grin,  qu*il  s'^vanouit,  et  que  ce  premier  ächec  faillit  le 
faire  renoncer  pour  toujours  aiix  Alathematiques.  De  nos  jours, 
comme  le  fait  remarquer  M.  Tardy  en  rapportant  cette  anecdote, 
|)lus  d'un  auteur  aurait  la  fibre  moins  sensible,  et  (pour  employer 
une  expression  habituelle  de  Pres  nel,  qui  avait,  lui  aussi,  de- 
but^  par  une  semblabe  mösaventure)  se  consolerait  plus  ais^ment 
d'ayoir  enfonc^  des  portes  ouvertes. 

Die  oben  genannte,  im  Jahre  1754  erschienene,  den  Brief 
Lagrange*s  —  welcher,  beiläufig  bemerkt,  das  Einzige  ist, 
was  Lagrange  in  italienischer  Sprache  publicirt  hat  •—  enthal- 
tende Schrift  iixt  jetzt  so  ausserordentlich  selten,  dass  es  Herrn 
B.  Boncompagni  ungeachtet  seiner  so  ausserordentlich  grossen 
bibliographischen   Kenntniss  und   Erudition   nur  möglich    gewesen 
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ist,  ffinf  Exemplare  derselben  aufzufinden,  worüber  er  in  einer 
sehr  interessanten  Note  zu  der  Schrift  des  Herrn  Tardy  pag.  9. 
Folgendes  sagt: 

„Della  suddetta  iettera  di  Giuseppe  Luigi  Lagrange  si  ha 
una  edizione  intitolata  ,,LETTEKA  ||  DI  ||  LUI Gl  DE  LA 
GRANGE  TOURNIER  ||  TORIN ESE IMXL'  ILLüSTRlSSl- 
MO  SIGNOR  COJSTEWGWhlO  CARLO  DAFAGNANO 

II  Marchese  de'Toschi,  e  di  S.  Onorio,  Nobile  Romano,  ||  e  Seno- 
gagliese,  Matematico  celebratissimo.  ||  Contenente  una  nuova  $erie 
per  i  differenzialU  cd  integrali  \\  di  qualsivoglia  grado  corrispon' 
dente  alla  Nevvtoniana  \\  per  le  potestä,  e  le  radicL  \\  IN  TORINO, 
MDCCLIV.  II  NELLA  STAMPERIA  REALE.  Con  lic.  de  Sup. 
i„Questa  edizione  e  composta  di  otto  pagine,  in  4.^  piceolo,  delle 
quaii  le  prime  due  non  sono  numerate,  e  le  S^-^S'  sono  nnroe« 
rate  eoi  numeri  3 — 8.  Cinque  eseinplari  della  edizione  stessa 
sono  a  me  noti,  uno  de'quali  trovasi  nelle  carte  96o(— 99^  d'un 
volume  ora  pnsseduto  dalla  Biblioteca  di  Brera  di  Milano  e  con« 
trassegnato  „XM*  ||  VI  jj  37^*  (cioe  „ScafFaleXM*",  „palchetto 
VI,  numero  37  progressive  de*volumi  ora  collocati  in  questo  pai- 
chetto)";  un  altro  ^  contenuto  nelle  carte  12«— 15«  d'un  volume 
ora  posseduto  dalla  Biblioteca  della  Reale  Accademia  delle  Scienze 
di  Torino ,  e  contrassegnato  „  DD.  XII.  14'^  cio^  „  Scansia  DD, 
palchetto  IX,  numero  14  „progressivo  deVoluroi  ora  collocati  in 
questo  palchetto'*;  un  terzo  trovasi  nelle  carte  4« —7«  d'un  volume 
privo  di  segnatura,  ora  posseduto  dalla  Signora  Baronessa  Sofia 
Plana,  e  da  lei  conservato  nella  sua  abitazione  in  Torino  (Piazza 
Vittorio  Emmanuele  n*^.  12,  secondo  piano);  un  quarto  e  pos- 
seduto dal  Sig.  Cavaliere  Michele  Lagrange,  Colonneilo  in 
ritiro,  e  da  lui  conservato  nella  sua  abitazione  in  Torino  (Via 
Carlo  Alberto,  n^  14);  ed  un  quinto  e  ora  da  me  posseduto. 
Cio  che  si  legge  nelle  pagine  3« — 8«,  numerate  3 — 8,  della  nie- 
desima  edizione,  trovasi  interaniente  ristanipato,  salvo  varietä  orto- 
grafiche,  nel  volume  intitolato  „STORIA  ||  LETTER ARIA  ||  D'ITA- 
LIA  II  SOTTO  LA  PROTEZIONE  ||  DEL  SERENlSSiJl§0\\ 
FRANCESCO  IIL  ||  DÜCA  Dl  MODENA  ec.  ec.  |1  VOLUME 
X.  11  Dal  Lus:lio  a*  tutto  il  Dicembre  MDCCLIV.  ||  IN  MODENA, 
MDCCLVII.  II  A  SPESE  REMONDINI.  ||  COIV  LICENZA  DE'- 
SÜPERIORI,  e  PRIVILEGIÖ/'  (pag.  116«- 119«,  numerate 
108—111;  pag.  120«,  numerata  112,  lin.  2-31,  LIBRO  L,  CAPO 
IV,  paragrafo  III).  Vn  esemptare  di  questo  volume  e  ora  posse- 
duto dalla  Biblioteca  Casanatense  di  Roma,  e  contrassegnato 
„V.  VIIL  39",  cio^  „Scansia  V,  Palchetto  Vlll,  numero  39  pro- 
gressive de'  volumi  ora  collocati  in  questo  palchetto'^        B.  B. 
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Wegen  dieser  uDgemein  groseeo  Seltenheit  dieses  merkwür- 
digen Actenstficks  zar  Geschiebte  der  Mathematik  hat  sich  daher 
Herr  A.  Genocchi  durch  den  neuen  Abdruck  desselben  in  seiner 
oben  genannten  Schrift  ein  sehr  grosses,  nicht  genug  anzuerken- 
nendes Verdienst  erworben,  wobei  wir  zugleich  rücksicbtlicb  des 
Briefes  selbst  besonders  hervorzuheben  nicht  unterlassen  wollen, 
dass  derselbe  sich  mit  ungemeiner,  den  betreffenden  Gegenstand 
in  seinem  innersten  Wesen  und  seiner  grossen  allgemeinen  Be- 
deutung darlegenden  Klarheit,  welche  also,  wie  später  in  allen 
seinen  Werken,  den  grossen  Lagrange  schon  in  seinem  acht- 
zehnten Lebensjahre  auszeichnete,  über  alles  hier  zur  Sache  Ge* 
burende  verbreitet,  und  auch  dadurch  das  grösste  Interesse  für 
sich  lebhaft  in  Anspruch  nimmt.  Weil  man  sich  italienische 
Schriften  leider  immer  noch  nicht  ganz  leicht  und  in  kürzerer 
Zeit  in  Deutschland  zu  verschaffen  im  Stande  ist,  habe  ich  ge- 
glaubt, den  Lesern  des  Archivs  einen  Dienst  zu  erweisen,  wenn 
ich  die  den  merkwürdigen  Brief  enthaltende,  im  Jahre  1754  erschie- 
nene, höchst  seltene  Schrift  ans  der  Schrift  des  Herrn  Genocchi 
nachstehend  abdrucken  lasse,  und  dadurch  zur  weiteren  und  all- 
gemeineren Bekanntschaft  mit  derselben  in  Deutschland  u,  s.  w. 
Einiges  beizutragen  suche;  in  den  sechsten  Theil  der  Ausgabe 
der  sämmtlichen  Werke  von  Lag  ränge  wird  derselbe  aufge- 
nommen werden: 

LETTERA 

DI 

LUIGI  DE  LA  GKANÖE  TOUENIER 

TORINESE 

ALL'ILLVSTRlSSim  SIGSOR  COSTE 

GIULIO  CARLO  DA  PAGNANO 

Manchese  de'Toschi  e   di  S.  Onorio,   Nobile  Bomano, 
e  Senogagliese ,  Matematico  celebratissimo. 

Contenente  una  nuova  serie  per  i  differenziali,  ed  integrali  di 
qualsivoglia  grado  corrispondente  alla  Nuwioniana  per 

le  potestä,  e  le  radici. 

IN  TORINO,  MDCCLIV. 

— ^—1 ^^W^—— — — — — ^M^— — — — — — p— ^— — — B— — a 

NELLA  STAMPEEIA  REALE.    Con  Uc.  de'Sup, 


ILLüSTßISSIMO  SIGNOEE. 

Nella  Serie,  che  ho  comunicata  a  V.  S.  Illustriss.,  mi  lusin- 
gava  ben  io  d'avere  ampiamente  comprese  varie  operazioni  del 
calcolo  si  differenziale,    che  integrale  di  qualunque  grado;  e   cd 
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parai^ooe  di  qaella  colia  taoto  celebratissinui  serie  NewtoniaBa  per 
le  polesti  ni  pareva  ia  vero  d'aver  scoperta  uoa  eorrispondenxa 
oofl  dbpregeFole  tra  'I  ealcolo  delle  iofeiile,  e  qneUo  delle  finite 
grandezse;  aia  poicb^  io  soomia  dob  ahro,  die  naoTa  compren* 
aione,  e  riporto  di  calcoli  ooHsaiDii  per  qaello  qoaloDqoe  ritroTa- 
niento  ai  paleaaTa,  e  aoHa  reafaBeote  ai  disvelava,  ehe  nnova 
aeieoza  chiamarsi  peteaae,  aosi  ehe  offrirlo  al  pobbtico,  che  oramai 
totto  naoaea,  e  achifa,  ehe  noo  aia  di  soinma  ioiportaoaa  per  le 
Qfluuie  eognizioDi,  penaitva  trame  aaaai  ampio  fnitto,  riteDendolo 
per  me  a  mio  private  ose,  e  ad  ageyolare  gli  stadj  della  mia  af- 
iatto  giovenile  eta,  la  qeale,  anziehe  atta  a  soininiikiatrare  altroi, 
^  por  del  totto  biaognosa  di  ricevere  da  altri  lume  e  seienaa;  Ma 
i  ceoDi  della  degnevoliaaima  Lettera  di  V.  S.  lilustriss.  mi  sobo 
in  loogo  di  autorevole  eomandamento;  e  poiehe  a  Lei  piace«  che 
ei  pubblichi  la  soddetta  serie,  non  dobito  di  reear  malgrado  a  ve- 
mno,  obbedendo  a  Lei,  ed  a  Lei  ansi  offerendola»  che  molto  piü 
di  qaello,  che  essa  abbia  in  se,  poö  darle  di  dignita  col  suo  rag- 
goardevolissinio  giadizio,  se  come  si  e  compiaciuta  di  commen- 
darla,  finebe  era  neue  mle  mani,  Torra  rigoardarla  con  egoai  benig- 
nita  ora,  che  la  ripongo  nelle  aoe.  Che  se  pur  Ella  tollerasae, 
che  a  Lei  sola  qoesto  mio  picciolo  ritrovato  io  presentassi»  sarebbe 
di  giä  compita  interamente  Tofferta,  senza  che  ora  di  irantaggio 
estendermi  dovessi  in  dicbiararlo.  Che  sa  bene  tntto  U  mondo 
letterato,  come  e  le  sottili  soe  opere,  ed  i  grandisaimi  applausi 
dalle  piü  celebri  Accademie  ricevuti  ne  Io  attestano^  che  a  Lei 
basta  ii  proporsi  a  snodare  qualaoque  piü  riposto  arcano  delle 
Matematiche,  per  comprenderne  tosto  in  ano  e  Io  scioglimento,  e 
le  Gonseguenze.  Ed  altronde»  qaeste,  che  a  Lei  offro,  mie  rifles- 
siooiy  sono  par  di  tal  natura »  che  anche  a  ingegni  mono  sublimi 
basta  accennarle,  perch^  ad  essi  spontaneamente  possano  mani- 
festarsi.  Ma  pure  giaccbe  Ella  vuole,  che  io  striva  ad  ognuno> 
che  di  si  fatte  materie  abbia  comunque  vagbezza,  penso,  che  non 
m*abuser6  della  pazienza  di  Lei,  se  piü  oltre  mi  dilungherb«  come 
tale  mira  richiede,  e  vuole.  Dunque  primierameiite  propongo  le 
due  Serie,  la  Newtoniana  per  le  potestä»  e  la  mia  per  i  differen- 
ziali,  ed  integrali,  sieche  in  una  sola  occhiata  se  ne  comprenda 
ogni  possibile  rapporto,  e  corrispondenza. 


(m— l)(w— 2)        ...  . 
m   •  ^       ^    g    ^  a">-»6»  +  ec. 
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Dunque  L  Siccome  la  prima  serie  serve  per  elevare  a  qua- 
lanque  potestä  la  somina  di  dne,  e  consegaentemente  di  quan- 
tnnque  quantitä  date,  facendo  l'esponente  m  eguale  al  namero  del 
grado  della  potesta  data;  cosi  la  seconda  serve  per  differenziare 
in  qualsivoglia  grado  ud  qualunqae  prodotto  di  due,  e  consegneo- 
teinente  di  quanhinqae  variabili,  facendo  nella  stessa  gaisa  l'es- 
ponente m  eguale  al  numero  del  differenzial  proposto» 

n.  Siccome  la  prima  serie  vale  similmente  per  estrarre  qna- 
Innque  radice  dalla  somma  di  dae>  o  quantnnque  quantitä,  facendo 
Tesponente  m  egnale  al  numero  rotte  del  grado  della  radice  data; 
cosi  la  seconda  serve  per  ridnrre  ad  integrale  di  qnalnnque  grado 
OD  qualonque  prodotto  di  due,  o  quantunque  quantitä  finite»  od 
infinitesime^  facendo  Tesponente  m  eguale  al  numero  intero  (ma 
preso  negativamente)  del  grado  deirintegrale  dato. 

FinalmentCy  siccome  nella  prima  serie  l'esponente^  ove  resta 
eguale  a  zero,  fa,  che  la  quantitä,  cui  esso  appartiene  si  debba 
iotender  eievata  alla  potestä  nulla,  e  conseguentemente  eguale 
ad  1;  cosi  nella  seconda  esso  indica  in  tal  quantitä  non  avervi 
iuogo»  nä  differenziazione»  n^  integrazione,  e  percio  doversi  essa 
lasciare  tal  quäle  si  trova. 

Onde,  come  diceva  nella  stessa  güisa  appunto,  che  dell'una 
ci  serviamo  per  l'elevazioni  a  potestä,  ed  estrazioni  di  qualunque 
radice,  potremo  dell'altra  valersi  per  le  differenziazioni,  ed  inte- 
grazioni  di  qaalsivoglia  grado. 

Sia  dunque  da  differenziarsi  la  quantitä  xy\  in  questo  caso 
poichd  il  differenzial  cercato  si  ä  il  primo,  m  sarä  =  1,  e  perö  la 
Serie  generale  piglierä  questa  forma  x^y^-}rx^y\  cio^  ridotta  alla 
comune  maniera  di  scrivere  (che  secondo  l'uso  introdotto  il  nu- 
mero del  grado  della  differenziazidne  si  applica  alla  lettera  d^  o 
pure  sl  segna  con  altrettanti  punti)  dxy-\'xdy. 

Se  in  luogo  del  primo  si  voglia  il  secondo,  o  il  terzo  diffe- 
renziale  sarä  m  =  2,  od  =3,  ed  i  ricercati  differenziali»  fatte  le 
sostituzioni  in  luogo  di  m,  saranno  il  secondo  x'^y^'{-^hß^-{'afiy\ 
ed  il  terzo  a:'y®+3a:^*  +  3a:*^*+a:®^',  i  quali  come  sopra  ridotti 
rendono  l'uno  d^xy  •{■  ^dxdy -\r  xd^  ^  e  Taltro  d^xy  +  Sd^xdy 
-{- 'Mxd^  +  xd^y^  veri  differenziali  della  quantitä  proposta,   se  si 
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pigli  anche  il  dx  per  flaente,   e  lo  stesso  s*intenda  dei  differen- 
ziali  di  qualunque  siasi  ulteriore  grado. 

E  come  qoeste  operazioni  di  differenziare  per  qaesta  serie 
nulla  piü  hanno  di  difOcoitä,  che  quelle  di  elevare  a  potestä  per 
la  Newtohiana,  cosi  nulla  piü  difficile  si  e  l'integrare  con  quella 
di  quel,  cJie  lo  sia  Fe^trar  ie  radici  per  mezzo  di  questa. 

Debbasi  per  esempio,  per  aver  la  quadratura  itidefinita  di 
qnalsivoglia  curva,  ritrovar  Tintegrale  dell'eleinento  dellarea  ydx, 
Si  supponga  nel  canone  generale  dx-=Xy  sarä  per  qnel>  che  di 
sopra  s'e  detto  m=  — 1^  i  quali  valori  in  esso  sostituiti,  avrenio 
la  Serie  particolare  dx-^y^ — dx'-^y^-{^dx'-^y^—dx-'^^-\-dar-^y^^ec, 

Ora  dx"^  dinota  Tintegraie  di  Ar,  Ar-*  rintegral  deirinte- 
grale  di  dx  {c\oh  Tintegraie  di  x)^  che  io  chiamo  integral  secondo 

di  Ar,  e  segno  in  questa  guisa  /  Ar,  Ar-^'  J'integral  terzo  di 
dx.t   cio^  /  dx  ec. 

May  dx^x.  J  ^^  ^  Mi'  J   ^^  äTSA?'  «  S^"^- 
ralmente,       I  dx  ss:  ^  q  v  g nidx»-^  (cöme  cfaiuaque  se  ne 

puö  accertare,  differenziando  tali  qnautitä,  una,  due,  tre  volte  se- 
condo il  grado  deU'integrazione,  pigliando  perö  sempre  il  dx  per 
costante);  dnnque  sostituiti  qnesti  valori  nella  serie  ultimamente 
trovata,  e  posti  secondo  Tusanza  dy,  d^y,  d^y  ec.  in  luogo  di  y\ 

od^dy       x^d^  x^d^y  x^d^y         •  P 

La  quäl  serie  particolare  dalla  mia  universal  derivata^  vede 
benissimo,  V.  S.  Illustriss.,  che  non  e  altra,  che  quella  stessa 
tanto  celebrata,  che  di  giä  scopri  il  Chiarissimo  Sig.  Giovanni 
Bernoullio^  e  pubbtico  poscia  negli  atti  degli  erüditi  del  m^se 
di  Novembre  1694. 

Del  resto,  non  solo  a'differen^iali  di  primo  grado  si  estende 
questa  mia  serie ,  ma  bensi  ad  ihtegrar  con  una  sola  operazione 
eziandio  quelli  di  qualunque  ulterior  grado.  Richerchisi  Tintegral 
secondo  di  dydx,  fatto  dunque  m= — 2.,  e  supposto  x^=dx,  ed 
y=dy  otterremo  la  seguente  serie 

dx-^dy^'-2dx-^dy^+3dx-^dy^'-Mx-^dy^  +  ec. 
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la  quäl  come  l'altra  ridotta  da 

eguale  sancora  ad  /  ydxy  e  per  conseguenza  airaltra  poco  fa  tro» 

vata«  la  quäl  egualitä,  sebbene  apertamente  dod  si  maDifesti,  tut- 
tavia  si  puö  vedere»  differenziando  e  Tuna,  e  Taltra  dne  volte, 
posto  il  dx  costante,  conciosiache  distruggendosi  vicendevolmente 
tutti  gFattri  termini«  altro  non  vi  resta  in  amendne,  che  il  dydx. 

Motte  altre  considerazioni,  ehe  mi  occorrerebbono,  per  ora  le 
oraettOy  e  come  hod  del  tutto  neeessarie,  e  come  poco  dicevoli 
alla  intenzion  mia,  oude  aozi  che  annojarla,  cou  dilungarmi  in 
cose  a  Lei  superflne,  bramo  nnicamente  di  attestarle  il  mio  osse- 
quiosissimo  rispetto. 

Dnnque  ringraziandola  del  gradimento,  che  V.  S.  Illustriss. 
8*e  compiaciuta  significarmi  di  questa  mia  tenuissima  cosa,  non 
meno  che  del  prezioso  regalo,  che  mi  fa  della  dottissima  sna 
lettera  oltimamente  impressa;  e  pregandola  istanteroente  a  conti- 
nuarmi  le  sue  pregiatissime  grazie,  ho  l'onore  di  protestarmi  con 
tutta  la  maggior  stima^  e  con  la  piu  umile  riverenza  ec. 

T>  ^  Rileggendo  V.  S.  Illustriss.  questa  mia  formola»  non 
-*-  •  '^^  potranno  atl'acutezza  del  suo  ingegno  non  occorrere 
sopra  di  essa  quatcune  importanti,  ed  utili  riflessioni;  Supplico 
pe?  tanto  la  somma  di  lei  bontä,  e  cortesia,  che  di  giä  ho  avuta 
la  Sorte  di  esperimentare,  a  volerrai  far  la  grazia  di  communicar« 
mele»  e  di  bei  nouoTo  sono 

Torino  li  23  Luglio  1754. 
Di  V,  S.  lUustriss. 

DevoiisSi,  ed  obblfgatiss.  Sertitore 
LUlGi  DE  LA  GRAN6E. 
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Yerschiedene  Aufsätze  tut  Zählenl^hre. 

Von 

Herrn  P.  Seeling 

in  Huck  es  vagen. 


Sechsstellige  Perioden. 

S.  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  Theil  XLIX.,  S.  17. 
,  .  2«((gft •»!) (6c -f  1)  +  abHbjbb  +  2) 

I.    Setzt  man  a=2,  6=1,  c=r— 1,  so  ist: 

,  .2n(3«+2)  +  n+l_    ^,M^±6n±l 
'*■-"''      9(n-l)+12     —"  +      9n+3 


=s  n"  H — s —  =  «■+«  — 


8 


2n— 2 

II.  Setzt  man  hingegen  as=l,  6  =  1,  c= — « — >   so  ist: 

2«(2.^-  +  l)-|-3-       ^      2«(4n  +  5)42n:+4 

~"  +  8n-8  .^  —  n    +  g^^^ 

-3- +4 

-  .  8n«  +  12n+4        ,.        - 
=  "   +        8«+4    -  =  "'H-n-H. 

III.  Setzt  man  endlich  aszl,  6=2»  c^it^  so  ist: 
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Uebersiehtliehe  Zasammenstellang  von  Beispielen* 


1 

1 

£3      • 

Kettenbmchsnenner 

KettenbrucbsD. 

ü 

» 

Form. 

A 

IS 

CO 

a,  5,  c,  d,  e,  f,  g  fllr 
die  14stell.  Perioden. 

a,  hy  c,  d  f.  d. 
SstelL  Period. 

2 
4 

20 
32 

2 
4 

1 

6 

8i>-2 

52 

6 

8 

8o 

80 

2 

10 

8r+2 

116 

10 

12 

8D-I-4 

160 

8 

1.  1,  1,    5 

2 

14 

8b— 2 

212 

14 

I,  1,  3.  1.  1,  1.    6 

\ 

16 

8o 

272 

2 

18 

8» +2 

340 

14 

2,  3,  1.  1.  1,  1,   8 

20 

8r+4 

416 

8 

^ 

2,  1,  I,    9 

3 

22 

8»— 2 

500 

14 

2, 1. 3,  2.  1,  I,  10 

24 

8t) 

592 

2 

26 

8r+2 

692 

14 

3,3.1,2,  1,  1.12 

28 

8r+4 

800 

8 

3.  1,  1,  13 

4 

30 

8r— 2 

916 

14 

3.  1,  3.  3, 1, 1. 14 

32 

8v 

1040 

2 

34 

8»+2 

1172 

14 

4,  3,  1,  3.  1. 1, 16 

36 

8o+4 

1312 

8 

/ 

4,  I,  I,  17 

5 

38 

8p— 2 

1460 

14 

4, 1,  3,  4, 1, 1,  18 

40 

8o 

1616 

2 

\ 

42 

8» +2 

1780 

14 

5.  3.  1,  4, 1,  1,  20 

44 

8»+4 

1952 

8 

5,  1,  1,  21 

6 

46 

8b-2 

2132 

14 

5,  1.  3,  5, 1, 1,  22 

48 

8o 

2320 

2 

50 

8r+2 

2516 

14 

6, 3.  1.  5.  l.  1.  24 

52 

8r+4 

2720 

8 

6.  1,  1.  25 

7 

54 

8e— 2 

2932 

14 

6. 1.  3,  6,  I,  I,  26 

56 

8p 

3152 

2 

58 

8o+2 

3380 

14 

7.3,1.6,1,1.28 

60 

8p+4 

3612 

8 

■     ,       ' 

7,  I.  1,  29 

(Dies^  Mittheilungen  werden  fortgesetzt.) 
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Miscellen. 


XVIII.. 

M  i  s  c  e  I  1  e  n. 


Zu  der  Lehre  von  den  Transversalen  %\m  Dreieck  und  vder 

dreiseitigen  Pyramide. 

Von  Herrn  Dh  R.  Most,  Lehrer  an  der  Bealschule  I.  Ord.   in  Stettin. 

In  ThI.  XL VIII.  Nr.  XXXH.  p.  467  bei^eist  Herr  Professor 
Grunert  in  Verbindung  mit  anderen  Sätzen  den  folgenden  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  M  von  den  drei 
Spitzen  eines  Dreiecks  ABC  drei  Transversalen  AAi^  BBn  CCi, 
so  ist: 

MA^      MB^   ,M(\  _ 
AAi  +  BBi  +  CCi  ""  *' 

die  Grossen  MAi,  MBi  oder  MCi  sind  negativ  zu  nehmen,  wenn 
M  in  Bezug  auf  Ai,  Bi  oder  (?]  eine  entgegengesetzte  Lage  zu 
A,  B  oder  C  hat. 

Beweis.     ~T4~  ^  ~\JfJr' *  denn  die  Urussen  JuAi  und  AAi 

verhalten  sich  wie  die  auf  BC  von  M  und  A  gelallten  Hoben; 
liegt  nun  M  in  dem  Dreieck,  so  ist: 

MA^       MBi       MQ  _  BMC+  CMA  +  AMB  _ 


AAt  ^  BBi  ^  CCi 


ABC 


Für  andere  Lagen  von  M  ergeben  sich  die  entsprechenden 
Gleichungen. 
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Für  die  dreiseitige  Pyramide  ABCD  erhält  man  durch  die 
entsprechende  Betrachtung: 

MA^       MBi       M(\       lUD^  _ 


Ueber  die  Summirung  gesetzmässig  ausgewählter 

Reihenglieder. 

Von  Herrn  Dr.  R.  Most,   Lehrer  an  der  Realschule  I.  Ord.   in  Stettin. 

Aus  einer  gegebenen  Reihe,  deren  Summe  f(pc)  bekannt  ist^ 
die  geraden  oder  ungeraden  Glieder  auszuwählen  und  zu  sum- 
miren»  ist  eine  Operation^  die  oft  in  Anwendung  kommt  und  leicht 

durch  /'(^)y-^)   und  A^)-A-^)  g^jg^t    ^,.^j      Es  mag   ge- 

stattet  sein,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  in  diesen  Formen 
eine  allgemeine  Methode  angedeutet  ist.  Handelt  es  sich  darum, 
ans  der  Reihe  der  Function  f{x)  das  pte,  das  2f7te,  3/9te  u.  s.  w. 
Glied  auszuwählen  und  zu  summiren,  so  kann  diese  Aufgabe 
leicht  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung  oP  =  1  gelöst  werden; 
bezeichnet  man  die  p  Wurzeln  der  Gleichung  mit  a^,  n^,  «3  ..Op, 
80  iat  bekanntlich: 

^i*^  +  ^''  +  ^s*"  +••**?*"=  P  ®^®^  Null , 
je  nachdem  r  ein  Vielfaches  von  p  ist  oder  nicht;  Jst  also 

fx  ^  Ao-ir ^i^  +  -^2^*+- •  •  • 
gegeben,  so  ist: 

Will  man  aber  etwa  mit  dem  ^ten  Gliede  beginnen  und  dann  in 
Intervallen  von  p  fortschreiten,  so  nat  man : 


(2) 


1  rfia^x)      f{(^x)       /(flfpar)-! 
pL    «1«     ^     u^9     ■*■••    «p9    J 

=  AqX^i  +  Aq^pX^-^-P  +  Ag^2pX9-^^P  +  . . . 


rr  ^ 
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Des  Beispieles  halber  sollen  die  beiden  Reiben 


X     ^     x^  x^ 


y  -'  +  i7(f)  +  i2(2i)  +  JI(3i)  +••••  *^' 
__     1       ■       ^        ■        ^ 


sammirt  werden,  so  ist,  wenn 


at  =  cos +tsin =  6«  • 

15 


ist,  nach  (1): 


l  1  l  1 


und  nach  (2) 


*) /7(«)  fällt  fär  ganze  Zahlen  wie  hier  mit  1.2.3..  5  =  i!  sasammen. 


Druc  kf  e  hier. 

Tbl.  49.  S.  498.  Z.  |3.  t.  a.  «iatt  „denn^'  s.  m.  „dann". 
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Die  Gesetze  der  Lichtbrechung. 

Von 

Dr.  Jos.  Kudelktty 

Kai8<?rlicli  Königlichem  Lyceal - Profcasor  zu  Linz. 

(Schlnss  von  Nr.  X.    S.  121.) 

(Figuren  s.  Taf.  IX.  X.  —  Fig.  52.  auf  Taf.  IX.) 


§.  22.    Ueber  die  Sammellinse.^ 

Man  wird  Irielleicht  fragen:  „Was  kann  man  denn  über  die 
Sammellinse  noch  Neues  erfahren?  Diese,  als  ein  Haoptbestand- 
theil  der  optischen  Instromente»  durfte  doch  schon  hinlänglich 
erforscht  sein. 

Nun,  ich  habe  einen  Versuch  mitzutheilen,  der  so  einfach 
ist  und  dabei  so  unbedeutend  erscheint,  dass  er  sich  wahrschein- 
lich desshalb  bis  nun  der  Beachtung  entzogen  haben  durfte. 
Wenigstens  ist  mir  nicht  bekannt,  dass  er  gemacht  oder  besprochen 
worden  wäre.  Dieser  Versuch  erscheint  mir  nun  aber  fär  die 
Theorie  der  Linsen  von  ganz  besonderer  Wichtigkeit.  Bevor  ich 
ihn  jedoch  beschreibe,  finde  ich  es  zweckdienlich,  einige  einlei- 
teode  Bemerkungen  vorauszuschicken,  durch  welche  gewisse  Be- 
griffe in  etwas  anderer  Art,  als  es  gewuhnlich  geschieht,  festge 
stellt  werden. 

P.  Es  sei  demnach  (Fig.  43)  eine  Sammellinse  MN  und 
man  denke  sich  einen  längs  der  optischen  Axe  verschiebbaren 
leuchtenden  Punkt.  Seine  anföngliche  Lage  sei  innerhalb  der 
Srennweite  der  Linse  in  a.  Gin  von  a  ausgehender  Strahl  aö, 
der  in  b  die  Linse  trifft,  wird  innerhalb  derselben  den  Weg  öd 
nehmen  und  hierauf  in  der  Richtung  dx  austreten.  Diese  letztere 
Richtung  divergirt  nach  aufwärts  mit  der  optischen  Axe  und  es 

Theil  L.  17 
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werden   überhaupt  alle  von  a  anf  die  Linse   fallenden  Strablen 
nach  ihrem  Austritte  mit  der  Axe  divergiren. 

Verschiebt  man  den  leuchtenden  Punkt  von  a  nach  e,  so 
erleidet  dadurch  der  einfallende  strahl  eine  Drehung  um  den 
Punkt  6;  er  kommt  aus  der  Lage  ab  in  die  Lage  eb.  Bei  dieser 
neuen  Lage  wird  der  gebrochene  Strahl  innerhalb  der  Linse  den 
Weg  bk  und  nach  dem  Austritte  den  Weg  ky  einschlagen.  Ist 
e  der  Brennpunkt  der  Linse,  so  wird  der  austretende  Strahl  ky 
parallel  zur  optischen  Axe'  sein  und  es  werden  überhaupt  alle 
von  e  herkommenden  Strahlen  parallel  austreten,  freilich  wie  diess 
bekannt  ist^  annäherungsweise. 

Kommt  endlich  der  leuchtende  Punkt  an  den  Ort  A,  der  be- 
reits ausserhalb  der  Brennweite  der  Linse  liegt,  so  wird  der  von 
ihm  zu  dem  Elemente  b  der  Linse  gezogene  Strahl  hb  nach  er- 
littenen Brechungen  den  Weg  bgz  nehmen  und  indem  jetzt  der 
austretende  Strahl  gegen  die  Axe  konvergirt,  schneidet  er  die- 
selbe in  s.  So  wie  dieser,  werden  auch  alle  übrigen  austretenden 
Strahlen,  die  von  h  herkommen,  gegen  die  Axe  konvergiren, 
aber  sie  werden  sie  nicht  in  einem  und  demselben  Punkte  :, 
sondern  bekanntlich  in  verschiedenen  Punkten  schneiden;  sodass 
also  der  kleinste  Querschnitt  des  austretenden  Lichtkörpers  bei 
z  nicht  ein  Punkt,  sondern  ein  kleiner  Kreis  (Abweichungskreis) 
sein  wird. 

Das  Auge  wird  sich,  um  den  leuchtenden  Punkt  mittelst  des 
Elementes  b  zu  sehen,  naturlich  immer  in  der  Richtung  des  aus- 
tretenden Strahles,  also  etwa  in  or,  dann  in  y  und  zuletzt  in  2 
befinden  müssen. 

Ruhet  das  Auge  gerade  in  2  und  ist  der  Ab  weich  uugskreis 
nicht  grösser  als  die  Pupille,  so  wird  es  alle  Strahlen,  die  der 
leuchtende  Punkt  durch  die  Linse  hindurchsendet,  aufnehmen 
können  und  es  wird  in  diesem  Falle  der  leuchtende  Punkt  als 
eine  helle  Scheibe  erscheinen. 

Jetzt  lassen  wir  den  leuchtenden  Punkt  und  das  Auge  ibee 
Plätze  vertauschen,  so  dass  der  Gang  des  Lichtes  umgekehrt 
wird  und  so,  wie  wir  zuvor  den  leuchtenden  Punkt  längs  der 
Axe  verschoben  und  in  drei  wesentlich  verschiedenen  Lagen  be- 
trachtet haben,  eben  dasselbe  wollen  wir  jetzt  mit  dem  Auge  des 
Beobachters  tbun. 

Befindet  sich  demnach  das  Auge,  das  wir  uns  als  Punkt 
denken  wollen,  zuerst  innerhalb  der  Brennweite  in  a,  so  kan»  es 
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von  dem  Elemente  b  der  Linse  nur  in  der  geraden  Richtung  ba 
einen  Eindruck  erbalten,  denn  es  ist  Gesetz  der  Optik,  dass  die 
Wirkung  des  Lichtes  in  einem  gleichfcirmigen  Medium  nur  in 
geraden  Linien  vor  sich  gehet.  Wenn  also  ba  einen  austretenden, 
gebrochetien  Strahl  vorstellt,  so  muss  der  ihm  entsprechende 
einfallende  die  Richtung  xd  haben:  d.  h.  soll  ein  leuchtender 
Punkt  in  der  Richtung  ab  gesehen  irerden,  so  muss  er  sich  an 
irgend  einer  Stelle  in  der  Geradon  dx  befinden.  Ist  also  das 
Auge  innerhalb  der  Brennweite  der  Linse,  so  müssen  die  ein- 
fallenden  Strahlen,  wie  xd,  gegen  die  Linse  konvergircu,  wenn 
m  nach  erlittener  Brechung  in's  Auge  gelangen  sollen.  Solche 
Strahlen  kommen  aber  nothwendig  von  verschiedenen  Punkten 
eines  ausgedehnten  Gegenstandes,  den  wir  betrachten. 

Versetzen  wir  das  Auge  in  den  Brennpunkt  e  der  Linse,  so 
werden  wiederum  die  einzelnen  Punkte  eines  ausgedehnten  Gegen- 
standes nur  mittelst  solcher  Strahlen  gesehen,  welche  von  ihnen, 
wie  yky  parallel  zur  Axe  ausgesendet  werden. 

Ist  endlich  das  Auge  ausserhalb  der  Brennweite  in  A,  so 
kann  es  von  demselben  Elemente  b  der  Linse  nur  in  der  Geraden 
hh  einen  Eindruck  erhalten  und  es  muss  somit  der  leuchtende 
Pankt,  von  dem  dieser  Eindruck  herkommt,  an  irgend  einer  Stelle 
der  Geraden  tg  sich  befinden.  Es  müssen  also  bei  der  Lage  k 
des  Auges  di^  Strahlen,  welche  von  den  einzelnen  Punkten  eines 
aosgedebuten  Gegenstandes  ausgesendet  werden,  sich  in  z  durch- 
kreuzen, wenn  sie  überhaupt  ins  Auge  gelangen  sollen. 

2^.  Unter  Gesichtsfeld  verstehet  man  bekanntlich  die  auf 
einmal  übersehenen  Gegenstände  oder  wenn  der  Gegenstand  zu 
gross  ist,  den  auf  einmal  übersehenen  Theil  desselben.  Nimmt 
man  an,  dass  der  Rand  der  Linse  bis  auf  den  zentralen,  kreis 
förmigen  Theil,  dessen  Durehmesser  =  be  (Fig.  43)  mit  einem 
Diaphragma  bedeckt  ist,  und  dass  somit  bloss  dieser  zentrale 
Theil  das  Licht  durchlässt^  so  wird  vop  einer  Fläche  PQ  der 
Theil  mit  gesehen  werden  können,  wenn  sich  das  Auge  innerhalb 
der  Brennweite  in  a  befindet ;  ich  sage  „konnen'%  denn  ob  dieser 
Theil  mn  wirklich  gesehen  werde,  das  wird  von  dem  Grade  der 
Deutlichkeit  abhängen,  welchen  die  von  jedem  einzelnen  Punkte 
desselben  ins  Auge  gelangenden  Eindrücke  besitzen.  Ist  das 
Auge  im  Brennpunkte  e,  so  wird  schon  ein  kleinerer  Theil  pq 
und  wenn  es  sich  ausserhalb  der  Brennweite  in  h  befindet,  der 
noch  kleinere  rs  gesehen  werden  können.  Das  Gesichtsfeld  hängt 
&ko  seiner  Grosse  nach  von  der  Lage  des  Auges  gegen  die 
Linse  ab. 
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Ueberdiesfi  wird  es  auch  durch  die  Entfernung  des  Gegen- 
standes beeinflusst.  Die  einfallenden  Strahlen,  worunter  wir 
natürlich  Immer  nur  jene  verstehen,  die  nach  erlittener  Brechung 
in  das  Auge  gelangen,  bilden  nemlich  in  ihrer  G;e8ammtheit,  bei 
der  Lage  a  des  Auges  einen  gestützten  Kegel,  dessen '  kleinere 
Basis  die  Linsenfläche  ist,  die  andere  aber,  nemlich  mn,  das  Ge- 
sichtsfeld vorstellt.  Es  muss  demnach  in  diesem  Falle  das  Ge- 
sichtsfeld immer  grösser  werden,  je  weiter  die  betrachtete  Fläche 
PQ  von  der  Linse  entfernt  wird,  und  es  wird  auch  ein  einfallen- 
der Strahl,  wie  nd^  Immer  anderen  Punkten  des  Gesichtsfelde« 
angehören,  die  desto  weiter  von  der  Mitte  desselben  abstehen 
werden,  je  weiter  es  selbst  von  der  Linse  abstehet. 

Da  bei  der  Lage  e  des  Auges  die  einfallenden  Strahlen  einen 
Cylinder  bilden,  so  wird  das  Gesichtsfeld  immer  die  neniliche 
Grösse  beibehalten,  es  mag  die  Entfernung  der  betrachteten 
Fläche  PQ  welche  immer  sein,  und  es  wird  ein  Strahl,  wie  qk, 
bei  jeder  Entfernung  des  Gesichtsfeldes  von  dem  nemlicheo 
Punkte  desselben  herkommen. 

Bei  der  Lage  h  des  Auges  bilden  die  einfallenden  Strahlen 
Doppelkegel.  Wfirden  alle  diese  Kegel  den  Punkt  z  zum  ge- 
meinschaftlichen Scheitel  haben,  so  wärde  fürs  Erste  das  Ge- 
sichtsfeld rs  immer  kleiner,  je  mehr  sich  die  Fläche  PQ  diesem 
Punkte  X  nähert;  dann  aber  würde  es  zu  einem  geometrischen 
Punkte  zusammenschrumpfen,  wenn  PQ  in  z  ankäme  und  von  der 
ganzen  Fläche  PQ  würde  alsdann  bloss  dieser  Punkt  z  sichtbar 
sein ;  über  z  hinaus  wird  aber  das  Gesichtsfeld  wieder  zunehmen. 

Da  nun  aber  die  Scheitel  der  Doppelkegel  an  verschiedene 
Stellen  der  Axe  fallen,  so  wird  der  kleinste  Querschnitt  äes  ein- 
fallenden Strahlenkörpers  bei  z  nicht  ein  Punkt,  sondern  ein 
kleiner  Kreis  sein  (Abweichungskreis);  das  Gesichtsfeld  wird 
demnach  auch  nicht  kleiner  werden  können,  als  dieser  Kreis. 

Je  nach  der  Entfernung  des  Gesichtsfeldes  von  der  Linse 
wird  wiederum  ein  einfallender  Strahl,  wie  $gy  von  verschiedenen 
Punkten  desselben  herkommen.  Würde  aber  das  Gesichtsfeld  tu 
einem  geometrischen  Punkte  zusammenschrumpfen  können,  so 
würden  natürlich  alle  einfallenden  Strahlen  diesem  einen  Punkte 
angehören. 

Hier  wird  sich  auch  ereignen  können,  dass  der  durch  die 
Linse  betrachtete  Körper  verkehrt  erscheint.  Das  wird  Immer 
der  Fall  sein,  wenn  er  sich,  wie  z.  B.  tu  jenseits  der  Kreuzungs- 
stelle  z  der  einfallenden  Strahlen  befindet,  denn  alsdann  wird  der 
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links  liegende  Punkt  i  dieses  Objektes  tu  in  der  Verlängerung 
?on  A6,  also  rechts  —  und  der  rechts  liegende  Punkt  u  in  der 
Verlängerung  von  Ac,  somit  links  gesehen.  Befindet  sich  aber 
ein  (legenstand,  wie  rs»  innerhalb  der  Dnrchkreuzungsweite,  so 
mass  er  natürlich  aufrecht  erscheinen,  denn  alsdann  wird  ja  der 
rechtsliegende  Punkt  s  desselben  niittelst  des  gebrochenen  Strahles 
hh  auch  rechts  und  der  links  liegende  Punkt  r  niittelst  des 
Strahles  ch  auch  links  gesehen.  Damit  also  die  relative  Lage 
zweier  Punkte  durch  die  Linse  umgekehrt  werde  >  dazu  ist  noth- 
wendig,  dass  die  von  diesen  Punkten  herkommenden,  einfallenden 
Strahlen  sich  durchkreuzen,  (was  wiederum  der  Fall  sein  wird, 
wenn  sich  das  Auge  ausserhalb  der  Brennweite  befindet);  aber 
das  reicht  noch  nicht  hin,  sondern  es  muss  auch  dieser  Durch- 
kreuzungspunkt  z  zviischen  das  betrachtete  Objekt  i%i  und  die 
Linse  fallen,  oder  der  Linse  näher  liegen,  als  das  Objekt.  Muss 
man  die  einfallenden  Strahlen,  wie  sg  und  rt,  die  von  dem  Ob- 
jekte r%  herkommen,  erst  hinter  dieses  verlängerny  damit  der  Durch- 
schnitt erfolge,  ist  also  der  Durchschnittspunkt  der  einfallenden 
Strahlen  weiter  von  der  Linse  entfernt  als  das  Objekt,  so  findet 
keine  Cmkehrung  der  relativen  Lage  der  Punkte,  hier  r  und  5, 
Statt. 

Es  muss  hier  hauptsächlich  beherzigt  werden,  dass  durch 
die  Lage,  die  man  dem  Auge  gegen  die  Linse  gibt,  die  Rieh* 
toDgen  für  die  gebrochenen  Strahlen,  durch  welche  die  Elemente 
der  Linse  ihre  Eindrücke  dem  Auge  übermitteln,  unmittelbar  fest- 
gestellt oder  fixirt  werden;  dadurch  werden  mittelbar  auch  die 
Richtungen  für  die  entsprechenden  einfallenden  Strahlen  fixirt. 
Diese  letzteren  Richtungen  bilden,  wie  bereits  gesagt  wurde, 
geometrische  Korper  und  es  wird  daher  zunächst  die  Gestalt  die- 
ser Körper  durch  die  Lage  des  Auges  bestimmt.  Das  Gesichts- 
feld resultirt  erst,  wenn  ein  solcher  Korper  durch  irgend  einen 
lichtausstrahlenden  Gegenstand  geschnitten  wird.  Es  entsteht 
also  ganz  so,  wie  ein  Schlagschatten. 

3^.  Die  Grösse  der  Gegenstände ,  wie  sie  mit  dem  blossen 
iage  beurtheilt  wird,  heisst  bekanntlich  dfe  scheinbare  Grösse 
und  wird  durch  den  Gesichtswinkel  bestimmt.  Nicht  anders,  als 
so,  wird  auch  die  Grösse  des  Gesichtsfeldes  bestimmt  werden 
messen,  wenn  wir  uns  einer  Linse  bedienen.  Der  optische  Winkel 
gebort  zu  den  schärfsten  Begriffeti  der  Optik  und  es  ist  kein 
Grund  vorhanden  hier  davon  abzugehen. 

Nehmen  wir  nun  an,  das  Auge  befinde  sich  ausserhalb  der 
Brennweite  in  h  (Fig.  43)  und  das  Gesichtsfeld  sei  r«.    ALudann 
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wiirtle  rs  mit  unbeviaffiietem  Aoge  unter  dem  Winkel  rh^  =  o» 
gesehen,  «reichen  man  erhält,  wenn  man  in  Gedanken  die  Punkte 
r  und  %  mit  h  verbindet;  mittelst  der  Linse  sieht  man  es  unter 

dem  Winkel  bhc  =  a>.     Der  Quotient   —  =  m  drfickt  das  Verhält- 

niss  der  scheinbaren  Grössen  in  diesen  beiden  Fällen  aus.  Bei 
den  optischen  Instrumenten,  namentlich  den  Fernröhren,  bedeutet 
dieser  Quotient  die  Vergrösserung,  welche  das  Instrument  bewirkt. 
Hier  aber  durfte  es  passender  sein,  ihn  „die  Grössenverändernng*' 
zu  nennen,  weil  die  Sammellinse  nicht  bloss  vergrössert,  sondern 
unter  gewissen  Umständen  auch  verkleinert.  So  lange  9>  >-  co 
ist,  wird  die  Linse  vergrössern;  ist  <p  =:  oo,  so  erscheint  der 
Gegenstand  mittelst  der  Linse  ebenso  gross  wie  bei  der  Be* 
irachtung  mit  blossem,  unbewaffneten  Auge;  ist  endlich  9<o>9  so 
wird  die  Linse  verkleinern. 

Die  blosse  Betrachtung  der  Figur  43  wird  uns  belehren,  dass 
solange  das  Auge  innerhalb  der  Brennweite  oder  im  Brennpunkte 
liegt,  die  Linse  stets  vergrössern  mfisse,  weil  sowohl  der  Winkel 
na??i<6ac,  als  auch  peqK,bec  ist;  dass  aber  alle  drei  Fälle  ein- 
treten können,  sobald  sich  das  Auge  ausserhalb  der  Brennweite 
befindet;  denn  man  vergleiche  nur  den  Winkel  tzu^  den  die  sich 
kreuzenden,  einfallenden  Strahlen  bilden,  mit  dem  Winkel  6Ac. 
Der  letztere  Winkel  wird  offenbar  desto  kleiner,  je  mehr  sich 
das  Auge  von  der  Linse  entfernt;  aber  unter  dieser  Voraussetzung 
rockt  der  Durchschnittspunkt  i  immer  näher  an  die  Linse  und 
somit  wird  der  Winkel  tiu  immer  grösser.  Die  gedachten  Winkel 
erleiden  also  entgegengesetzte  Aenderungen,  wenn  das  Auge 
längs  der  optischen  Axe  verschoben  wird. 

Denkt  man  sich  das  Auge  zuerst  wohl  ausserhalb  der  Brenn- 
weite der  Linse  aber  doch  so  nahe  an  derselben,  dass  Mc><ztiy 
so  werden  die  gleichliegenden  Schenkel  beider  Winkel,  nemlicli 
hc  und  tzy  dann  hb  und  zuy  nach  aufwärts  divergiren;  bei  einer 
gewissen  grösseren  Distanz  des  Auges  wird  bhc  =•  tm  sein  und 
gedachte  Schenkel  werden  parallel  laufen.  Entfernt  man  das 
Auge  über  diese  Grenze  hinaus,  so  wird  bhc  <  tzu  und  es  werden 
die  gleich  liegenden  Schenkel  dieser  Winkel  jetzt  nach  aufwärts 
konvergiren  und  gehörig  verlängert  sich  durchschneiden. 

Gehet  nun  das  Gesichtsfeld  gerade  durch  diese  Durchnitts- 
punkte,  so  ist  9  =  a>  und  die  Linse  wird  weder  vergrössern  noch 
verkleinern ;  liegt  es  aber  jenseits  dieser  Durchschnittapunkte,  so 
wird  sie  schon  verkleinern;  liegt  es  diesseits  derselben^  so  wird 
sie  natürlich  vergrössern.     Bei  einer  der  folgenden  Figuren  werde 
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ich  Gele&renheit  haben  auf  diesen  Fall   zurückzukommen  und   ihn 
anschaulicher  zu  machen. 

4^.  Betrachtet  man  einen  ausgedehnten  Gegenstand  mit  freiem 
Aoge,  so  dringt  von  jedem  einzelnen  Punkte  desselben  ein 
Strahlenkegel  in  dasselbe  ein,  der  die  Pupille  zur  Basis  hat 
und  an  dessen  Scheitel  d^r  betrachtete  Punkt  liegt  Von  einem 
and  demselben  Punkte  gelangen  also  die  Strahlen  divergirend 
ins  Auge.  V^on  verschiedenen  Punkten  kommen  sie  aber  konver- 
girend,  denn  alsdann  bildet  das  Auge  den  Scheitel  und  die  be- 
trachtete Fläche  die  Basis  des  Strahlenkörpers. 

Diesen  Hergang'  müssen  wir  uns  gegenwärtig  halten ,  denn 
er  scheint  die  Bedingung,  woran  der  Prozess  des  Sehens  ge- 
knüpft^  ist  zu  enthalten.  Dem  gemäss  musste  jeder  Punkt  eines 
Gegenstandes,  soll  er  deutlich  gesehen  werden,  divergirende 
Strahlen  in  das  Auge  senden.  Wenigstens  ist  es  klar,  dass  wenn 
durch  irgend  ein  Mittel  bewirkt  wurde ,  dass  die  von  den  einzel- 
nen Punkten  eines  Gegenstandes  ausgehenden  Strahlen  konver- 
girend  ins  Auge  eintreten,  kein  deutliches  Sehen  mehr  möglich 
wäre;  denn  dann  erscheint  der  betrachtete  Punkt  von  der  Grösse 
der  Basis  des  Lichtkegels,  also  als  Kreis  und  es  wird  die  Un- 
deatlichkeit  desto  grösser,  je  grösser  dieser  Kreis  ist.  Bei  Be- 
trachtung von  Schriftzügen  wird  sich  dieser  Umstand  ganz  be- 
sonders geltend  machen,  denn  indem  die  Punkte  des  Papiers  als 
weisse,  die  der  Bochstaben  als  schwarze  Kreise  erscheinen  und 
sich  gegenseitig  überdecken,  erhält  das  Gesichtsfeld  einen  ganz 
unbestimmten,  gleichförmigen  Anstrich;  die  Schrift  erscheint  ganz 
verschwommen  und  verworren;  sie  ist  absolut  unlesbar.  Ich  habe 
oben  sub  2  gesagt^  dass  jeder  Lage  des  Auges  ein  bestimmtes 
Gesichtsfeld  von  einer  gewissen  Grösse  entspreche,  aber  daraus 
folgt  noch  nicht,  dass  jedes  einzelne  Gesichtsfeld  auch  schon 
geeignet  sei,  die  es  ausfüllenden  Objekte  zur  klaren,  deutlichen 
Anschauung  zu  bringen.  Das  wird  eben  von  der  Beschaffenheit 
seiner  Eindrücke  abhängen. 

Die  Deutlichkeit  ist  jedoch  hier,  wie  seHistverständlich,  nicht 
in  jenem  Grade  zu  verstehen,  der  ihr  erst  durch  die  Beseitigung 
der  chromatischen  Abweichung  zu  Theil  wird.  Wir  wollen  nun 
die  Umstände  etwas  näher  beleuchten ,  unter  welchen  eine  Sam- 
mellinse von  einem  Gegenstande  beim  Hindurchsehen  ein  deut- 
liches Bild  zu  geben  vermag. 

Denken  wir  uns  demnach  jetzt  wieder  das  Auge  zuerst  inner- 
ndb  der  Brennweite  einer  solchen  Linse  (Fig.  44;  in  a.  Unter 
dieser  Voranssetzang  wird  das  Clement  b  der  Linse,  wie  diess 
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zavor  schon  gesagt  wurde,  seine  Eindrücke  in  der  Geraden  6a 
dem  Auge  übermitteln.  Hat  aber  der  gebrochene  Strahl  die 
Richtung  ba,  «so  muss  der  einfallende  die  Richtung  xd  haben. 

Je  nach  der  Lage,  die  der  leuchtende  Punkt  in  der  dx  hat, 
d.  i.  je  nach  der  Entfernung,  die  er  von  der  Linse  hat,  werden 
die  von  ihm  herrührenden,  austretenden  Strahlen  bald  divergireod, 
bald  parallel,  bald  konvergirend  die  Linse  verlassen.  Man  ver- 
setze daher  den  leuchtenden  Punkt  zuerst  an  den  OH  f  in  eine 
solche  Entfernung  fd,  dass  die  von  ihm  ausgehenden  Strahlen, 
die  den  Kegel  gfp  bilden,  nach  ihrem  Austritte,  die  zu  ab  pa- 
rallelen Richtungen  At,  kl  etc.  annehmen.  Es  wird  in  diesem 
Falle  von  dem  leuchtenden  Punkte  ein  dünner  Lichtzylinder, 
dessen  Querschnitt  der  Pupille  gleich  ist,  in  das  bei  a  ruhende 
Auge  eintreten  und  wenn  man  einen  ausgedehnten  Gegenstand 
betrachtet,  so  wird  jeder  einzelne  Punkt  desselben  einen  solchen 
dünnen  Lichtzylinder  ins  Auge  senden. 

Unter  diesen  Umständen  ist  /offenbar  ein  Brennpunkt  und 
man  kann  daher  sagen,  dass  sich  der  leuchtende  Punkt  in  seinem 
Brennpunkte  befinde.  Unter  den  von  f  ausgehenden  Strahlen 
wird  einer  wie  fp  mit  dem  Krümmungshalbmesser  cp  der  oberen 
Linsenfläche  zusammenfallen.  Dieser  Strahl  fp  wird  daher  in 
seinem  Einfallspunkte  p  keine  Brechung  erleiden;  er  wird  erst 
an  der  unteren  Fläche  in  k  gebrochen,  wo  er  dann  die  Richtang 
kl  einschlägt.  Diese  normal  zu  der  oberen  Linsenfläche  von  / 
gezogene  Linie  fp  muss  als  Abstand  des  der  Richtung  dx  ent- 
sprechenden Brennpunktes,  den  man  den  elementaren  nennen 
kann,  angesehen  werden. 

Rücken  wir  den  leuchtenden  Punkt  von  dem  Orte  f  näher 
an  die  Linse,  so  befindet  er  sich  schon  innerhalb  seiner  elementaren 
Brennweite  und  die  ihm  angehörigen  austretenden  Strahlen  wer- 
den nicht  mehc  parallel  zu  ab  sein,  sondern  sie  werden  damit 
nach  abwärts  zu  divergiren  und  es  wird  in  diesem  Falle  von 
jedem  Punkte  eines  ausgedehnten  Gegenstandes  ein  Strahlen- 
kegel  in  das  bei  a  ruhende  Auge  eindringen,  dessen  Basis  die 
Pupille  ist. 

Verschiebt  man  aber  den  leuchtenden  Punkt  in  der  ilx  über 
f  iiinaus,  so  befindet  er  sich  schon  ausserhalb  seiner  Brennweite 
und  es  werden  die  ihm  angehurigen  Strahlen,  nach  ihrem  Ans* 
tritte,  jetzt  gegen  die  ab  konvergiren  und  sie  schneiden. 

Dieser  Durchschnittspunkt  der  konvergent  austretenden  Strahlen 
wird  irgendwo  in  der  Verlängerung  von  ab  z.  B.  nach  y  fallen; 
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das  hängt  natfirlicb  von  der  Lage  des  leuchtenden  Punktes  In 
der  dx  ab.  Da  ab^yb  ist,  so  befindet  sich  in  diesem  Falle  das 
Auge  in  dem  Bereiche  konvergenter  Strahlen;  wäre  aber  das 
Auge  in  a\  so  dass  a'b  >^6,  so  wurde  es  schon  von  divergenten 
Strahlen  getroffen. 

Diese  Betrachtung,  der  wir  uns  eben. jetzt  hingegeben  haben, 
gilt,  wie  diess  ja  von  selbst  einleuchtet,  nicht  bloss  fär  den  Ort 
a  des  Auges;  den  wir  als  innerhalb  der  Brennweite  der  Linse 
liegend  supponirt  haben,  sondern  auch  bei  jeder  anderen  Lage 
desselben :  also  auch,  wenn  es  sich  im  Brennpunkte,  oder  ausser- 
halb der  Brennweite  befindet. 

Da  hun  jedem  Elemente  der  Linse  ein  besonderer  Brennpunkt 
ivkovaM,  so  wird  man  zu  unterscheiden  haben  zwischen  den 
Elementar- Brennpunkten  und  dem  Linsen -Brennpunkte,  welcher 
letztere  gleichsam  aus  den  ersteren  resulürt.  Beschreibt  man 
mit  cf  als  Halbmesser  um  den  Mittelpunkt  c  ein  Stfick  einer 
Kngelfläche,  so  lie&[en  auf  dieser  alle  elementaren  Brennpunkte. 
Wird  das  Gesicht8feld  von  einer  ebenen,  gegen  die  optische  Axe 
senkrecht  gehaltenen  Fläche  gebildet,  so  ist  es  klar,  dass  nicht 
alle  Punkte  desselben  in  ganz  gleichen  Verhältnissen  stehen 
kunnen.  Ist  z.  B.  der  mittlere  in  der  optischen  Axe  liegende 
Punkt  der  Fläche  In  seinem  elementaren  Brennpunkte,  so  kunnen 
es  die  anderen  Punkte  nicht  mehr  sein;  es  wird  vielmehr  jeder 
derselben  schon  ausserhalb  seiner  elementaren  Brennweite  liegen 
und  zwar  desto  mehr,  je  weiter  er  von  der  optischen  Axe  ent- 
fernt ist. 

5^.  Dem  Gesagten  zu  Folge  ist  es  nun  klar,  dass  eine  inner- 
halb der  Brennweite  einer  Linse  befindliche  Schrift  deutlich  er- 
scheinen und  lesbar  sein  werde,  das  Auge  mag  sich  in  beliebigen 
Entfernungen  d.  b.  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Brennweite  od'er 
im  Brennpupkte  selbst  befinden;  weil  ja  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  einem  nemlichen  Punkte  des  Objektes  angehörigen 
Strahlen,  stets  divergent  in  das  Auge  gelangen  werden,  dieses 
letztere  mag  was  immer  für  eine  Entfernung  von  der  Linse  haben, 
und  daher  das  Sehen  in  diesem  Falle,  wenigstens  annäherungs- 
weise, noch  unter  den  nemlichen  Bedingungen  zu  Stande  kommt, 
wie  mit  unbewaffnetem  Auge.  Wird  aber  die  Schrift  ausserhalb 
der  Brennweite  der  Linse  gebalten,  so  erscheint  sie  ganz  ver- 
worren und  absolut  unlesbar,  namentlich  stets  wenn  si^h  das 
Auge  innerhalb  der  Brennweite  befindet,  denn  da  empfängt  es 
schon;  wie  vorbin  s;ezeißt  wurde,  von  jedem  Punkte  des  Objektes 
konvergente  Strahlen.     Ist  aber  das  Auge  ausserhalb  der  Brenn- 
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weite,  so  Hesse  sich  eine  Entfernung  desselben  vermathen,  bei 
welcher  es  die  Schrift  wieder  deutlich  sehen  niusste.  Die  ge- 
brochenen  Strahlen  treten  nemlich  zwar  konvergent  aus,  aber 
eben  desshalb  werden  sie  von  der  Stelle  an,  wo  sie  sich  schneiden« 
wieder  divergirende  Richtungen  annehmen  müssen.  Von  da  ange- 
fangen mfisste  also  die  Schrift  wiederum  lesbar  werden.  Aber 
hier  ist  nun  der  Ort,  meinen  Versuch  zu  beschreiben,  wenn  ich 
nicht  Gefahr  laufen  will,  dass  er  sich  allniählig  ganz  in  theoreti- 
sche Betrachtungen  auflöse,  da  er  schon  grossentheils  durch  das 
Vorangehende  antizipirt  sein  dürfte. 

Man  bohre  mit  einer  nicht  zu  dünnen  Stecknadel  eine  kleiäe, 
runde  Oeffnung  in  ein  Blatt  Papier  und  halte  dieses  so,  dass 
die  Oeffnung  in  den  Brennpunkt  F  (Fig.  45)  der  Linse  MN  zu 
liegen  komme;  hinter  dieser  Oeffnung  befinde  sich  in  beliebiger 
Entfernung  ein  Gegenstand  ik  z.  B.  eine  Schrift,  wenn  man  beim 
Tageslichte  beobachtet,  oder  eine  brennende  Lampe,  wenn  der 
Versuch  Abends  gemacht  wird.  Man  halte  nun  das  Auge,  indem 
tnan  die  Oeffnung  des  Papierschirmes  fixirt,  Anfangs  ziemlich 
nahe  an  der  Linse;  entfernt  man  es  hierauf  successive  Immer 
mehr  und  mehr  von  derselben,  so  erscheint  die  fixirte  Oeffnung 
Immer  grosser  and  grösser  und  zuletzt,  wenn  die  Distanz  des 
Auges  von  der  Linse  eine  bestimmte  Grösse  erreicht  hat,  wenn 
sich  also  das  Auge  etwa  an  der  Stelle  O  in  der  optischen  Axe 
befindet,  erscheint  die  Oeffnung  des  Papierschirmes  so  gross, 
wie  die  Linse  selbst  und  man  sieht  dann  durch  dieselbe  die 
hinter  ihr  befindliche  Schrift  oder  Lampe  ganz  ebenso  gut  und 
deutlich,  wie  mit  voller  Linse,  ohne  Anwendung  dieses  Diaphragma. 
Man  wendet  zu  diesem  Versuche  $m  besten  eine  Linse  an,  deren 
Brennweite  nicht  gross  ist,  etwa  bloss  2^  Zoll  beträgt,  weil  sich 
eine  solche  bequem  handhaben  Iä9st.  HSit  man  bei  diesem  Ver- 
suche das  Diaphragma  und  die  Linse  mit  den  Händen,  wie  hier 
vorausgesetzt  wurde,  so  ist  es  wegen  der  zitternden  Bewegung 
der  letzteren  sehr  schwer  und  anstrengend,  die  Oeffnung  des 
Diaphragma  und  den  optischen  Mittelpunkt  der  Linse  unverrückt 
in  der  Visirlinie  zu  erhalten.  Um  also  den  Versuch  mit  mehr 
Bequemlichkeit  auszuführen,  wird  es  angezeigt  sein,  die  Linse 
MN  in  ein  Rohr  zu  fassen,  dessen  Länge  =  OF  ist,  und  das 
man  an  beiden  Enden  mit  Deckeln  (etwa  papierenen)  versieht,  in 
deren  jedem  sich  eine  in*  der  optischen  Axe  der  Linse  liegende 
Oeffnung  befindet,  durch  deren  eine  das  Licht  von  den  Objekten 
eindringt,  während  durch  die  andere  das  Auge  hindurcbschaut. 

Es  wird  uns  gewiss  interessiren  durch  diese  zwei  so  kleioeo 


Kudelka:    Die  Gesetze  der  Lichtbrechung.  251 

Oeffhnngen  die  betrachteten  Objekte  ebenso  gnt  wahrzunehmen, 
wie  beim  direkten  Hindarchsehen  durch  die  Linse.  Das  Rohr 
konnte  auch  ans  verschiebbaren  Theilen  bestehen,  wodurch  es 
nioglich  wurde,  die  für  das  Auge  bestimmte  Oeffnung  der  Linse 
auch  zu  nähern  und  so  auch  den  Effekt  dieser  Annäherung  zu 
verfolgen. 

Dieser  Versuch  liefert  unzweideutig  den  Beweis,  dass  die  in 
das  Auge  eindringenden  Strahlen  sich  vor  ihrer  Brechung  durch- 
kreuzen und  zwar  im  Brennpunkte  F. 

Die  Entfernung  Ol  des  Auges  von  der  Linse,  wenn  es  den 
durch  den  Versuch  ausgemittelten  Platz  in  O  eingenommen  hat, 
ist  weit  grosser  als  die  Brennweite  der  Linse.  Auch  dürfte  diese 
Distanz  Ol  unter  übrigens  gleichen  Umständen  von  der  Be- 
schaffenheit des  Auges  abhängen. 

Der  Ort  O  ist  es  also ,  wo  für  das  Auge  ausserhalb  der 
Brennweite  wieder  ein  deutliches  Sehen  beginnt;  ich  sage  „be- 
ginnt'*  weil  die  Deutlickheit  nicht  leidet,  selbst  wenn  man  dem 
Auge  eine  noch  grossere  Entfernung  gibt,  als  Ol, 

Betrachtet  man  von  O  aus,  nach  Beseitigung  des  Diaphragma 
irgend  einen  Gegenstand  in  beliebigen  Entfernungen  von  der 
Linse,  innerhalb  oder  ausserhalb  ihrer  Brennweite,  so  wird  man 
ihn  bald  aufrecht,  bald  verkehrt;  bald  vergrossert,  bald  verklei- 
nert, aber  stets  deutlich  sehen. 

Den  eben  beschriebenen  Versuch  kann  man  auch  in  folgen- 
der, abgeänderter  Form  anstellen.  Man  trage  auf  einem  Blatte 
Papier  einen  schwarzen  Punkt  mit  Dinte  auf,  aUo  eigentlich  ein 
sehr  kleines,  rundes  8cheil)cheri,  ziehe  um  dasselbe  ein  paar 
kleine,  konzentrische  Kreise  und  betrachte  dieses  Objekt  von  O 
aus,  indem  man  es  zuerst  innerhalb  der  Brennweite  nahe  an  der 
Linse  hält,  dann  aber  allmahlig  von  derselben  entfernt.  Man 
wird  finden,  dass  bei  successiver  Annäherung  dieses  Objektes 
an  den  Brennpunkt  F  die  Kreise,  indem  sie  immer  grosser  wer. 
den,  nach  einander  aus  dem  (Gesichtsfelde  verschwinden,  zuerst 
der  grossere,  dann  der  kleinere  und  dass,  wenn  der  schwarze 
Punkt  im  Brennpunkte  angekommen  ist,  man  nur  mehr  noch  diesen 
sieht.  Die  ganze  Linuse  bi^  an  ihren  Rand  erscheint  gleichsam 
voll  von  diesem  schwarzen  Punkte,  vorausgesetzt,  dass  man  ihn 
nicht  zu  klein  aufgetragen  hat.  Das  Gesichtsfeld  ist  also  offen» 
bar  zu  einem  blosicen  Punkte  (aber  freilich  nicht  zu  einem  geo- 
metrischen) zusammengeschrumpft.  Entfernt  man  das  Objekt 
Aber  F  hinaus,  so  kommen  die  Kreise  wiederum  zum  Vorschein, 
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aber  verkehrt»  was  mao  leicht  erkennt»  wenn  man  eine  ihrer 
Seiten  vorher  mit  einem  Zeichen  versehen  bat.  Das  schwarze 
Scheibeben  erscheint  also,  wenn  es  i^n  Brennpunkte  der  Linse 
liegt,  anter  dem  Winkel  MON  (Fig.  45),  also  so  gross,  wie  die 
Linse  selbst,  —  das  ist  Tbatsacbe  und  somit  schneiden  sich  die 
vom  Brennpunkte  ausgebenden  Strahlen  In  dem  Punkte  O  der 
Aze. 

Aber  wie  ist  diess  möglich?  Das  widerspricht  ja  einem  be* 
kannten,  allgemein  als  richtig  anerkannten  Satze  der  Optik,  dem 
zu  Folge  die  vom  Brennpunkte  herkommenden  Strahlen  parallel 
zur  Axe  auszutreten  haben.  Dieser  Einwurf  ist  gewichtig,  allelo  er 
durfte  sich  heben,  wrenn  man  den  Parallelismus  der  austretenden 
Strahlen  bloss  für  die  elementaren  Brennpunkte,  deren  Existenz 
nicht  zu  bezweifeln  sein  dürften,  vindizirt  und  zugleich  erwfigt, 
dass  der  Linsenbrennpunkt,  da  er  aus  den  elementaren  resultirt, 
einen  etwas  grosseren  Abstand  von  der  Linse  haben  durfte,  als 
diese  letzteren.  Ich  muss  jedoch  hinzulegen,  dass  ich  weit  ent- 
fernt bin,  diese  kurze  Bemerkung  schon  für  eine  genfigende  Ant- 
wort auf  die  hier  vorliegende  Frage  zu  halten.  Dazu  wäre  erfor- 
derlich den  inneren  Zusammenhang  zwischen  dem  Linsenbrenn- 
punkte und  den  elementaren  systematisch  nachzuweisen. 

Dieser  Versuch  bietet  jedoch  eine  Eigenthümlichkeit  dar, 
die  denjenigen,  die  ihn  wiederholen,  allsogleich  auffallen  dürfte 
und  die  ich  nicht  unberührt  lassen  kann.  Der  schwarze  Flecl^ 
den  wir  jetzt  ohne  die  vorher  erwähnten,  konzentrischen  Kreise, 
auftragen  wollen,  wird  nemlich  nicht  unter  allen  Umständen  die 
ganze  Linse  ausfällen,  sondern  in  vielen  Fällen  wird  er  als  schwarze 
Scheibe,  die  von  einem  konzentrischen,  schwarzen  Ringe  umgeben 
ist,  erscheinen.  Die  Erklärung  dieser  Erscheinung  ergibt  sich  ganz 
ungezwungen.  Der  kleinste  Querschnitt  des  einfallenden  Licht- 
körpers bei  F  (Fig.  45)  ist,  wie  bekannt  ein  kleiner  Kreis,  denn 
die  einfallenden  Lichtstrahlen  durchschneiden  die  Axe  nicht  in 
einem  und  demselben  Punkte.  Verfolgt  man  diese  Strahlen  in 
der  Hichtung  vom  Rande  der  Linse  gegen  ihre  AJitte  (Fig.  46), 
so  schneiden  sich  je  zwei  aufeinanderfolgende  in  den  Punkten 
0^9  ßy  y>  ^  ^tc.  Liegt  nun  ein  Gegenstand  P  der  Linse  so  nahe, 
dass  alle  diese  Durchschnittspunkte  hinter  denselben  fallen,  so 
werden  alle  Punkte  dieses  Gegenstandes  wie  z.  B.  n,  6,  c,  d  etc. 
mittelst  der  Linse  in.  derselben  relativen  Lage  erscheinen,  in 
welcher  sie  sich  wirklich  befinden.  Bringt  man  aber  diesen 
Gegenstand  in  grössere  Entfernung  von  der  Linse,  etwa  nach  Q, 
00  werden  bereits  einige  dieser  Durchschnittspunkte,  wie  a,  ß  etc. 
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vor  demselben  liegen;  es  werden  das  die  Dorchschnittspankte 
sein»  die  den  Randstrahlen  entsprechen.  Diese  Randstrahlen 
werden  somit  schon  die  relative  Lage  derjenigen  Punkte  des 
Gegenstandes,  von  welchen  sie  herkommen,  umkehren,  während 
die  Zentralstrablen,  deren  Durchschnittspunkte,  wie  y,  i  etc. 
noch  hinter  dem  Gegenstande  liegen,  die  mittlere  Parthie  des- 
selben, von  welcher  sie  herkommen,  noch  aufrecht  erscheinen 
lassen.  Erst  wenn  der  Gegenstand  nach  R  geruckt  wird,  so  weit, 
dass  alle  erwähnten  Durchschnittspunkle  vor  denselben  fallen, 
findet  eine  vollständige  Umkehrung  Statt.  Befindet  sich  also  das 
Blatt  Papier  mit  dem  schwarzen  Fleck  gerade  in  der  Lage  Q, 
und  liegt  der  schwarze  Fleck  in  der  optischen  Axe,  so  wird  ipan 
ihn  mittelst  der  Zentralstrahlen  aufrecht  als  schwarze  Scheibe 
sehen  und  da  er  nicht  so  gross  ist,  so  wird  auch  noch  ringsum 
ein  Theil  der  weissen  Papierfläche  gesehen;  zugleich  wird  man 
auch  mittelst  der  Randstrahlen  von  gewissen  Theilen  des  Fleckes 
auch  bereits  ein  umgekehrtes  Bild  erhalten.  Der  erwähnte  kon- 
zentrische Ring  verdankt  also  dieser  partiellen  Umkehrung  seine 
Entstehung.  Bei  einer  gewissen  Distanz  des  Fleckes  von  der 
Linse  wird  das  zwischen  der  Scheibe  und  dem  konzentrischen 
Ringe  enthaltene  weisse  Mittelfeld  verschwinden  und  dann  werden 
beide  ein  zusammenhängendes  Ganze  bilden. 

Da  bei  der  Lage  O  des  Auges  (Fig.  45)  die  einfallenden 
Strahlen  sich  im  Brennpunkte  durchkreuzen,  so  wird  man  wenig- 
stens annäherungsweise  annehmen  können,  dass  es  von  jedem 
Punkte  eines  ausgedehnten  Gegenstandes  nur  eiben  einzelnen 
Strahl  empfange.  Stellt  man  sich  z.  B.  das  Gesichtsfeld  gh  vor, 
so  werden  von  dem  Punkte  t  desselben  zwar  unzählige,  .in  ihrer 
Gesammtheit  einen  Kegel  bildende  Strahlen  auf  die  Linse  fallen; 
aber  von  allen  Strahlen  dieses  Kegels  wird  nur  derjenige,  der 
durch  den  Brennpunkt  gehet,  nemllch  ip  in  das  Auge  gelangen, 
indem  er  nach  seinem  Austritte  aus  der  Linse  die  Richtung  kO 
einschlägt 

Unter  diesen  Umständen  wird  also  jeder  Gegenstand,  er  mag 
sich  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Brennweite  befinden^  nur  mit- 
telst solcher  Strahlen  gesehen,  die  dem  Brennpunkte  angehören. 

Bekanntlich  erzeugt  ein  ausserhalb  der  Brennweite  einer 
Sammellinse  liegender  Gegenstand  cd  hinter  derselben  ein  ver- 
kehrtes Bild  ru,  das  man  auf  einem  Schirme  sichtbar  machen 
kann.  Dieses  Bild  konnte  man  füglich  das  objektive  nennen; 
jenes  andere  aber,  das  beim  unmittelbaren  Hindurebsehen  durch 
die  Linse  wahrgenommen  wird,  das  subjektive.  Das  objektive 
Bild  ru   kommt    bekanntlich    durch    die    Lichtkegel   zu   Stande, 
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welche  von  den  einzelneit  Punkten  des  Objektes  ausgehen  und  * 
deren  jeder  die  LinsenBäcbe  zur  Basis  hat.  So  z.  B.  bilden  die 
vom  Punkte  e  auf  die  Linse  fallenden  Strahlen  den  Kegel  cMN* 
nach  der  Brechung  werden  diese  Strahlen,  da  sie  sich  in  u 
schneiden,  innerhalb  des  K^els  AtNu  liegen  und  von  u  ange- 
fangen nach  abwärts  divergiren. 

Es  herrscht  nun  die  Ansicht,  dass  dieses  Bild  ru  die  Rolle 
des  Objektes  spiele,  welches  dem  in  O  ruhenden  Auge  zur  Be- 
trachtung vorließ.  Allein,  wenn  man  in  F  das  Diaphragma  mit 
der  kleinen  Oeffnung  anbringt,  sind  da  noch  solche  Lichtkegel, 
welche  die  Linsenfläche  zur  Basis  haben,  möglich  ?  kann  da  über- 
haupt das  Bild  ttu  noch  entstehen?  Es  scheint  nicht,  und  doch 
entstehet  und  bestehet  das  subjektive  Bild.  Es  kann  also  das 
erstere  keine  Bedingung  sine  qua  non  für  das  letztere  sein. 

Wir  wollen  uns,  um  in  dieser  Beziehung  sichere  Anhalts- 
punkte SU  gewinnen,  der  folgenden  Betrachtung  hingeben. 

Die  Figur  47  stellt  eine  Sammellinse  und  zwar  der  Einfach- 
heit wegen  eine  plankonvexe  vor.  Es  sei  OA  ein  beliebiger, 
einfallender  Strahl,  der  von  einem,  in  der  optischen  Axe  liegen- 
den Punkte  O  herkommt;  Aß  sei  der  entsprechende  gebrochene. 
Verlängert  man  diesen  letzteren,  bis  er  die  Austrittsfläche  in  £ 
trifft  und  zieht  von  E  die  ED  \\  OA ,  so  stellt  ED  die  Grosse 
des  austretenden  Strahles  vor.  Legt  man  dann  zu  dem  Punkte 
E  der  krummen  Fläche  die  Tangente  tcz,  zieht  ßK±uz  und  be- 
schreibt  mit  ED  um  E  einen  Bogen,  der  jenes  Perpendikel  in  J 
durchschneidet,  so  gibt  die  von  J  durch  E  gezogene  Gerade 
JH  die'  Richtung  des  austretenden  Strahles.  Der  '  leuchtende 
Punkt  O  hat  hier  eine  solche  Entfernung  von  der  Linse,  dass 
das  entsprechende  Eintrittsbild  ß  noch  näher  der  Linse  liegt, 
als  der  Krümmungsmittelpunkt  C  In  diesem  Falle  wird  der  aus* 
tretende  Strahl  EH,  der  den  leuchtenden  Punkt  an  der  Stelle  J 
(und  nicht  etwa  in  S,  wo  er  die  Axe  schneidet)  erscheinen  lässt, 
unter  allen  Umständen  nach  abwärts  mit  der  Axe  divergiren; 
es  werden  überhaupt  aHe,  von  O  ausgebenden  Strahlen,  diver- 
gent austreten,  wenn  ihre  respektiven  Eintrittsbilder  zwischen 
den  Krümmungsmittelpunkt  und  die  Linse  fallen.  Entfernt  sich 
O  immer  mehr  von  der  Linse,  so  wird  sich  auch  ß  entfernen 
und  zuletzt  in  den  Krümmungsmittelpuukt  C  zu  liegen  kommen. 
Auch  in  diesem  Falle  wird  der  austretende  Strahl  mit  der  Axe 
divergiren;  es  wird  aber  seine  Richtung,  da  EH  bei  der  suppo- 
nirten  Bewegung  des  leuchtenden  Punktes  sich  schraubenrechts 
drehet,  bereits  mit  dem  Krümmungshalbmesser  zusammenfallen. 
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Ueber8chreitet  B  den  KrSmmuii^snkittelpunkt,  so  wird  EH  auf 
die  linke  Seite  des  Einfallslotbes  Ex  übergehen;  und  zuletzt 
parallel  mit  der  Axe  werden. 

Wir  wollen  nun  aber  voraussetzen^  dass  alle  von  O  ausge- 
henden »Strahlen  nach  ihrem  Austritte  aus  der  Linse  divergiren, 
dass  sich  also  O  innerhalb  ihrer  Brennweite  befinde. 

Diese  austretenden  Strahlen  bilden  keinen  vollkommenen 
Kegel,  da  sie  sich  nicht  in  einem  einzigen  Punkte  der  Axe 
schneiden,  welchen  man  als  Scheitel  betrachten  konnte.  Da 
jeder  dieser  Strahlen  den  leuchtenden  Punkt  an  einem  anderen 
Orte  (in  der  ihm  zugehörigen  Senkrechten)  erscheinen  lässt,  so 
sieht  man  ihn  vielfach,  somit  als  eine  runde  (jedenfalls  krumme) 
Fläche. 

Da  die  Pupille  wegen  ihrer  Kleinheit  nur  wenige  der  aus- 
tretenden Strahlen  aufnimmt,  so  kann  man,  wenigstens  annähe- 
rungsweise, den  in  sie  eintretenden  Lichtkörper  als  vollkommen 
kegelförmig  betrachten;  es  wird  jedoch  das  Bild  des  leuchtenden 
Punktes  nicht  im  Scheitel  dieses  Kegels  liegen,  sondern  in  einer 
kleinen  Entfernung  davon  und  zwar  bezüglich  des  beobachtenden 
Auges  vor  dem  Scheitel ;  es  wird  also  ein  in  der  Nähe  des 
Scheitels  liegender  Querschnitt  des  Kegels  das  Bild  vorstellen 
und  da  dieser  Querschnitt  bei  Weitem  kleiner  Ist,  als  die  Basis 
des  Kegels  d.  i.  als  die  Pupille,  so  wird  in  diesem  Falle  die 
Deutlichkeit  sehr  wenig  beeinträchtigt  werden.  Das  ist  der  Grund, 
warum  Objekte,  die  sich  innerhalb  der  Brennweite  der  Linse  he« 
finden,  noch  so  deutlich  gesehen  werden,  wiewohl  die  Bedin- 
gangen  nicht  ganz  dieselben  sind,  wie  bei  der  Betrachtung  mit 
unbewaffnetem  Auge,  denn  in  diesem  letzteren  Falle  zeigt  jeder 
der  divergent  in  dasselbe  eintretenden  Strahlen  den  leuchtenden 
Punkt  wirklich  im  Scheitel  des  Kegels. 

Wenn  femer  die  einem  leuchtenden  Punkte  angehörigen 
Strahlen  parallel  zu  einander  aus  der  Linse  austreten,  so  dringt 
In  das  Auge  ein  Lichtzylinder  ein,  dessen  Basis  die  Pupille 
ist.  Ein  Querschnitt  dieses  Zylinders,  dessen  Lage  durch  das 
Gesetz  des  Snellius  genau  bestimmt  ist,  wird  das  Bild  des  leuch- 
tenden Punktes  vorstellen.  Es  erscheint  somit  ebenfalls  als 
Scheibe,  deren  Durchmesser  schon  jenem  der  Pupille  gleichkommt. 
Dieser  Umstand  wird  wohl  schon  etwas  mehr  der  Deutlichkeit 
Abbruch  thun,  als  es  zuvor  der  Fall  war,  allein  wegen  der  Klein- 
heit der  Pupille  doch  nicht  in  zu  hohem  Grade. 

Ich  übergehe  nun  zu  dem  dritten  Falle,  wo  die  einem  und 
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demselben    leacbtenden    Punkte    angeborigen    Strahlen   au»    der 
Linse  konvergent  austreten. 

Denkt  man  sieh  demnach  das  Auge  zuerst  an  irgend  einer 
Stelle  innerhalb  des  Kegels  MuN  (Fig.  45)  so  ist  es  der  Punkt 
Cf  der  als  Scheibe  erscheint,  da  die  den  gedachten  Kegel-  bilden* 
den  Strahlen  alle  von  c  herkommen.  Der  Durchmesser  dieser 
Scheibe  wird  hier  stets  grosser  sein,  als  jener  der  Pupille  und 
zwar  desto  grosser  je  mehr  sich  das  Auge  dem  Durschnittspunkt 
u  nabelet,  weil  dann  immer  mehr  Strahlen  in  dasselbe  eindringen; 
ja  es  kann  die  Scheibe  zuletzt  so  gross  erscheinen,  wie  die 
Linse  selbst,  wenn  nemlich  das  Auge  in  den  Scheitel  u  des 
Kegels  eintritt.  Ueberschreitet  es  diesen  Punkt,  so  dass  es  den 
divergirenden  Strahlen  des  Kegels  Onz  sich  aussetzt,  so  muss 
anch  jetzt,  wie  vorhin,  der  Punkt  e  als  Scheibe  erscheinen  und 
zwar  an  demselben  Orte,  wie  früher.  Unmöglich  kann  das  Auge 
die  vermöge  der  divergenten  Strahlen  erhaltenen  Eindrücke  in 
den  Kreuzungspunkt  ti  dieser  Strahlen  versetzen,  denn  das  wider- 
spricht dem  Gesetze  des  Sn  eil  ins.  Je  weiter  sich  aber  das  Auge 
von  u  innerhalb  dieses  zweiten  Kegels  entfernt,  desto  wenigere 
Strahlen  werden  in  dasselbe  eintreten  und  desto  kleiner  wird  der 
Durchmesser  der  Scheibe  sein.  Die  austretenden  Strahlen  wirken 
also,  nach  ihrer  Durchkreuzung,  wo  si^  divergiren,  ebenso  ungün- 
stig, wie  vor  der  Durchkreuzung,  wo  sie  konvergiren.  Wenn 
daher  in  dem  Falle  der  Figur  45  bei  der  Lage  O  des  Auges  ein 
so  deutliches  Sehen  Statt  findet,  so  ist  dieses  nur  dem  Umstände 
zuzuschreiben,  dass  von  jedem  Punkte  des  Objektes  annäherungs* 
weise  nur  ein  einzelner  Strahl  in  das  Auge  gelangt.  Das  wird 
nicht  mehr  der  Fall  sein,  wenh  man  das  Auge  von  dem  Platze  0 
näher  an  die  Linse  rückt  und  daher  wird  auch  die  Undeutlichkeit 
mit  dieser  Annäherung  des  Auges  immer  grosser  und  grosser. 

Der  eben  gegebenen  Auseinandersetzung  gemäss  wird  dem- 
nach zur  Deutlichkeit  zunächst  erfordert,  dass  der  Durchmesser 
der  Bildscheibe,  als  welche  jeder  leuchtende  Punkt  erscheint, 
wenigstens  nicht  grösser  sei»  als  jener  der  Pupille.  Diese  Be- 
dingung erfüllen  aber  die  divergenten  Strahlen  und  zwar  in  allen 
Abstufungen  der  Divergenz  bis  zum  Parallelisjnus.  Es  müssen 
jedoch  die  Strahlen  gleich  am  Anfange  ihres  Weges  gegen  das 
Auge  divergiren.  Strahlen,  die  erst  auf  dem  Wege  selbst  in  den 
Zustand  der  Divergenz  geratheo,  indem  sie  ursprünglich  konver- 
giren und  sich  hierauf  durchkreuzen,  vermögen  die  gedachte  Be- 
dingung nicht  zu  erfüllen.  Das  Gesagte  ist,  wie  es  sich  voo 
selbst  verstehet,  nur  auf  das  subjektive  Bild  zu  beziehen.  Zur 
Entstehung  des  objektiven  Bildes  werden  wiederum  solche  Strahles 
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erfordert,  die  sieb  nach  ihrem  Aastritte  aus  der  Linse  durchkreu- 
zen, denn  ftngt  man  die  austretenden  Strahlen  mit  einem  Schirme 
auf,  so  wird  jene  Stelle  desselben,  welche  von  dem  Scheitel  ti 
(^S*  ^)  getroffen  wird,  sehr  hell  erscheinen  müssen,  da  sie  von 
80  vielen,  nemlich  von  allen  Strahlen  des  Kegels  beleuchtet  wird. 
Der  Begriff  des  objektiven  Bildes  ist  demnach  klar  und  deutlich; 
welches  sind  nun  aber  die  charakteristischen  Merkmale  des  sub- 
jektiven? 

Der  Ort  ti,  d.  i.  der  Scheitelpunkt  des  aus  der  Linse  aus- 
tretenden Lichtkegels  ist  wohl  für  das  objektive  Bild  der  gün- 
stigste, bezüglich  des  subjektiven  aber  der  ungünstigste,  denn 
bringt  man  das  Auge  an  diesen  Ort,  so  Ist  der  Durchmesser  des 
scheibenförmigen  Bildes  des  Punktes  e  am  grHssten,  da  er  unter 
dem  Gesichtswinkel  MuN  erscheint.  Da  ferner  von  jedem  Punkte 
dieser  Bildscheibe  nur  ein  einzelner  Strahl  in  das  Auge  gesendet 
wird,  so  besitzt  sie  nicht  einmal  die  Helligkeit,  welche  dem  leuch- 
tenden Punkt  als  solchem  zukommt,  wenn  er  mit  finbewaffnetem 
Ange  betrachtet  wird;  denii  In  diesem  letzteren  C*alle  werden  die 
Eindrücke,  welche  die  in  das  Auge  eindringenden  Strahlen  er- 
zeugen, alle  in  denselben  Punkti  nemlich  den  Scheitel  des  Kegels, 
woher  sie  kommeii,  wieder  zurückversetzt,  sie  verstärken  sich 
also  wechselseitig  und  daher  tiiuss  wohl  die  Helligkeit  dieses 
Punktes  mit  der  Anzahl  der  Strahlen  zunehmen. 

Für  die  Eintrittsfläche  der  Linse  (Fig.  47)  ist  der  leuchtende 
Punkt  O  ohne  Zweifel  als  Objekt  zu  betrachten.  Dieses  Objekt 
wird  nun  durch  die  Brechung  an  dieser  Eintrittsfläche  modifizirt, 
—  es  wird  in  ein  anderes  verwandelt.  Diese  Umwandlung  be- 
trifft natürlich  iiur  seine  optischen  Eigenschaften.  Ist  die  Ein- 
trittsfläche der  Linse,  wie  in  Figur  47  angenommen  wurde,  eine 
Ebene,  so  verwandelt  sich  der  leuchtende  Punkt  O  in  eine  leuch- 
tende Linie,  welche  in  die  optische  Axe  zu  liegen  kommt.  Diese 
Linie  unterscheidet  sich  aber  schon  wesentlich  von  leuchtenden 
fiiischen  Linien ;  denn  ein  beliebiger  Punkt  derselben  sendet 
nkht  mehr  Lichtstrahlen  nach  allen  möglichen  Richtungen  aus, 
sondern  alle  Strahlen,  die  er  wirklich  aussendet,  bilden  den 
Mantel  eines  hohlen  Kegels,  dessen  Axe  mit  der  optischen  Axe 
der  Linse  zusammenföllt.  Jedem  Punkte  der  Linie  entspricht 
also  so  ein  konischer  Strahlenmantel  und  diese  Mäntel  stecken 
wie  Dfitten  in  einander.  Diese  eigenthümüche  Linie  ist  nun  wieder 
das  Objekt  für  die  Austrittsfläche  der  Linse  und  da  letztere 
sphärisch  gekrümmt  ist,  so  wird  dieses  Objekt  wiederum  in  der 
Art  modifizirt,  dass  es  d\t  Figur  einer  krummen  Fläche  erhält. 
Jeder  Punkt  der  gedachten  Linie  wird  nemlicti    in   einen   Ring 
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Terwandeit»  dessen  Mlttelpankt  in  die  optische  Axe  filllt.  J^ 
weiter  der  den  Ring  erzeugende  Pankt  von  der  Linse  abstelle^ 
desto  grosser  wird  der  Ring  sein,  nnd  da  diese  Ringe  in  ver> 
schiedenen  zu  einander  parallelen  Ebenen  liegen^  so  werden  sie 
wohl  in  ihrer  Gesammtbeit  eine  krumme  Fläche  darstellen  mOssen, 
«-  und  nur  annähernngsweise  eine  ebene  Scheibe.  Diese  leuch- 
tende Scheibe  ist  es  nun  wieder,  die  bezüglich  des  Auges  als 
Objekt  zu  betrachten  ist  und  die  sich  wiederum  von  einer  leuch- 
tenden fisischen  Scheibe  dadurch  unterscheidet,  dass  Ton  jedem 
Punkte  derselben  nicht  ein  Lichtkegel,  dessen  Basis  die  Papille 
ist,  in  das  Auge  dringt,  sondern  immer  nur  ein  einzelner  Strahl. 

Die  aufeinanderfolgenden  Brechungen  ändern  somit  nur  das 
ursprflnglich  gegebene  Objekt  und  zwar  in  der  Art,  dass  seine 
optische  Erscheinung  eine  andere  wird.  Das;  was  wir  subjektives 
Bild  nennen,  ist  also  nichts  anderes,  als  eine  optische  Modifikation 
des  Objektes  selbst  Das  subjektive  Bild  hat  also  Im  Räume 
seinen  bestimmten  Ort  und  wird  g^nz  so  wahrgenommen»  wie 
irgend  ein  fisisches  Objekt  ohne  Vermittelung  der  Linse. 

Aber  wenn  dem  wirklich  so  ist,  so  vermag  ja  die  Linse  die 
Helligkeit  eines  einzelnen  leuchtenden  Punktes  nicht  zu  erhöhen, 
auch  wenn  sie  noch  so  viele  Strahlen  von  demselben  in  das  Auge 
bringt  in  der  That,  sie  vermag  es  nicht»  denn  die  Vermehrung 
der  Strahlen  wird  nur  die  Scheibe  vergrossem,  aber  ihre  Hellig- 
keit verbleibt  die  nemliche,  wie  zuvor.  Anders  verhält  es  aiA, 
wenn  das  betrachtete  Objekt,  wie  z.  B.  eine  Flamme,  aus  sehr 
vielen  leuchtenden  Punkten  bestehet,  denn  indem  die  scheibeo- 
f&rmigen  Bilder  dieser  Punkte  in  sehr  grosser  Anzahl  QberelnaD- 
derfallen,  muss  daraus  wohl  ein  verstärkter  Licht*Effekt  resnl- 
tiren. 

Mit  Bezugnahme  auf  die  Figur  46  kann  ich  nicht  umhin,  hier 
noch  eine  Bemerkung  zu  machen,  welche  die  Brennweite  betrill. 
Es  sei  demnach  AF  die  Brennweite  der  äussersten  Randstrahteo 
d.  h.  wenn  sich  in  F  ein  leuchtender  Punkt  befindet,  so  werden 
nur  die  äussersten  Randstrahlen  nach  ihrem  Austritte  aus  der  Linse 
in  einer  Zylinderfläche  liegen.    Ist  nun  ebenso  AG  die  Brenn- 
weite för  die  innersten  Zentralstrahlen,  so  kann  man  den  Unter* 
schied  FG  dieser  beiden  Grenzwerthe  das  Brenn*Intervall  nennen. 
So  lange  die  Entfernung  eines  leuchtenden  Punktes  von  der  Linse 
noch  ^AF  ist,  divergiren  alle  austretenden  Strahlen  mit  der  Axe» 
soliald  sie  aber  ^AG  wird,  konvergiren  alle  gegen  die  Axe.    Das 
Brenn-Intervall  ist  also  jene  Strecke,  auf  weicher  die  Umwand- 
lung der  divergenten  Strahlen  in  parallele  und  hierauf  In  keaver- 
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gento  oder  umgekehrt  bevrerkstelllgt  wird,  jenaebdem  skfa  der 
leaolitende  Punkt  von  F  gegen  G  oder  umgekehrt  bewegt.  Von 
diesem  Urowandlangsprozeese  werden,  wenn  der  leuchtende  Pankt 
sich  von  F  gegen  Cr  bewegt»  zuerst  die  Randstrahlen  ergriffen 
und  hierauf  succesive  die  anderen »  wie  sie  gegen  die  Mitte  der 
Linse  auf  einanderfolgen. 

Befindet  sich  Innerhalb  des  Brenn- Intervalles  ein  Auge»  wel* 
ches  ein  ausserhalb  der  Brennweite  der  Linse  liegendes  Objekt» 
z.  B.  eine  Flamme  betrachtet,  so  wird  es  mittelst  der  Zentral* 
Strahlen  die  Mitte  des  Objektes  aufrecht  sehen,  während  gleieb» 
zeitig  die  Bandstrahlen  andere  Tbeile  des  Objektes  umgekehrt 
erscheinen  lassen.  Dieses  umgekehrte  Bild  .umgibt  ringftirmig 
das  aufrechte.  Dieser  Versuch  ist  nicht  zu  yerwechs^In  mit  dem 
früher  besprochenen,  bei  welchem  sich  das  Objekt  innerhalb  des 
Brenn»Intervalls  befand.  Man  muss  zu  diesem  Versuche,  da  bei 
der  vorausgesetzten  Lage  des  Auges  die  Undeutlichkeit  sehr  gross 
ist»  naturlich  ein  Objekt  ohne  (Kontraste  wählen,  das  an  sich  hin- 
reichend hell  und,  falls  man  den  Ring  sehen  will,  auch  nicht  zu 
gross  ist.  Eine  kleine  Flamme  oder  eine  runde  Oeffnung  in  dem 
Fensterladen  eines  verfinsterten  Zimmers  wird  sich  dazu  am  besten 
eignen. 

Hier  ist  auch  der  Ort,  mein  sub  3  gegebenes  Versprechen 
ZQ  erfiillen.  Unter  den  Bedingungen,  die  dem  Entwürfe  der  Figur  45 
zo  Grunde  liegen,  müssen  die  Kegel  gFh  und  MON,  von  denen 
der  erstere  die  einfallenden,  der  letztere  die  gebrochenen  aus* 
tretenden  Strahlen  umfasst^  sich  in  der  Art  durchschneiden,  dass 
sie  den  gemeinschaftlichen  Querschnitt  cd  geben.  Befinde  sich 
das  Auge  in  F,  so  würde  das  Gesichtsfeld,  welches  auch  seine 
Entfernung  sein  mag,  stets  unter  dem  nemlichen  Winkel  ffFh  er» 
scheinen.  Da  sich  nun  aber  das  Auge  nicht  in  F,  sondern  in  O 
befindet»  so  wird  das  Gesichtsfeld  cd  unter  dem  Winkel  cOd, 
Ats  iintferntere  gh  unter  dem  grosseren  gOh  gesehen. 

Es  wird  also  das  Gesitihtsfeld  dem  unbewaffneten  Auge  unter 
ehiem  desto  grosseren  Winkel  erscheinen,  je  entfernter  es  iM» 
vv&hrend  andererseits  das  Bild  immer  untet  dem  gleichen  Winkel 
lUON  gesehen  wird.  Liegt  also  dad  Gesiehtsfeld  an  dem  Orte  des 
gemeinsamen  Querschnitts  cd,  so  wi^d  ds  demi  unbewaffneten  Auge 
Hüter  demselben  Winkel  cOd  erscheinen,  ^ie  das  Bild,  denn  e.*« 
ist  cOd=  MON  un^  da  wird,  wie  schon  oben  gesagt  wurde, 
der  Gegetistand  mittelst  der  Linse  ebensöf  gfod$  gesehen,  wie 
oboe  dieselbe« 

Oeber  diese  Grenze  hinaus  wird  die  Lfhse  verkleinern,  denn 
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li^  gh  ausserhalb  dieser  Grense,  so  wird  es  mit  vnbewalbeleni 
Auge  anter  dem  Winkel  gOh  gesehen,  während  es  die  Linse 
unter  dem  kleineren  MON  erscheinen  iSsst  Das  besttStigt  sieh 
alles  ganz  genau  durch  den  Versuch. 

6®.  Durch  Hinzunahme  einer  zweiten  Sammellinse  kann  ein 
deutliches  Sehen  selbst  in  jenen  Fällen  erzielt  werden,  wo  sich 
das  Auge  nicht  in  O  (Fig.  45),  sondern  näher  an  der  Linse  be- 
findet, ja  selbst,  wenn  es  innerhalb  der  Brennweite  derselben 
liegt,  und  wir  wollen  nun  eine  solche  Kombination  zweier  Linsen 
betrachten. 

Es  sei  demnach  eine  Sammellinse  MW  (Fig.  48)  und  inner- 
halb ihrer , Brennweite  =J9  ein  leuchtender  Punkt  in  O.  Dnter 
diesen  Umständen  werden  die  von  ihm  ausgehenden  Strahlen  Ot 
und  Od  in  den  Richtungen  by  und  ax  austreten,  welche  Rich- 
tungen mit  der  optischen  Axe  nach  aufwärts  divergiren ;  verlängert 
man  diese  Richtungen  nach  abwärts  so  schneiden  sie  die  Axe 
in  A.  Die  aus  der  Linse  lUN  austretenden  Strahlen  scheinen 
also  von  dem  Punkte  h  herzukommen.  Läge  dieser  Punkt  k 
innerhalb  der  Brennweite  =  p'  der  zweiten  Linse  PQ,  so  wGrden 
beide  Linsen  zusammen  noch  gerade  so  wirken,  wie  eine  einzelne; 
es  würden  dann  die  Strahlen  aus  der  zweiten  Linse  ebenfallfi 
noch  mit  der  Axe  nach  aufwärts  divergiren  Wir  wollep  aber 
annehmen,  dass  h  ausserhalb  /i'  liege,  alsdann  werden  die  aus 
der  zweiten  Linse  PQ  austretenden  Strahlen  nach  aufwärts  kon- 
▼ergiren  und  die  Axe  in  f  schneiden. 

Denken  wir  uns  nun  umgekehrt,  f  sei  ein  leuchtender  Punkt 
und  das  Auge  in  O,  so  werden  die  von  f  ausgehenden  Strahlen 
fe  und  fg  nach  ihrem  Durchgange  durch  beide  Linsen  genau 
gegen  das  Auge  konvergiren  und  sich  daselbst  schneiden.  Aber 
eben  weil  sie  konvergirend  in  das  Auge  eintreten,  wird  ein  deut- 
liches Sehen  unmöglich  sein.  Es  würde  auch  keine  Deutlichkeit 
zu  Stande  kommen,  wenn  der  leuchtende  Punkt  von  dem  Orte  / 
näher  an  die  Linse  PQ  gerückt  würde,  etwa  nach  u,  denn  als- 
dann würde  sich  der  Vereinigungspunkt  der  aus  der  Linse  MS 
austretenden  Strahlen  von  dieser  Linse  weiter  entfernen,  etwa 
nach  r;  das  Auge  aber,  das  innerhalb  des  Kegels  erd  liegt,  be- 
fände sich  alsdann  jedenfalls  in  dem  Bereiche  konvergenter  Strahlet, 
deren  es  wegen  der  Ausdehnung  der  Pupille  nicht  wenige  aut 
zunehmen  vermag.  Die  Undeutlichkeit  ist  so  gross,  dass  naa 
eine  Schrift,  die  sich  zwischen  f  und  PQ  befindet,  so  2u  sagen, 
gar  nicht  wahrnimmt.  Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  mas 
den  leuchtenden  Punkt  über  f  hinaus  in  eine  grossere  Entfernung 
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voo  der  Objektivlinse  PQ  versetzt,  etwa  nach  q ;  denn  da  werden 
die  von  q  ausgehenden  Strahlen  nach  erlittener  Brechung  in  der 
Objektivlinse  sich  schön  in  k  vereinigen,  welcher  Punkt  zwischen 
den  beiden  Linsen  liegt  Von  diesem  Punkte  k  gelangen  dann 
die  Strahlen,  indem  sie  weiter  ihre  Wege  fortsetzen,  in  divergi* 
renden  Richtungen  zur  Okularlinse  MN,  Fällt  nun  k  bezfiglich 
des  Okulars  in  einen  elementaren  Brennpunkt,  so  'werden  die 
Strahlen  aus  dem  Okular  parallel  austreten;  liegt  aber  k  ausser- 
halb oder  innerhalb  der  elementaren  Brennweite,  so  werden  die 
Strahlen  aus  dem  Okular  konvergiren  oder  divei^iren.  In  den 
beiden  letzteren  Fällen  wird  der  leuchtende  Punkt  q  als  Scheibe 
eracheinen,  die  grosser  ist  als  die  Pupille.  Der  gfiostigste  Fall 
wird  also  der  erste  sein,  denn  da  erscheint  das  Bild  des  leuch- 
tenden Punktes  so  gross,  wie  die  Pupille,  und  nicht  grosser. 

Schon  aus  dem  früher  Gesagten  erhellet,  dass  k  ip  Bezug 
auf  das  Okular  nicht  die  Rolle  eines  Objektes  spielen  kann,  was 
sich  fibrigens  schon  daraus  ergibt,  dass  ein  innerhalb  der  Brenn- 
weite einer  Sammellinse  liegender  Gegenstand  desto  deutlicher 
gesehen  wird,  je  näher  er  an  die  Linse  gerückt  wird,  während 
bezüglich  des  Vereinigungspnnktes  k  das  gerade  Gegentheil  Statt 
findet,  —  mit  seiner  Annäherung  an  das  Okular  nimmt  die  Un- 
deatlichkeit  zu.  Soll  also  bei  einer  solchen  Kombination  zweier 
Linsen  noch  ein  deutliches  Sehen  Statt  finden,  so  muss  k  in 
einen  elementaren  Brennpunkt  fallen,  welcher  ein  wenig  innerhalb 
der  Brennweite  des  Okulars  liegen  dfirfte.  So  wie  ky  mfissen 
anch  die  objektiven  Bilder  der  übrigen  Punkte  des  ausgedehnten 
Gegenstandes  $t  (Fig.  48)  in  ihre  respectiven  elementaren  Brenn- 
pankte  zu  liegen  kommen. 

Da  nun  aber  der  Ort  k  des  objektiven  Bildes  sich  mit  der 
Entferonng  des  leuchtenden  Punktes  q  ändert,  so  ist  klar,  dass 
•ich  auch  die  Distanz  der  beiden  Linsen  nach  der  jeweiligen  Ent- 
femong  des  Objektes  werde  richten  mfissen. 

Streng  genommen  ist  die  Objektivlinse  selbst  schon  als  Ob- 
jekt für  das  Okular  zu  betrachten,  aber  als  ein  solches,  welches 
die  dahinter  befindlichen  Gegenstände  wahrzunehmen  gestatte^ 
und  fiberdiess  auch  die  Richtungen,  der  von  diesen  Gegenständen 
herkommenden  Strahlen  abzuändern  vermag. 

Die  Wirkung  einer  solchen  Kombination  zweier  Linsen  ist 
Gbrigens  eine  sehr  komplizirte.  Sie  hängt  ab  von  der  Lage  des 
^g^  gegen  das  Okular,  von  der  Entfernung  des  Gegenstandes 
und  anter  übrigens  gleichen  Umständen  von  der  Distanz  der  bei* 
den  Bestandtheiie. 
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Hat  das  Auge  eine  bestimmte  Lage  in  O  (Fig.  48}  doge« 
nommen,  so  ist  das  System  der  austretenden  Strahlen,  die  den 
Kegel  cOd  bilden  und  durch  welche  das  Okular  seine  Eindrücke 
dem  Auge  übermittelt,  ein  för  allemal  fixirt.  Welches  auch  immer 
die  Entfernung  des  Gegenstandes  und  welches  auch  immer  die 
Distanz  der  beiden  Linsen  sei,  das  Auge  vermag  nur  längs  der 
Richtungen,  die  innerhalb  des  Kegels  cOd  liegen,  seine  Wahr* 
nehmnngen  zu  erhalten.  Ist  aber  das  System  der  austretenden 
Strahlen  fixirt,  so  ist  es  auch  das  der  einfallenden.  Bei  der  Lage 
O  des  Auges  (Fig.  48)  bilden  also  die  auf  das  Okular  fallenden 
Strahlen  den  Kegelstutzen  ybax^  der  unten  die  Fläche  des  Okulars 
zur  Basis  hat  und  dessen  obere  Basis  ganz  oder  zum  Theile  von 
der  Objektivlinse  PQ  gebildet  wird.  Die  von  irgend  einem  Ob- 
jekte auf  die  Objektivlinse  fallenden  Strahlen  werden  demnach 
auch  ein  ganz  bestimmtes  System  darstellen  müssen,  nemlich  eifi 
solches,  das  nach  seiner  Brechung  in  dieser  Linse  den  gestutzten 
Kegel  ybax  zu  geben  vermag.  Dieses  System  wird  unter  des 
obwaltenden  Umständen  immer  eine  Kreuzungstelie  f  haben,  welche 
bekanntlich  ein  Kreis  ist,  durch  den  also  alle  auffallenden  Strahlen 
durchgehen. 

Bringt  man  das  Auge  successive  in  immer  grössere  Entfer- 
nungen vom  Okular,  so  wird  der  Lichtkörper,  den  die  auf  diese 
Linse  fallenden  Strahlen  bilden,  immer  andere  Gestalten  annehmen, 
wie  Figur  43  zeigt.  Hatte  er  Anfangs  bei  der  Lage  a  des  Auges 
die  Gestalt  eines  Stutzens,  so  ist  er  bei  der  Lage  e  zylindrisch 
und  bei  der  Lage  h  bildet  er  Doppelkegel. 

Im  ersten  Falle  wird  das  Objektiv,  je  nach  seiner  Entfernung 
vom  Okulare,  bald  das  ganze  Gesichtsfeld  dieses  letzteren  aus- 
fällen, bald  nur  irgend  einen  Theil  desselben  einnehmen.  In  die* 
sem  letzteren  Falle,  wo  das  Objektiv  nicht  das  ganze  Gesiclits* 
feld  des  Okulars  einnimmt,  werden  jene  Theile  des  Gesichtsfeldes, 
welche  die  Objektivlinse  umgeben,  bloss  durch  die  Okularlinse 
gesehen.  Das  Auge  erhält  daher  von  diesen  Theilen  nur  ein  sehr 
verworrenes  Bild,  welches  auch  die  Wjrkung  jener  Strahlen«  die, 
ihren  Weg  durch  das  Objektiv  nehmen  mussten,  nothwendipp  be- 
einträchtigt. Man  muss  daher  sorgen,  dass  das  Objektiv  stets 
das  ganze  Gesichtsfeld  des  Okulares  einnehme  oder  mit  seinen 
periferischen  Theiiep  über  dasselbe  binansreiche.  Es  ist  übrigens 
klar,  dass  je  mehr  die  Objektivlinse  PQ  vom  Okular  entfernt  wird, 
der  Durcbschnittspunkt  f  (Flg.  48)  desto  näher  an  die  Objektiv- 
linse heranrücken,  aber  stets  ausser  ihrer  Brennweite  verUeibea 
müsse. 
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Im  xweiten  Falle  wird  die  ObjektivliDse  bei  jeder  Diatans 
eineo  gleich  grosseo  Theil  von  dem  Gesichtsfelde  des  Okulars 
eionehroen  und  der  Durchscbnittspnnkt  /  wird  immer  in  gleicher 
Entfernung  vom  Objektiv  sich  befinden,  nemlich  in  seinen  Brenn- 
l^unkt  fallen. 

Die  meiste  Abwechslung  bietet  der  dritte  Fall.  Es  kann 
nemlich  die  Objektivlinse  diesseits  oder  jenseits  der  Ourchschnitts- 
stelle  z  (Fig.  43)  oder  an  dieser  Stelle  selbst  liegen.  Liegt  sie 
biolänglich  nahe  an  z,  so  wird  sie  mit  ihren  periferischen  Theilen 
fiber  das  Gesichtsfeld  des  Okulars  hinausreichen  und  zwar  desto 
mehr  je  näher  daran  sie  liegt  Fällt  z  gerade  in  die  Oberfläche 
der  Objektivlinse  (Fig.  48)  oder  innerhalb  ihres  Korpers,  so  wird 
m  zentraler  Theil  des  Objektivs  von  dem  Durchmesser  mn  hin- 
reichen, um  alle  zum  Auge  gehenden  Strahlen  durchzulassen. 
Man  rouss  jedoch  bedenken,  dass  z  kein  Punkt,  sondern  ein  Kreis 
ist,  und  desshalb  wird  der  Durchmesser  mn  etwas  grosser  aus- 
falltn  müssen. 

Man  kann  somit  den  Rand  der  Objektivlinse  bis  auf  diesen 
zentralen  Theil  bedecken  und  wird  doch,  wie  n^an  sich  leicht 
fiberzeugen  kann,  durch  die  verhältnissmässig  kleine  Oeffnung 
des  Diaphragma,  die  betrachteten  Gegenstände  ganz  eben  so  gut 
sehen,  wie  bei  Anwendung  der  vollen,  unbedeckten  Objektivlinse. 
E»  findet  also  auch  bei  einer  Kombination  zweier  Linsen  etwas 
ähnliches  Statt,  wie  bei  einer  einzelnen.  Es  verstehet  sich  von 
selbst,  dass  jene  Strahlen,  welche  etwa  durch  den  aus  dem  Ge- 
sichtsfelde des  Okulares  herausragenden  Theil  des  Objektives 
hindurchgehen,  gar  nicht  ins  Auge  gelangen  können.  Setzt  man 
den  Fall  der  Figur  45  voraus,  so  wird  der  Effekt  abhängen  von 
der  Entfernung,  welche  das  Objektiv  von  F  hat;  ob  sich  nemlich 
F  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Brennweite  des  Objektives  oder 
im  Brennpunkte  desselben  befindet,  denn  von  diesen  Umständen 
wird  zunächst  wieder  die  Gestalt  des  auf  das  Objektiv  fallenden 
Licbtkurpers  abhängen. 

In  dem  Falle,  wo  sich  F  ausserhalb  der  Brennweite  des 
Objektivs  befindet,  wird  dieser  letztere  Lichtkorper  die  Gestalt 
von  Doppelkegeln  haben,  und  es  wird  somit  wiederum  eine  Durch- 
schnittsstelle  vorhanden  sein,  die  wir  in  Gedanken  mit  G  bezeich- 
oen  wollen.  Die  Strahlen  schneiden  sich  dann  zweimal  in  G  und 
Vt  bevor  sie  ins  Auge  kommen.  Liegt  ein  Gegenstand  der  Ob* 
jektivlinse  näher  als  G^  so  wird  er  noch  verkehrt  gesehen,  liegt 
er  aber  jenseits  €r,  so  erscheint  er  wieder  aufrecht. 

Whd  die  Distanz  der  beiden  Linsen  im  Allgemeinen  grosser 
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genommen  als  p+p'»  so  wird  nach  Umständen  das  Objekt  st 
(Fig.  48)  recht  nahe  an  den  Brennpunkt  des  Objektivs  gerfickt 
werden  müssen»  wenn  das  durch  die  letztere  Linse  erzeugte  ob- 
jektive Bild  noch  innerhalb  der  Brennweite  des  Okulars  fallen 
soll.    Dieser  Fall  findet  bei  den  Mikroskopen  seine  Anwendung. 

Ist  die  Distanz  der  beiden  Linsen  =zp-\-p'  oder  kleiner  ab 
diese  Summe  der  Brennweiten,  so  wird  der  betrachtete  Gegen- 
stand schon  weiter  vom  Objektiv  abstehen  mfissen»  wenn  das 
durch  das  letztere  erzeugte  objektive  Bild  innerhalb  |der  Brenn- 
weite des  Okulars  fallen  soll,  und  zwar  desto  weiter»  je  kleiner 
die  Distanz  der  Linsen  ist.  Dieser  Fall  liegt  den  Fernrohren  zu 
Grunde.  Da  sich  die  Entfernung  der  äusseren  Gegenstände  nicht 
ändern  lässt,  so  wird  man  die  richtige  Einstellung  des  objektiven 
Bildes  nur  dadurch  erreichen»  dass  man  die  Distanz  der  Linsen 
abändert,  und  da  fierner  die  Deutlichkeit  hier  ganz  unabhängig 
ist  von  der  Lage  des  Auges  gegen  das  Okular,  so  kann  das  Auge 
in  verschiedene  Entfernungen  von  diesem  versetzt  werden»  ohne 
dass  die  Deutlichkeit  leidet»  aber  die  Grosse  des  Gesichtsfeldes 
wird  sich  natürlich  verändern. 

Was  die  Vergr5sserung  anbelangt»  welche  eine  solche  Linsen- 
Kombination  bewirkt»  so  muss  sie  nach  denselben  Prinzipien» 
wie  bei  einer  einzelnen  Linse»  ohne  Rücksicht  darauf»  ob  die 
Kombination  den  Zweck  eines  Fernrohres  oder  Mikroskope«  za 
erfüllen  hat»  bestimmt  werden.  Ist  das  Auge  in  O  (Fig.  48)»  so 
sieht  es  das  Bild  von  st  unter  dem  Winkel  cO^l  dem  unbewaff- 
neten Auge  aber  erscheint  st  unter  dem  Winkel  sOt,  daher  die 

Vergrossernng  =?  -^«  Diese  Vergrösserung  wird  siqh  natürlich 
ändern  in  allen  den  Fällen,  wo  sich  die  Winkel  selbst  ändern. 

§.  23.  Clin  Prisma  erzeugt  von  einem  Objekte  unzäh- 
lige hii^ter  einander  liegende  Bilder,  von  denen  jedes 
folgende  bezfiglich  des  vorhergehenden  ein  wen  ig  v er» 

schoben  erscheint. 

Wir  wollen  zuerst  den  Fall  in  Betrachtung  ziehen»  wo  das 
Licht  bloss  eine  einmalige  Brechung  und  zwar  ^  einer  ebenen 
Trennungsfläche  mn  (Fig.  49)  erleidet  und  dann  zum  Prismi^  über- 
gehen. 

Ist  demnach  o  ein  leuchtender  Punkt  und  geschieht  die 
Brechung  zum  Einfallslothe»  so  werden  die  puzähligen  Bilder  des- 
selben wie  Vt  Si  t  etc.  bekanntlich  ftllß  oberhalb  o  in  der  Ver- 
längerung der  Senkrechten  oz  liegen.  In  ihrer  Gesammtheit  geben 
diese  Bilder  eine  Linie  rf»  die  sowohl  för  ein  innerhalb  des  bre- 
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chenden  Mediams  befindliches  Auge  als  auch  bezfiglicli  der  Aus« 
trittsfläche  als  Objekt  xa  betrachten  Ist  Alle  Strahlen  >  die  von 
irgend  einem  Punkte  dieser  Linie  ausgesendet  werden»  liegen, 
wie  bereits  bekannt,  in  der  Oberfläche  eines  Kegels.  So  ent- 
spricht dem  Punkte  t  der  Strahlenroantel  tab^  der  von  der  Aus- 
trittsfläche» falls  diese  gegen  mn  geneigt  ist,  in  einer  Ellipse  ab 
geschnitten  wird.  Ebenso  entsprechen  den  anderen  Punkten  r 
und  s  die  Strahlenmäntel  grh  und  esf*  Ein  innerhalb  des  bre- 
chenden Mediums  befindliches  Auge  v^ird  wegen  der  geringen 
Ausdehnung  der  Papille  natörlich  nicht  die  ganze  Linie  rt  über- 
sehen können,  Sondern  nur  Irgend  ein  Stuck  derselben.  Da 
jedoch  die  Punkte  des  Obersehenen  Stückes  alle  in  der  nemlichen 
Senkrechten  liegen  und  sich  daher  ihre  Eindrücke  In  der  Wahr- 
nehmung decken,  so  folgt,  dass  der  leuchtende  Punkt  o  nicht 
als  Linie,  sondern  wiederum  nur  als  Punkt  erscheinen  könne. 
Die  Projektion  von  rt  in  der  Ebene  mn  ist  ein  Punkt  und  es  ist 
geradeso,  als  wenn  diese  Projektion  von  dem  Auge  wahrgenom- 
men würde. 

Ist  nun  femer  pq  ein  ausgedehnter  Gegenstand,  so  werden 
voh  diesem  ebenfalls  unzählige  hinter  einander  liegende  Bilder> 
itie  gh,  ik,  lu  etc.  entstehen  und  auch  diese  werden  sich  in  der 
Wahrnehmung  vollkommen  decken  müssen,  da  sich  ihre  Projek- 
tionen in  der  Ebene  mn  decken. 

Ganz  dasselbe  wird  auch  Platz  greifen,  wenn  wir  einen  Gegen- 
stand durch  ein  von  parallelen  Ebenen  begrenztes  Medium  be- 
trachten, weil  in  diesem  Falle  die  Normale  der  Austrittsfläche 
mit  der  Normalen  02  der  Eintrittsfläche  zusammenfällt. 

Ganz  Anders  wird  sich  aber  die  Sache  bei  einem  Prisma  ver- 
halten. Da  werden  die  unzähligen,  von  einem  leuchtenden  Punkte 
entstehenden  Bilder  (Austrittsbilder)  in  einer  Kurve  dag  (Fig.  32) 
liegen,  wenn  man  die  Erscheinuns;  in  einer  durch  den  leuchtenden 
Punkt  senkrecht  gegen  die  brechende  Kante  gelegten  Ebene  be- 
trachtet. Die  Figur  32  wurde  übrigens  unter  der  Voraussetzung 
entworfen ,  dass  alle  drei  Strahlenparthieen  zur  Erzeugung  der 
Kurve  mitwirken.  Auf  einmal  wird  man  jedoch  diese  Kurve,  wie 
leicht  begreiflich,  nicht  übersehen;  es  kommen  jedoch  alle  ihre 
Theile  nach  einander  zur  Anschauung,  wenn  man  das  Prisma  vor 
dem  Auge  um  seine  Axe  drehet.  Hält  man  das  Prisma  zuerst  so,  dass 
die  Kantenstrahlen  in  das  Auge  gelangen,  so  wird  die  Kurve  an 
dem  Ende  d  sichtbar  und  wenn  man  dann  durch  Drehung  des 
Prisma  allmäblig  zu  den  Strahlen  der  mittleren  und  offenen  Par- 
tbie  übergehet,  werden  ihre  anderen  Theile,  wie  sie  von  li  gegen 
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g  zu  aafeiDanderfolgen,  zar  Anschauung  gelangen.  Nehmen 
wir  nun  an»  dass  bloss  gewisse  Strahlen  der  mittlereo  Partbie 
in  das  Auge  eindringen,  so  mögen  die  diesen  Strahlen  entspre- 
chenden Eintrittsbilder  des  leuchtenden  Punktes  o  zwischen  r 
und  t  (Fig.  50)  in  der  Verlängerung  der  Geraden  oz  liegen,  welche 
auf  der  Eintrittsfläche  mit  des  Prisma  mnp  senkrecht  stehet 

Fällt  man  nun  von  allen  diesen  Eintrittsbildern  Perpendikel 
auf  die  Austrittsfläcbe  pn  des  Prisma,  wie  rti,  iv,  ttio  etc.,  so 
werden  den  Eintrittsbildern  r,  i,  t  die  Austrittsbilder  a,  c,  e  eot- 
sprechen  und  es  wird  unmittelbar  r<,  mittelbar  aber  der  leuch- 
tende Punkt  o  wieder  in  eine  Linie  ae  verwandelt,  welche  jene 
Perpendikel  schräg  durchschneidet. 

Diese  Linie  ae  ist  als  derjenige  Theil  der  Austrittskurve  lu 
betrachten,  den  man  auf  einmal  übersieht.  Ihre  Projektion  in  der 
Ebene  pn  wird,  da  sie  gegen  diese  Ebene  geneigt  ist,  nicht  mehr 
ein  Punkt,  sondern  ebenfalls  eine  Linie  sein. 

Ist  nun  das  betrachtete  Objekt  ausgedehnt,  z.  B.  eine  Linie 
09,  die  wir  uns  in  einer  auf  die  brechende  Kante  senkrecht  ge- 
legten Ebene  liegend  vorstellen  wollen,  so  werden  natürlich  von 
dieser  ebenfalls  sehr  viele  Bilder  wie  a6,  cd^  ef  eto.  entstehen. 
Diese  Bilder  liegen  wohl  auch  jetzt  hintereinander,  so  wie  zuvor 
bei  einem  von  parallelen  Ebenen  begrenzten  Medium,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  das«  jetzt  jedes  folgende  Bild  gegen  das  unmittel- 
bar vorhergehende  ein  wenig  verschoben  erscheint.  Die  Projek- 
tionen dieser  Bilder  in  der  Austrittsfläcbe  des  Prisma  werden 
sich  daher  nicht  mehr  vollständig  decken  und  es  wird  eine  solche 
Deckung  auch  in  der  Wahrnehmung  nicht  mehr  Statt  haben 
kennen.  Die  Verschiebung  beträgt  aber  von  einem  Bilde  zum 
andern  nicht  gleichviel,  weil  ja  die  Perpendikel  nicht  gleiche  Ab- 
stände haben. 

Noch  Eines  muss  ich  hier  bemerken.  Wir  haben  bis  nun  die 
Erscheinung  in  einer  gegen  die  brechende  Kante  senkrecht  ge- 
legten Ebene  betrachtet.  Unter  dieser  Voraussetzung  kommen 
von  dem  ganzen  Strahlenmantel  atb  (Fig.  49)  naturlich  nur  die 
zwei  Strahlen  1b  und  to,  die  um  180^  von  einander  abstehen,  zur  . 
Berücksichtigung.  Zieht  man  von  i  die  tx  senkrecht  auf  die 
Austrittsfläcbe,  so  wird  der  Strahl  <6,  der  in  der  Richtung  be 
austritt,  jenes  Perpendikel  in  a  schneiden  und  der  Strahl  ta, 
welcher  nach  seinem  Austritte  die  Richtung  ad  annimmt,  wird  es 
in  ß  schneiden.  Es  werden  demnach  a  und  ß  die  Austrittsbilder 
sein,  welche  den  genannten  um  180^  abstehenden  Strahlen  ent- 
sprechen.   Da  nun  aber  die  übrigen  Strahlen  des  Mantels  af6. 
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welche  zu  beiden  Seiten  der  gegen  die  brechende  Kante  senk- 
recht gelegten  Ebene  liegen,  an  der  Aastrittsfläcbe  ebenfalls  ge* 
brechen  werden,  so  werden  die  diesen  letzteren  Strahlen  ent- 
sprechenden Austrittsbilder  nothwendig  zwischen  a  und  ß  in  jene 
Senkrechte  fallen.  Werden  also  alle  Strahlen  des  Mantels  atf 
in  Betracht  gezogen,  so  wird  t  In  ein  lineares  Bild  uß  verwandelt. 
Dieses  Bild  aß  liegt  ganz  in  dem  Perpendikel  ix  und  hat  die 
Eigenthurolichkeit,  dass  Ton  jedem  Endpunkte  desselben  nur  ein 
Strahl,  von  jedem  intermediären  Punkte  aber  zwei  Strahlen  aus- 
gesendet werden.  Da  nun  das  Gesagte  auch  von  den  anderen 
Punkten  der  Linie  ir  gilt,  so  wird  diese  letztere  durch  die  Bre- 
chung an  der  Austrittsfläche  des  Prisma  eigentlich  zu  einer 
ebenen,  auf  der  brechenden  Kante  senkrecht  stehenden  Fläche 
ausgedehnt. 

Diese  Betrachtung  wird  Im  Allgemeinen,  unter  Berficksich- 
tigung  der  obwaltenden  Einschränkungen  auch  dann  in  Anwendung 
kommen  müssen,  wenn,  wie  das  beim  Auge  der  Fall  ist,  nicht 
alle,  sondern  nur  einige  wenige  Strahlen  eines  solchen  Mantels 
in  dasselbe  eindringen.  Denn  ruhet  das  Auge  gerade  unterhalb 
6,  so  wird  es  nicht  bloss  den  Strahl  ib^  sondern  da  die  Pupille 
eine  gewisse  Grosse  hat,  auch  noch  mehrere  andere  Strahlen 
des  Mantels  aiby  die  zu  beiden  Seiten  von  ib  liegen,  aufnehmen 
können.  Es  wird  also  das  Auge  ein  gewisses  Stück  vom  oberen 
Ende  der  Linie  aß  übersehen  können.  Durchwandert  das  Auge 
hierauf  in  der  Richtung  von  b  gegen  a  den  hohlen  Raum  des 
Strahlenmantels  atbt  so  kann  es  von  dem  Eintrittsbilde  t  keinen 
Eindruck  mehr  erhalten,  wohl  aber  von  i,  r  etc. 

Erst  wenn  das  Auge  unterhalb  a  ankommt,  wird  es  wiederum 
den  Strahl  at,  der  nach  ad  gebrochen  wird,  und  mit  diesem  noch 
mehrere  andere  aufnehmen,  so  dass  jetzt  wiederum  ein  bestimmtes 
Stuck  vom  unteren  Ende  der  Linie  aß  sichtbar  wird.  Da  sich 
aber  das  von  dem  Auge  übersehene  Stück  der  Linie  aß  als  ein 
Punkt  auf  die  Austrittsfläche  projizirt,  so  wird  es  auch  iu  der 
Wahrnehmung  diesen  Charakter  haben. 

Am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  sei  es  mir  erlaubt  das  Er- 
gebniss  desselben  in  wenigen  Worten  zusammenzufassen*  Das 
Ergebniss  ist  die  Thatsache,  dass  durch  die  Brechung  an  der 
Anstrittsfläche  des  Prisma,  eine  Verschiebung  der  Bilder  bewirkt 
werde,  welche  durch  die  Brechung  an  der  Eintrittsfläche  entstehen. 
Diese  Thatsaohe  hängt  innig  mit  dem  Gesetze  des  Snellius  zv- 
sammeii  und  es  ist  dadurch  di^  Wirkungsweise  des  Prisma  ge- 
nau charakterisirt 
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An  dieses  Resultat  knüpft  sieh  UDroittelbar  der  Gedanlce,  ob 
diese  Verschiebung  nicht  vielleicht  die  Ursache  der  prismatischen 
Farben  sei? 

Betrachtet  man  durch  ein  Prisma  eine  Fläche ,  die  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  eine  gleiche  Beschaffenheit  hat^  so  wird  au8 
der  gegenseitigen  Ueberdeckung  ihrer  Bilder  wohl  nichts  Neues 
resultiren  können«  da  immer  Gleiches  über  Gleiches  fallt.  Wenn 
aber  das  Objekt  Kontraste  enthält,  wenn  wir  z.  B.  ein  weisses 
Quadrat  auf  schwarzem  Grunde  betrachten,  werden  da  nicht  noth* 
wendig  dunkle  Parthieen  gewisser  Bilder  über  helle  anderer 
fallen?  wird  nicht  der  resultirende  Eindruck  ein  anderer  als  bei 
vollkommener  Ueberdeckung  sein  müssen? 

Dieser,  in  der  Theorie  wurzelnden  und  unmittelbar  daraus 
sich  ergebenden  Auffassung  ist  jedoch  die  Lehre  Newton's  ent« 
gegen,  welche  gestützt  auf  einen  Versuch  die  Farben  als  Be- 
standtheile  des  weissen  Lichtes  erklärt.  So  wie  das  Wasser 
durch  den  elektrischen  Strom  in  seine  chemischen  Bestandtheile 
zerlegt  wird,  so  wird  nach  dieser  Lehre  der  Sonnenstrahl  durch 
Vermittlung  des  Prisma  in  seine  optischen  Bestandtheile  zerlegt. 

Wir  müssen  uns  daher  jetzt  dem  New  ton 'sehen  Versuche 
zuwenden  und  ihn  genau  durchprüfen,  ob  er  wirklich  jene  Be- 
weiskraft besitze,  die  ihm  zugeschrieben  wird. 

§.  24.     Abänderung   des    Newton'schen    Fundamentai- 

versuches. 

Es  sind  bereits  zwei  Jahrhunderte  verflossen,  seitdem  Newton 
seinen  schonen  Versuch»  der  das  Farbenbild  liefert,  angestellt 
hat.  Das,  was  dieser  Versuch  unmittelbar  zur  Anschauung  bringt, 
die  allgemein  bekannten,  sichtbaren  Resultate  desselben,  sind  un- 
antastbar; nicht  so  der  Schluss,  der  daraus  gezogen  wurde,  da<ss 
nemlich  der  Sonnenstrahl  oder  überhaupt  das  weisse  Licht  aus 
farbigen  oder  verschieden  brechbaren  Theilen  zusammengesetzt  sei. 

In  Optice,  auctore  Jsiiaco  Newton,  1740  finden  wir  auf 
Seite  18  folgendes  Theorem: 

Lumen  solis  constat  e  radiis  diverse  refrangibilibus.  Pro- 
batio  ab  experimentis  desumpta. 

Obgleich  nun  der  Beweis  dieses  Theorems  aus  dem  Versuche 
hergenommen  wird,  so  ist  das  doch  nicht  in  dem  Sinne  zu  ver^ 
stehen,  als  ob  dieses  Theorem  nichts  anderes  wäre,  als  nur  der 
blosse  Ausdruck  einer  unmittelbaren  Wahrnehmung.  Est  ist 
vielmehr  ein  Schluss,  denn  wir  lesen  weiter  auf  Seite  21 : 
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Com  igitur  e  contrario  experientia  evincatur^  imaginem  istam 
non  rotondam  esse,  sed  latitadinem  ipsius  circiter  quinqae  parti- 
bas  longitudine  superari:  omnino  radii»  qui  majori  refractiooe  ad 
superiorem  imaginis  extremitatem  mittantor,  magis  quam  ii  qui 
ad  inferius  ejusdem  extremum  progrediuntur,  refrangibiles  sint^ 
neeesse  est;  nisi  ea  forte  sit  refraetionis  hujusce  inaequalitas, 
qaae  casu  possit  accidere.  Quo  quideui  amplios  firmatur  id,  quod 
erat  prima  propositione  eomprobandum»  nempe,  quae  lumina  eolore 
differaDt«  ea  itidem  refrangibilitate  inter  se  differre. 

Was  also  der  Versuch  unmittelbar  darbietet,  ist  die  Wahr- 
nehmung, dass  das  Spektrum  nicht  rund,  sondern  oblong  sei,  und 
daraus  zog  nun  Newton  jenen  Schlnss,  den  er  in  der  Form  des 
obigen  Theorems  der  Nachwelt  fiberliefert  hat. 

Dieser  Schluss  wäre  nur  dann  ganz  richtig,  wenn  ausser  dem 
dünnen  ßündel  Sonnenstrahlen,  die  man  durch  die  runde  Oeff» 
nung  des  Fensterladens  in  das  verfinsterte  Zimmer  leitet,  gar 
Iceine  anderen  Strahlen  durch  das  Prisma  durchgehen  kannten; 
dann  konnte  man  wohl  und  mit  Recht  behaupten,  die  Farben  des 
Spektrums  müssen  aus  dem  weissen  Liebte  herstammen;  dann 
konnte  man  sie  als  ausschliessliches  Eigenthum  dieses  Liehtes 
betrachten. 

Allein  die  Sache  verhält  sich  anders.  Man  kann  doch  un- 
möglich die  kleine,  runde  Oeffnung  oder  die  schmale^  lichtgebende 
Spalte  als  das  alleinige  Objekt  betrachten,  das  sich  im  Gesichts- 
felde des  Prisma  vorfindet  und  dieses  ganz  ausfällt;  man  kann 
vnrouglich  erwarten,  dass  das  Prisma  nur  die  Oeffnung  und  nicht 
anch  theilweise  ihre  Umgebung^  d.  i.  Theile  des  Fensterladens, 
Inwieweit  sie  im  Gesichtsfelde  liegen,  abbilden  Averde. 

Wird  demnach  der  Versuch  unter  den  gewöhnlichen,  von 
Newton  angegebenen  Bedingungen  angestellt,  so  gehen  durch  das 
Prisma  nebst  den  Strahlen,  welche  die  Oeffnung  liefert,  auch 
noch  solche  hindurch,  die  von  ihrer  Umgebung  herkommen.  Da 
BUD  aber  die  helle  Oeffnung  mit  ihrer  Umgebung,  welche  dunkel 
ist,  einen  Kontrast  bildet,  so  bestehet  das  Irrthfimliche  des  obigen 
Schlusses  darin,  dass  das,  was  möglicher  Weise  die  Wirkung 
des  Kontrastes,  ist,  dem  weissen  Lichte  allein  zugeschrieben  wird. 

Um  nun  diese  Frage  mit  Sicherheit  zu  entscheiden,  muss 
man  den  Newton'schen  Versuch  in  der  Art  abändern,  dass  aus 
dem  Gesichtsfelde  des  Prisma  jeglicher  Kontrast  beseitigt  werde. 
Man  erreicht  diesen  Zweck  mit  Hilfe  einer  matt  geschliffenen 
Glastafel.    Diese  hat  die  Eigenschaft,  dass  sie  vor  das  Auge  ge* 
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halten,  die  Süsseren  Gegenstinde  onsichtlMir  nnd  somit  anch  ihre 
Kontraste  verschwinden  macht.  Setzt  man  sie  aber  der  direkten 
Einwirkung  der  Sonne  ans»  so  bildet  sie  im  dnrchgelassenen 
Lichte  eine  weisse,  gleiehförmig  helle  Fläche  nod  wird  so  tu 
einer  ausgiebigen  Quelle  weissen  Lichtes.  Eine  solche  Tafel 
habe  Ich  nun  als  Rückwand  ilfiV  (Fig.  51)  eines  dunklen ,  vor- 
läufig aus  Pappendeckel  angefertigten  Kastens  eingesetzt.  In  der 
vorderen  Wand  EF  dieses  Kastens  befand  sich  eine  viereckige 
Oeffnung  zur  Aufnahme  eines  Prisma.  Dieses  letztere,  ein  ge- 
wöhnliches Glasprima,  wurde  an  den  beiden  Seitenflächen,  die 
den  brechenden  Winkel  einschliessen,  mit  dünnem,  geschwärzten 
Papiere  bedeckt,  in  welches  man  vorläufig  zwei  schmale,  zur 
brechenden  Kante  parallele,  einander  gegenfibersteheude  Schlitze 
oder  Spalten  ab  und  cd  eingeschnitten  hat.  Die  dritte  Seiten- 
fläche pn  wurde  ebenfalls  und  zwar  ganz  mit  Papier  bedeckt, 
aber  nur  desshalb,  um  ihre  starende  Einwirkung  zu  beseitigen. 

So  zubereitet  wurde  das  Prisma  mit  seiner  Axe  vertikal  in 
die  gedachte  Oeflnung  eingestellt,  in  der  Weise,  dass  es  mit  der 
einen  Seitenfläche  mn  in  die  Ebene  der  Vorderwand  des  Kastens 
zu  liegen  kam.  Selbstverständlich  ist  daffir  zu  sorgen,  dass  das 
von  der  Glastafel  ausgehende  Licht  durch  keine  anderen  Oeff* 
nungen,  als  nur  durch  die  beiden  Schlitze  austreten  könne. 

Ebenso  muss  man  Vorsorge  treffen,  dass  auch  von  den  dunklen 
Theilen  des  Apparates  selbst  keine  Strahlen  durch  das  Prisma 
hindurchgehen.  Am  ehesten  wäre  diess  von  der  Seitenwand  NF 
des  Kastens  zu  befürchten.  Desshalb  mflssen  die  Dimensionen 
des  Apparates  so  gewählt  werden,  dass  die  erweiterte  Seiten- 
fläche mp  des  Prisma  iiock  die  Glastafel,  nicht  aber  die  besagte 
Seitenwand  durchschneide. 

Aus  demselben  Gmüde  mites  auch  das  Papier,  womit  das 
Prisma  belegt  wurde,  recht  dann  sein,  weit  sonst  von  den  Rän- 
dern der  Spalte  ab  Strahlen  durch  das  Prisma  gehen  wflrdeu; 
da  aber  dfinnes  Papier  durchscheinend  ist,  so  habe  ich  ge- 
schwärztes gewählt,  damit  es  diese  Eigenschaft  in  möglichst  ge- 
ringem Grade  besitze. 

Ueberdiess  habe,  ich  noch ,  weil  die  Papierbelegungen  doch 
etwas  durchscheinend  sind,  an  der  Vorderwand  des  Kastens  eine 
Kappe  mnhf  aus  Papier  angebracht,  die  dort,  wo  die  austretenden 
Strahlen  ihren  Weg  nehmen,  mit  einem  Ausschnitte  gh  versehen 
wurde.  Nachdem  Altes  so  hergerichtet  war,  wurde  der  Apparat 
an  den  Fensterladen  befestigt  und  dergestalt  die  raattgeschliffiBiie 
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GlaBtafel   der   direkten   Einwirkung  der   Sonnenstrahlen  «nage* 
setzt 

Die  Fignr  gibt  einen  horizontalen  Durchschnitt  des  bereits 
in  dieser  letzteren  Lage  befindlichen  Apparates.  Unter  diesen 
Umständen  wird  ein  von  dem  Punkte  k  der  Glasplatte  ausgehen* 
des  StrahtenbOndel,  nachdem  es  durch  die  beiden  Schlitze  ge* 
gangen  und  durch  das  Prisma  abgelenkt  worden,  einen  vorgehal« 
tenen  Papierschirm  In  t  treffen. 

Und  was  Ist  das  Resultat  des  mit  diesem  Apparate  ange* 
stellten  Versuches? 

Das  Resultat  ist  der  gangbaren  Ansicht  nicht  günstig.  Es 
entsteht  auf  dem  vorgehaltenen  Schirme  kein  Spektrum,  sondern 
ein  vollkommen  weisses  Bild,  ohne  die  geringste  Randffirbung. 
Bestände  nun  das  durch  das  Prisma  geleitete  Licht  wirklich  aus 
verschiedenfarbigen  Tbeilen,  so  hätte  es  hier  die  schOnste  Ge- 
legenheit, diese  seine  Natur  zu  offenbaren.  Da  es  diess  zu  thun 
unterlässt,  so  wird  wohl  die  Folgerung  erlaubt  sein,  dass  es  aus 
keinerlei  farbigen  oder  verschieden  brechbaren  Theilen  zusam- 
mengesetzt sei. 

So  wie  das  auf  dem  Schirme  entstehende,  —  also  objektive 
Bild  farbenfrei  ist,  ist  es  auch  das  subjektive^  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  wenn  man  das  aus  dem  Prisma  austretende  Strahlen- 
bfindel  direkt  In  das  Auge  eintreten  lässt 

Klebt  man  aber  bei  k  auf  die  mattgeschliffene  Glastafel  einen 
schmalen,  schwarzen  Papierstreif,  so  kommen  allsogleich,  sowohl 
beim  objektiven  als  subjektiven  Bilde  Farben  zum  Vorschein. 

Da  nun  das  Theorem  sich  als  irrig  erwiesen  hat,  so  wird  es 
uns  auf  der  durch  das  Gesetz  des  Snellius  vorgezeichneten  Bahn 
nicht  mehr  hindernd  entgegentreten  und  wir  werden  skrupelfrei 
und  entschieden  die  Folgerungen  aus  diesem  Gesetze,  wie  sie  im 
vorhergehenden  Paragraphen  präzisirt  wurden,  anerkennen  dürfen. 

In  diesem  Paragraphen  wurde  zur  Evidenz  erhoben,  dass 
das  Prisma  senkrecht  gegen  seine  brechende  Kante  eine  Ver- 
schiebung der  unzähligen  Bilder,  die  es  von  einem  Objekte  er- 
zeugt, bewirke.  Diese  Verschiebung  nun  ist  als  die  wahre  Ur- 
sache des  auffallenden  Unterschiedes  zwischen  den  beiden  Di- 
mensionen des  Spektrums  in  dem  Newton'schen  Vert^uche  anzu* 
sehen.  Aber  zur  Erklärung  der  Farben  reicht  sie  allein  noch 
nicht  aus,  sondern  dazu  wird  noch  die  weitere  Bedingung  erfor- 
dert dass  das  Objekt  einen  Kontrast  aufzuweisen  habe. 
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Da  ferner  die  verschobenen  Bilder  nicht  in  einer  Ebene,  son- 
dern hintereinander  liegen ,  so  dringt  sich  von  selbst  noch  die 
Frage  anf,  ob  vielleicht  auch  diese  Postposition  znr  Entstehung 
der  Farben  mitwirke,  ob  sie  etwa  auch  eine  Bedingung  sine  qua 
non  £(ei? 

Es  scheint  nicht,  denn  bei  dem  objektiven  Spektrum,  wie  es 
nemlich  auf  einem  Schirme  zu  Stande  kommt,  findet  keine  solche 
Postposition  Statt  und  doch  zeigt  es  die  Farben  eben  so  gut,  wie 
das  subjektive. 

Am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  mus^  ich  noch  eines  wohl- 
bekannten Falles  erwähnen,  der  volle  Berücksichtigung  verdient. 

Es  sei  ein  Prisma  pmH  (Fig.  52)  und  unterhalb  desselben 
eine  weisse  Papierfläche  ilf/V,  die  schief  gehalten  bis  an  die  er- 
weiterte Basis  mn  des  Prisma  hinanreicht  und  dieselbe  in  M 
trifft.  Hat  man  bloss  das  Element  A  der  Basis  im  Auge,  so  wer- 
den alte  Strahlen,  welche  von  der  Papierfläche  durch  dieses  Ele- 
ment in  das  Prisma  einzudringen  ^rmogen,  innerhalb  des  Win- 
kels MÄK  liegen.  Davon  wird  der  Strahl  MA,  dessen  Einfalls- 
winkel =  90^  ist,  den  Grenzstrahl  AR  geben,  der  in  der  Rich- 
tung RO  aus  dem  Prisma  austritt,  und  dem  einfallenden  Strahle 
KA  wird  der  gebrochene  AL  entsprechen^  der  bereits  bei  L  die 
totale  Reflexion  erleidet. 

RO  ist  ein  Schenkel  des  dem  Elemehte  A  der  fiasis  mn 
entsprechenden  dunklen  Winkels  ORn.  Alle  Richtungen^  die 
wir  uns  \\R0  denken,  werden  ebenso  Schenkel  der  dunklen 
Winkel  sein,  dicf  den  übfigen  Elementen  der  Basis  mn  entsprechen. 

Schauet  man  nun  von  Oben  herab  durch  das  Prisma  auf  die 
Papierfläche,  so  wird  man  finden,  dass  wenn  man  das  Auge  z^  B. 
oberhalb  R  hält,  dort  wo  der  von  A  herkommende  Grenzstrabi 
austritt,  rothgelbe  Farben  auftreten,  obgleich  das  gänaie  Gesichts- 
feld des  Prisma  Von  einer  weissen  Fläche  ausgeifullt  wird  und 
somit  kefinen  Kontrast  enthält. 

Das  ist  Thatsache  und  zugleich  ein  gewaltiger  Einiiurf,  gans 
geeignet  unsere  Zuversicht  von  Neuem  zu  erschüttern. 

Zum  GIficke  ist  jedoch  die  Ursache  dieser  üjberraschendeo 
Erscheinung  unschwer  auszumitteln ;  denn  rubet  das  Auge  ober- 
halb A,  so  ist  der  Theil  mA  der  Basis  unwirksam  ^  —  dieser 
Theil  spiegelt  also;  nur  der  andere  Theil  An  der  Basis  ist  wirk- 
sam und  durch  diesen  geschieht  somit  noch  die  Betrachtung  der 
weissen  Fläche.     Der  reflektirende  Theil  mA  ist  offenbar  die  Ur- 


Kudelka:    Die  Gesetze  der  Lichtörecäutig,    -  273 

sacbe  der  obigen  Erscheiuung,  denn  in  diesem  Spiegel  bilden 
sich  die  Gegenstände  ab,  welche  binter  der  Prisnienfläche  pm 
liegen 5  nachdem  die  von  ihnen  herkommenden  Strahlen  an  eben 
dieser  Fläche  eine  Brechung  erlitten  haben  und  dieses  Spiegel* 
bild  kontrastlrt  offenbar  mit  jenem  Theile  der  Papierfläche,  wel- 
cher durch  An  gesehen  wird.  Auch  erscheinen  die  rothgelben 
Farben  an  der  Scheidegrenze  A  dieser  beiden  Theile   der  Basis. 

Bedeckt  man  die  Fläche  pm  des  Prisma  mit  einem  Blatt 
tveisflen  Papieres,  so  sieht  man  mittelst  Am  ebenfalls  eine  weisse 
Fläche,  geradeso  wie  durch  An.  Der  Kontrast  verschwindet  als- 
dann und  mit  ihm  auch  die  Farben.  Bedeckt  man  aber  pm  mit 
schwarzem  Papiere,  so  tritt  die  rothgelbe  Färbung  nur  um  so 
stärker  hervor. 

ist  die  Fläche  ilfiV  schwarz,  so  ^  nimmt  das  Auge  an  der 
Scheidegrenze  A  blau* violette  Farben  wahr,  die  um  so  stärker 
hervortreten,  wenn  pm  mit  weissem  Papiere  bekleidet  wird,  hin- 
gegen ganz  rerschwinden,  wenn  pm  mit  schwarzem  Papiere  be- 
deckt wird. 

Ans  diesem  Grunde  darf  die  Spalte  4;d  (Fig.  51)  nicht  an 
einem  solchen  Orte  angebracht  werden,  von  wo  aus  der  spiegelnde 
Theil  der  Fläche  mp  sichtbar  wird  und  die  Wirkung  der  Spiege- 
lung sich  bereits  bemerkbar  macht. 

Stellt  ferner  A  (Fig.  52)  einen  schmalen  auf  schwarzem  Grunde 
liegenden  weissen  Papierstreif  vor,  der  dicht  an  der  Prismenfläche 
anliegt  und  zur  brechenden  Kante  parallel  ist,  so  sieht  man  ihn 
angefärbt,  wenn  man  ihn  von  oben  herab  durch  die  andere  Fläche 
pn  betrachtet.  So  wie  aber  der  Streif  nur  ein  wenig  von  der 
Basis  mit  entfernt  wird,  kann  man  schon  deutlich  eine  Färbung 
seiner  Ränder  wahrnehmen  und  es  nimmt  diese  Färbung  mit  der 
Grosse  seiner  Entfernung  zu. 

Dass  nun  aber  ein  Kontrast,  sobald  er  dicht  an  der  Prismen- 
flache  anliegt,  nicht  farbenerregend  wirke,  wird  uns  nicht  auf- 
fallen, wenn  wir  uns  an  das  Im  §.  4.  Gesagte  erinnern. 

In  der  That,  ist  A  (Fig.  52)  ein  dicht  an  der  Prismenfläche 
fnn  anliegender,  leuchtender  Punkt,  so  werden  die  von  ihm  aus- 
gehenden Strahlen  an  dieser  Fläche  ganz  ebenso  gebrochen,  wie 
^eon  er  in  irgend  einer  messbaren  Entfernung  vom  Prisma  sich 
hefÜDde. 

Es  wird  aber  unter  dieser  Voraussetzung  von  A  nur  ein  ein- 
ziges Eintrittsbild  entstehen  und    zwar  an  demselben  Orte,    wo 

TUeil  L.  19 
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sieb  delkr  levehtende  Pookt  selbst  befindet.  Indem  nun  aber  die 
Ton  A  \ti  das  Prisma  eing^edrungenen  -*-  also  gebrocbeiien  — 
imibrbalb  des  Winkels  RAL  liegenden  Strahlen,  an  der  Austritts* 
flScfae  pn  des  Prisma  eine  zw^te  Brechung  erleiden ,  entstehe» 
wohl  hl  Folge  dieser  letzteren  Brechung  unzählige  Bilder  (A«8- 
trittsbilder) ;  da  aber  diese  alle  In  die  neniliche  Senkrechte»  welche 
von  A  auf  pn  gefüllt  wltd,  zu  liegen  kommen,  so  findet  keine 
Verschiebung  Statt  und  somit  ist  auch  kein  Grund  zur  Entstehnng 
von  Farben  vorhanden' 

Das  ist  auch  die  Ursache,  warum  bei  dem  obigen  Versuche 
Ober  die  Dnzerlegbarkeit  des  weissen  Lichtes  (Fig.  51)  das  Pa- 
pier der  Belegungen,  namentlich  jener,  worin  sich  die  Eintritte- 
Spalte  ab  befindet,   nur  sehr  dOnn  sein  und  dicht  anliegen  mus«. 

Gewissermaissen  verhält  sich  der  leuchtende  Punkt  A,  falls 
er  dicht  anliegt,  so  wie  ein  Punkt  der  Prismenfläche  mn  selbst, 
nuir  niit  dem  Unterschiede,  dass  ersterer  nur  mittelst  der  inner- 
halb des  Winkeld  RAL  liegenden,  gebrochenen  Strahlen  sichtbar 
wird,  während  ein  Punkt  der  Prismenfläche  auch  durch  Strahlen, 
die,  wie  AS,  ausserhalb  dieses  Winkels  liegen,  gesehen  werden 
kann,  —  also  auch  dann,  wenn  sich  das  Auge  innerhalb  des 
dunklen  Winkels  ORn  befindet. 


{.  25.    Das  achromatische  Prisma. 

Die  Möglichkeit  ein  Prisma  aus  Crownglas  durch  eines  ans 
Flintglas  zu  achromatisiren,  wird  allgemein  aus  dem  Umstände 
hergeleitet,  dass  sich  diese  beiden  Stoffe  in  "Bezug  auf  die  Bre- 
chung des  Lichtes  nur  unbedeutend  unterscheiden,  während  die 
Farbenzerstreuung  des  letzteren  doppelt  so  gross  Ist,  als  die  des 
ersteren.  ^ Damit  ist  offenbar  die  Ansicht  ausgesprochen,  dass 
entweder  nur  diese  beiden  Stoffe  oder  doch  nur  solche,  die  ein 
ähnliches  Verhalten  zeigen,  wie  diese  beiden,  des  Aehromatismas 
fthig  seien. 

Allein  diese  Ansicht  stehet  offenbar  nicht  im  Einklänge  mit 
den  Folgerungen,  zu  denen  uns  das  Gesetz  desSnellius  bereits 
geführt  hat.    Diess  ^firfte  «us  Folgendem  erhellen. 

Die  Figur  50  stellt  zwei  Prismen  mnp  und  npk  vor.  Das 
erstere  sei  aus  Flintglas,  das  letztere  aus  Crownglas  und  beide 
mögen  sich  mit  ihren  Seitenflächen  so  innig  berühren,  dass  die 
Sti^bWn  klis  im  ^l^t^  Pr9sfM  direkt  in  das  <»w«iie  eintraten. 
<Oti  dhb  trtiWtifghÄ  'Aas  Lil^ht  schi*«cber  bricht,  ^Ab  ^Am  FHnlgfai, 
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fo  wird  an  def  Trennniigsfläche  pn  jedenfalls  eine  Brechung  vom 
EiDfallslotbe  Statt  finden;  es  Ist  daher  der  Vorgang  an  dieser 
Fliehe  im  Allgemeinen  ganz  derselbe  und  nur  dem  Grade  nach 
von  demjenigen  verschieden^  wie  er  Statt  fände,  wenn  die  Strahlen 
an  dieser  Trenqnngsfläche  pn  nicht  in  Crowoglas,  sondern  in  die 
Luft  eintreten  würden.  Es  werden  daher  die  beiden^Aeste  der 
Anstrittsbilder-Kurve  in  dem  gegenwärtigen  Falle  nur  wenig  von 
einander  divergiren,  und  stellt  nun  ae  ein  Stück  dieser  Kurve  vor, 
80  wird  man  es,  da  es  nur  eine  geringe  Ausdehnung  hat,  als 
geradlinig  betrachten  können. 

Bekanntlich  stellt  ae  das  lineare  Bild  vor,  in  welches  der 
leuchtende  Punkt  O  durch  die  an  der  Trennungsfläche  pn  vor 
sich  gehende  Brechung  verwandelt  ivird.  Dieses  Bild  ae  ist  nun 
bezuglich  der  Austrittsfläche  pk  des  Crownglas- Prisma  als  Objekt 
za  befrachten  und  hat  pk  eine  solche  Lage,  dass  die  Verlänge- 
rung von  ae,  also  ei  \_pk ' siehei ^  so  werden  alle  Perpendikel, 
welche  man  von  den  Punkten  der  Linie  ae  aut  pk  fällt,  mit  ein* 
ander  zusammenfallen.  Es  werden  daher  die  Bilder,  welche  von 
den  einzelnen  Punkten  der  Linie  ae  durch  die  Brechung  an  der 
Austrittsfläche  pk  entstehen,  alle  in  die  nemlicbe  Senkrechte  fallen. 
Da  also  in  diesem  Falle  keine  Verschiebung  Platz  greift,  so 
kunnen  auch  keine  Farben  sich  entwickeln. 

Der  brechende  Winkel  des  Crownglas -Prisma  wird  hierbei 
natürlich  stets  grösser  sein  müssen,  als  jener  des  Flintglas- Prisma 
und  zwar  um  den  Winkel  eio,  den  die  verlängerte  ea  mit  der 
Normalen  oi  einschliesst. 

Da  also  zur  Herstellung  eines  achromatischen  Prisma  bloss 
erfordert  wird,  dass  das  Bild  ae±pki  so  müssen  folgerichtig  alle 
lichtbrecbenden  Stoffe  der  Achromati^irung  unterzogen  werden 
können,  jeder  mose  fähig  sein,  mit  einem  anderen  ein  achroma* 
tisches  System  zu  geben,  mag  ihr  Unterschied  im  Brecbungsver- 
nögen  gross  oder  klein  und  mag  das  Verhättniss  ihrer  Disper- 
^oen  welches  Immer  sein. 

Um  nun  diesen  theoretischen  Folgesatz  durcli  den  Versudi 
zu  prüfen.,  verschaffte  ich  mir  kleine  Troge  oder  Wannen  aus 
geschliffenem  Glase,  wie  sie  im  Handel  vorkommen.  Ich  wählte 
Kolche,  die  genau  ebene  Buden  hatten.  Nur  das  Eine  war  aus* 
zustellen,  dass  die  Böden  etwas  zu  dick  waren.  Dieser  Umstand 
schien  sie  jedoch  nicht  unbrauchbar  zu  machen. 

Jn^der  Figur* 53  sieWt  alited  eine  solche  Wanne  wob.  Giesst 
nan  fo  dieselbe  etwas  von  ^oer  Flüssigkeit  und  ineigt  sie  hier- 

19* 


276  Kudelha:    Die  Gesetze  der  Lichtbrechung. 

auf  gegen  den  Horizont,  so  erhält  ^lan  ein  flössiges  Prisma  rnnb, 
dessen  brechender  Winkel  p  nach  Belieben  geändert  werden  kann. 
Unterhalb  der  Wanne  hielt  ich  mit  der  Hand  ein  gewöhnliches 
Glasprisma  efg  so,  dass  es  mit  seiner  Seltenfläche  eg  den  Boden 
der  Wanne  allenthalben  berührte,  nnd  dass  der  brechende  Winkel 
dieses  Prisma  und  jener  des  flüssigen  entgegengesetzte  Lagen  hatten. 

Hielt  ich  nun  das  Auge  in  O  und  schaute  von  oben  herab 
durch  beide  Prismen  hindurch  nach  einem  auf  schwarzem  Grunde 
befindlichen,  weissen  Papierstreif  k^  so  erschien  mir  dieser  voll- 
kommen ungefärbt,  sobald  ich  dem  brechenden  Winkel  p  des 
flüssigen  Prisma  durch  Neigen  der  Wanne  eine  bestimmte  Grosse 
gegeben  hatte.  Bei  einer  andereii  Neigung  der  Wanne,  wodurch 
der  Werth  von  p  unter  die  letzt  gedachte  Grösse  herabsinkt  oder 
darüber  sich  erhebt,  zeigt  der  weisse  Streifen  an  seinen  Rändern 
die  bekannten  prismatischen  Farben  und  zwar  in  umgekehrter 
Ordnung,  wenn  man  von  dem  einen  Falle  zu  dem  anderen  über- 
gehet. 

Ich  habe  auf  diese  Weise  mehrere  Flüssigkeiten  mit  dem 
Glasprisma  kombinirt,  nemlich:  Wasser,  Weingeist,  Casslaöl, 
Benzol,  Schwefelkohlenstoff  und  Steinul  und  es  wirkte  jede  der- 
selben bei  einer  gewissen  Neigung  der  Wanne  achromatisirend 
auf  das  Glasprisma.  Die  Grosse  dieser  Neigung  richtet  sich 
natSrIich  nach  jener  des  brechenden  Winkels  des  Glasprisma. 
Der  Versuch  spricht  demnach  ganz  zu  Gunsten  der  Theorie  uud 
so  dürfte  der  obige  daraus  gefolgerte  Satz  als  richtig  befunden 
werden. 

Bevor  Ich  schliesse,  muss  ich  noch  eines  Versuches  erwäh- 
nen, der  mit  dem  vorhergebenden  innig  zusammenzuhängen  scheint 

In  Figur  54.  stellt  abc  den  Durchschnitt  eines  Glasprima,  bei 
welchem  jeder  der  drei  Winkel  als  brechender  benutzt  werden 
kann,  also  keine  der  Seitenflächen  matt  geschliffen  ist.  Auch 
wollen  wir  voraussetzen ,  dass  die  Winkel  b  und  c  einander  gleich 
seien.  Ist  nun  o  ein  leuchtender  Punkt,  so  möge  rs  ein  Stück 
der  durch  die  Brechung  an  der  Eintrittsfläche  ab  sich  ergebenden 
Bilderlinie  vorstellen.  Da  die  andere  Fläche  bc  des  Prisma  be- 
kanntlich auch  wie  ein  Spiegel  wirkt,  so  ist  rs  bezüglich  dieses 
Spiegels  als  Objekt  zu  betrachten  und  es  wird  somit  das  Spiegel« 
bild  rV  entstehen.  Dieses  Bild  muss  gegen  den  Spiegel  dieselbe 
Neigung  haben,  wie  der  Gegenstand ;  es  müssen  daher  die  Winkel 
V  und  u  einander  gleich  sein,  und  da  u  als  Scheitelwinkel  =  2 
ist,  so  ist  auch  0=2.  Die  Dreiecke  bfd  und  edc  sind,  also  ähn- 
lich,   weil  ja  nach   der   Voraussetzung  auch  Winkel  b  :=  c  ist. 
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£s  muss  also  auch  der  Winkel  dec  =  bfdy  also  dec  =  90^  sein« 
H  eil  bfd  =  90^  ist.     Die  Verlängerung  von  rV  stehet  somit  X  ^o. 

Die  von  der  Fläche  bc  reflektirten  Strahlen  gelangen  hierauf 
7.Q  der  Flache  ac  und  werden  an  dieser.  Indem  sie  aus  dem  Prisma 
austreten^  vom  Einfallslothe  gebrochen. 

Befindet  sich  nun  das  Auge  in  der  Richtung  dieser  austre- 
tenden Strahlen,  schauet  es  also  durch  die  Fläche  ac  nach  dem 
Spiegelbilde  rV,  so  wird  Ihm  dieses  vollkommen  farblos  er- 
scheinen. 

Ist  aber  der  Winkel  c  nicht  =  6»  sondern  c>6  oder  c<6, 
so  wird  auch  die  Verlängerung  des  Spiegelbildes  r'i'  nicht  mehr 
i,ae  stehen,  und  da  erscheint  r's'  bereits  mit  den  prismatischen 
Farben  behaftet.  Die  Anordnung  dieser  Farben  schlägt  In  die 
entgegengesetzte  um,  wenn  man  ven  dem  Falle  c>6  zu  dem 
Falle  e<6  Gbergehet. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  haben  die  in  das  Auge 
eintretenden  Strahlen  zwei  Brechungen,  hemlich  an  den  Flächen 
ah  und  ac  und  dann  noch  eine  Reflexion  an  der  Fläche  bc  er* 
litten.  Da  nun  aber  die  Fläche  ac  ebenfalls  als  Spiegel  zu  fun- 
giren  vermag,  so  wird  man  bezüglich  dieses  Spiegels  wiederum 
das  Bild  rV  als  Objekt  aufzufassen  haben.  Die  von  bc  reflek- 
tirten Strahlen  werden  daher  an  der  Fläche  ac  eine  zweite  Re- 
texion  erleiden  und  indem  sie  hierauf  gegen  die  Fläche  ab  ge- 
worfen und  daselbst  gebrochen  werden,  werden  sie  von  dem  etwa 
in  O  befindlichen  Auge  aufgenommen  werden  können. 

Das  Auge  betrachtet  In  diesem  Falle  durch  die  nemliche 
Fläche,  durch  welche  auch  die  vom  leuchtenden  Punkte  herkom» 
menden  Strahlen  in  das  Prisma  eindringen,  —  nemlich  durch  die 
FiSche  ab,  das  in  dem  Spiegel  ac  entstehende  Bild.  Um  In  dieser 
Beziehung  volle  Gewissbeit  zu  haben,  bedeckt  man  die  beiden 
anderen  Flächen  ac  und  bc  mit  Papier.  Da  das  in  dem  Spiegel 
Qc  entstehende  Bild  nicht  mehr  \_ab  stehet,  so  wird  es  farbig 
erscheinen. 

Ich  habe  diesen  letzteren  Versuch  mit  einem  gleichseitigen 
Prisma  angestellt,  dann  aber  auch  mit  einem  solchen,  bei  dem 
bloss  die  zwei  Winkel  b  und  c  gleich  und  etwas  >  60^  waren. 
Als  Objekt  diente  eine  Kerzenflamme. 


I 
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Sur  rint^graiion  des  ^quations  aax  d^riv^es  partielles 

du  Premier  ordre. 

Par 

F.   G.   Imsehenetsky, 
profesieor  k  l'UniTeraitä  Impöriale  de  Kasan. 


Trcuiuit  du  iruss«  par  J.  Hoüel,  profeaaeur  a  la  FdculU  des  ScUncea 
de  Bordeaux,  membre  honoraire  de  Vünwereit^  de  Kctzcuim 


Introduction. 

La  theorie  de  Tint^gration  des  öquafions  aax  d^riv^es  par- 
tielles du  premier  ordre  de  la  forme  la  plas  g^nörale,  crö^  par 
les  travaux  des  plus  grands  g^ometres  des  temps  modernes, 
forme  actuellement  la  partie  la  roieux  approfondie  et  la  plus  achev^e 
du  Caicul  integral.  Dans  Thistoire  du  developpement  de  cette 
thöorie,  on  rencontre  ce  fait  remarquable>  que  les  snccesseurs  im- 
m^diats  de  Lagrange,  son  väritable  fondateur  (1772),  considö- 
rdrent  comme  impossible  de  suivre  la  voie  qu'il  avait  trac^e ;  tandis 
qu  au  contraire  les  derniers  progres  de  cette  theorie  Font  rame* 
n^e  de  nouveau  aax  principe»  de  Lagrange.  Pfaff,  le  pre* 
mier,  se  pla^ant  ä  an  noqveau  point  de  vue,  est  parvenu  (18U) 
k  la  Solution  compl^te  du  probl^me.  Mais  sa  m^thode,  th^ori* 
quement  exacte,  s'est  trouv^e  peu  commode  dans  la  pratique»  par 
suite  de»^  difficultäs  que  präsente  l'integration  successive  de  plo- 
sieurs    systemes   d'^quations   diff^rentielles.     Cauchy    (1819)  et 
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Jacob i  (1837),  par  des  proc^dös  different«,  et  sans  que  le  se- 
eond  eüt  aacone  conoaissance  des  travauz  du  premier,  nnontr^rcDt 
que  le  but  auquel  condiiisait  la  vm^thode  de  Pf  äff  pouvait  ^Ire 
atteint  plus  simplement,  par  ia  seule  intögratibn  compl^te  du  pre- 
mier des  systemes  d'^quations  diff^rentielies  qui  se  rencontreot 
dans  cette  m^thode.  La  question  paraissait  dds  lors  compläte« 
ment  ^puis^e.  Näannioins  Tinfatigable  et  föcond  g^nie  de  Jac4>bi 
n*abandonna  pas  ses  investigations  sur  ce  probl^me,  auquel  il 
a?ait  döjji  fait  faire  de  si  grands  pas,  et  auquel  s'attacbait  un 
nouvel  inter^t,  depuis  que  les  recherches  d'Hamilton  avaient 
mis  en  ^vidence  Ia  liaison  qui  existe  entre  cette  th^orie  et  Fln- 
tögratioD  des  ^quations  diff^rentielles  de  Ia  Dynaniique.  Peo- 
dant  que  Jacobi  se  livrait  a  ses  nonvelles  ^tudes  sur  cette  double 
qaestioD,  Ia  thöorie  continuait  ses  progr^s,  gr&ce  aux  remarqua- 
bles  publications  d'autres  analystes,  Liouville,  Bertraod, 
Dotikiii,  Bour,  etc.,  qui  se  sont  occupös  du  m^me  objet,  et 
dont  les  däcouvertes  d^vaieot  laisser  nioins  ä  faire  au  gäom^tre 
altemand,  quoique  souvent  aussi  elles  dussent  cofocider  avec  les 
r<$6ultats  qu'il  obtenait  de  son  cM.  Nous  ne  pouTQus  ämettre 
ici  que  de  simples  conjectures,  puisque  le  travail  de  Jacobi  D*a 
paru  qu'apr^ssa  mort,  redig^  par  Clebsch  d'apr^s  les  matöriaux 
trouv^s  dans  »es  pa^iers.  Ces  details  expliquent  les  röclamations 
de  priorit^  auxquelles  cette  publication  a  donn^  lieu  de  Ia  part 
de  piusieurs  anteurs,  relativeroent  soit  aux  thöor^mes  foudamenn 
tauz  de  Ia  „nouvelle  mäthode^'  de  Jacobi,  soit  ä  son  principe 
g^nöral.  Mais  sans  aucun  doute  le  nom  du  grand  g^om^tre  restera 
attacbe  k  cette  thöorie,  fond^e  sur  ses  conceptions  et  constitu^e 
par  luim^nie  sous  une  forme  syst^matique  compl^t^,  lors  ro^me 
que  des  parties  isol^es  et  secondaires  de   cet  ensemble  appar- 

tiendraient  k  d'autres  inventeurs. 

» 

En  me  bornant,  pour  le  moment,  k  cette  courte  esquisse  du 
d^veloppement  successif  de  ce  probl^me,  je  me  r^serve  de  revenir 
plus  longuement  sur  les  details  historiques  dans  les  Notes  qui 
accompagnent  le  texte,  et  je  vais  donner  maintenant  un  aper^u 
f^^n^ral  dn  contenu  de  ce  Memoire. 

Dans  le  Chapitre  I^,  j'examine  les  diff^rentes  formes  d'intö- 
grales  des  öquatipns  aux  döriväes 'partielles  du  premier  ordre;  et» 
d^  Tint^grale  compläte,  je  d^duis  l'int^grale  singuliere  et  l'int^ 
grale  g^närale,  par  Ia  methode  de  Ia  Variation  des  constantes 
arbitraires,  en  me  fondant  sur  les  propri^t^s  des  döterminants 
fonctionnels. 

Dans  le  Cbapitre  II,  je  consid^re  Ia  forme  particuli^re  d*int<$- 


280  Itnschenetsky:  Sur  i'iniegraiiondes  eguations 

grale  gän^rale  qui  conduit  ä  des  ^qaatioDS  lineaires  par  rapporl 
aux  därivees  partielles,  et  je  doone  uii  ahr^gä  de  la  thäorle  de 
ces  dernieresy  d'apr^s  Lagraoge  et  Jacob i. 

Dans  1e  Chapitre  III,  j*expose  l'etat  g^näral  de  la  question, 
conform^ment  aux  vues  indiquees  dans  le  dernier  travail  d^  Ja- 
cob i,  et  j'y  introduis  les  conditions  d'integrabilitö  de  Llouville 
et  de  Donkin.  Aprös  avoir  montr^  que,  dans  le  cas  particolier 
de  deux  variables  ind^pendantes,  la  niöthode  de  Jacobi  revient 
identiquement  ä  celle  de  Lagrange  etdeCharpit,je  reprends 
la  question  generale,  et  j'effectue  une  premiere  siraplification  des 
^quatipns,  par  r^limiiiation  de  la  fonction  inconnue,  en  tant  qa*elle 
y  entrait  explicitement;  je  Signale,  en  outre,  le  defau^  du  procäde 
employe  par  Jacobi. 

On  voit,  par  le  contenu  des  chapitres  pr^cedents,  que  l'objet 
principal  de  mon  ^tude  est  la  „nouvelle  methode*'  de  Jacobi. 
Apres  Favoir  expos^e^  j'ai  fait  remarquer,  d'accord  avec  ropiDion 
exprim^e  par  Bour  dans  un  Memoire  imprim^,  et  par  Bertrand 
dans  ses  le^ons  publiques,  que  Jacobi  n'a  pas  donnö  ä  la  con- 
struction  analytique  de  sa  th^orie  toute  la  siniplicite  possible.  En 
suivant  les  indications  de  ces  deux  g^om^tres,  conformes  aux  rö- 
sultats  de  nies  propres  recherches,  j'ai  essay^,  dans  le  Cbapitre 
TV,  d'ötablir  le  theoröme  fondaniental  de  la  m^thode  de  Jacobi 
sur  les  principes  les  plus  simples. 

Dans  le  Chapitre  V,  j'expose  avec  detail  la  marche  des  int^- 
grations  qu'exige  la  m^thode  de  Jacobi.  D'abord,  pour  prä- 
senter le  procödä  fondamental  sous  la  forme  la  plus  simple,  je 
n'ai  pas  räduit,  dans  les  äquations,  les  variables  ä  leur  nombre 
minimum;  en  outre,  j*ai  indiquä  les  difficultäs  qui  pouvaient  se 
rencontrer,  et  j'ai  examine  dCs  cas  oü  le  procedä  s'applique  tr^s- 
siroplement.  EiiGn,  par  1  elimination  des  variables  superflues,  j*ai 
etabli  la  thäorie  de  la  niethode  dans  tout  son  däveloppement ,  et 
j'ai  donnä  des  exemples  pour  bien  faire  coinprendre  la  marche 
du  calcul. 

Le  Chapitre  VI  est  consacrä  ä  Tintägration  des  äqaations 
simultanäes  aux  deriväes  partielles  du  premier  ordre.  Apr^s 
avoir  monträ  que  la  Solution  de  cette  question  plus  gändrale  peut 
se  faire  par  les  procädäs  qui  ont  servi  ä  räsoudre  le  probleme 
traitä  dans  les  Chapitres  preeädents,  j'applique  cette  thäorie  k  des 
prohlemes  dätermine«  et  indeferminäs  aux  däriväes  partielles  du 
premier  ordre,  condnisant  k  Tintegration  d'äquatioiis  siniultanees, 
lineaires  ou  non  lineairet«.  Pour  terminer,  je  considöre  k  un  noo- 
veau  point  de  vue  la  question  gänärale,  interessante  d'ailleors  par 
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elle-m^me«  den  conditioos  d'int^grabilitd  imin^diate  d'ane  expres* 
sioD  aox  differentielles  ordinaires  d'ordre  queiconque. 

Dans  le  Chapitre  VII,  j'expose  ia  th^orie  de  rint^^ration  des 
^uations  simaUan^es  aux  differentielles  ordinaires  de  Ia  forme 
canooique;  j'expliqae  Ia  liaison  qui  existe  entre  le  th^oröme  de 
Poisson  relatif  au^  integrales  de  ces  öquations  et  le  thäoröme 
fondamental  de  Ia  niöthode  de  Jacobi,  et  je  demontre  le  pro- 
cäde  de  B ertrag d  poar  Tint^gration  des  öquations  de  Ia  Dyp^* 
miqae  au  rooyen  du  theor^me  dePoisson.  J'applique  ä  un  inline 
exemple  les  deox  th^ories. 

Enfin«  dans  le  Chapitre  VIII,  pour  comptöfer  l'aperc^a  des  mä- 
Ihodes  d^fntegration  des  ^quations  aux  d^riväes  partielles  du  pre- 
mier ordre,  j'al  pens^  qu'il  ne  serait  pas  inutile  d*ajouter  un  ex- 
posä  gön^ral  de  Ia  m^thode  de  Cauchy. 

J'ai  proflte,  dans  ce  Iravail,  des  secours  que  m'ont  offerts 
le#  publications  acad^miques,  les  journaux  mathematiques  et  les 
Oftvrages^speciaux^  et  j*ai  indiqu^  les  sources  anx  endroits  cor- 
respondants  du  texte.  Je  me  suis  efforc^,  dans  ma  r^daction, 
d'unir  k  Ia  clarte  et  ä  Ia  rigueur  Ia  plus  grande  generalite  possible. 
Mals  je  ne  puis  m^emp^cher  de  craindre  que  Toeil  penetrant  de  Ia 
critique  ne  trouve  que  j'ai  roanqu^  plus  d'une  fois  k  cette  triple 
cooditiony  et  n'aper^oive  encore  d'autres  däfauts  dans  mon  travail. 
Dans  ce  cas,  mon  excuse  sera  qu'en  general,  dabs  un  premier 
essai*  od  n'atteint  qu'imparfaitement  le  but. 


Cüapltre  V^- 

§.  1. 

1.  Dne  equation  differentielie  aux  dörivees  partielles  du  pre- 
mier ordre  est  une  relation  donn^e  entre  un  certai,n  nombre  de 
variables  ind^pendantes,  une  fonction  inconnue  de  ces  variables, 
et  les  ddriväes  partielles  du  premier  ordre  de  cette  fonction. 

Döslgnons  par 

les  n  variables  indäpendantes;   par  z  Ia  fonction  inconnue  de  ces 
variables,  et  par 

Pl  9     p%f"  "9     Pn 
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le»  iMriFäes  partieRes  du  premiei  ordre  de  eette  fonelton,  de 
Sorte  qu'on  alt 

8z 

D*apr^8  ces  notations,  le  type  g^näral  des  ^quations  doot  U  s^agU 
ae  präsentere  soua  ia  forme 

Ia  Garactäristique  F  ddslgnant  une  foDctioii  dornige. 

Le  Probleme  de  Tint^gration  de  l'öquation  (1)  consiste  k  di- 
terminer  Texpression  Ia  plus  ^^n^rale  de  Ia  fonction  z,  teile  qu  en 
Ia  substituant  avec  ses  ddriväes  partielles  dans  l'^qoetion  (1), 
Celle- cl  se  change  en  identit^.  Mais^  avant  d'exposer  les  diff^ 
rentes  m^thodes  d'integration ,  il  n'est  pas  inutile  d'examlner  les 
difierentea  formes  de  relations  primitives  entre  a^is^.,,  a^n»  Zf  qui, 
par  dea  differentiations  et  des  ^liminations  alg^briqaes,  peuveot 
doDoer  oaissance  &  une  m^me  ^qqation  de  Ia  forme  (1). 

2.  La  forme  Ia  plus  simple  d'une  teile  relation  est  une  ex- 
pression  de  z  en  fonction  explicite  des  variables  indäpendantes, 

daos  laqaelle  entrent,  en  outre,  n  constantes  arbitraires  «t» 
o^,....,  n«.  En  diffärentiant  Ia  valeur  de  z  par  rapport  ä  cbacune 
des  variables  indäpendantes^  on  obtiendra  n  öquations  de  Ia  forme 

et  entre  ces  ^quations,  jointes  a  T^quation  (2)^  on  pourra  ^limioer 
les  n  quantitös  ai,....,  an*  Si  l'öquation  aux  d^riv^es  partielles 
ainsi  obtenne  est  l'^quation  donnee  (1),  alors  Tequation  (2)  repr^ 
sentera  Tintögrale  de  (1).  üne  teile  int^gfale,  renfermant  dao» 
son  expression  autant  de  constantes  arbitraires  que  F^quation 
donnöe  contient  de  variables  ind^pendantes,  a  et^  nominee  par 
Lagrange  une  integrale  coniplete. 


§.  2. 

3.  II  est  aise  de  voir  cependant  que  Tlntegrale  compiMe  &) 
ne  repräsente  pas  encbre  Texpression  Ia  plus  gändrale  de  Ia  fonc- 
tion t  qui  puisse  satisfaire  ä  Täquation  (I).  En  effet,  cette  ^oa- 
tion  (1)  se  deduit  de  (2)  au  moyeo  des  äquations  (3),  et  si  cet 


_  j 
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deroidre«  ne  changent  pas  de  forme  9  l'^quation  (2)  cootinaera  ä 
repr^senter  rinl^grale  de  (l),  de  quelque  mani^re  que  Tod  ait 
g^^ralis^  la  signifieation  dee  symboles  Oi , .  • .  • ;  a».  SupposoiiA 
ddiic  que  Oi >...•«  an  d^signent  des  fonctions  des  variableü  oti »...., 
xn,  et  voyoD8  quelles  condittons  cea  fonctiona  doiveot  remplir 
poar  qoe  lea  ezpresaions  des  d^riväes  partielles  Pi  »••••>  pn  con- 
serveot  lear  forme  primitive  (3). 

4.    En  diflKrentiant  F^^quation  (2)  par  rapport  k  chacune  des» 
variables,  conform^ment  aox  nouvelles  suppositioos ,  ou  obtrendra 
n  ^qoatloDS  de  la  forme 

lesqaelles  se  rödaisent  ä  Fancienne  forme  (3),  si  les  fonctioos 
aiy*«*  um  remplissent  la  condition 

poor  toates  les  valeurs  de  i  depuis  1  jasqu'ä  n.  Ces  n  conditions 
se  Präsentant  sous  la  forme  d'un  Systeme  d'öquations  Unfaires 

par  rapport  aox  därivtfes  partielles   g-^»  .  .  .  •  »  ^*   En  ^limi- 

nant  toates  celles-ci  a  Feizception  d'une  eeoie,  nous  trouveroos  des 
^qoations  de  la  forme 

(5)  |;-«  =  0. 

pour  toates  les  valeurs  1,  2,....,  n  de  Tindice  L 

Les  conditions  (5)  peuvent  4tre  satisfaites  de  deuz  manierea: 
1^.    En  posant 

pour  «=  ly  2^....,  n.  Od  obtient  ainsi  n  ^quations,  süffisantes 
pour  la  d^termination  des  fonctions  a|  ^ . . . • ,  an%  les  valeurs  trou- 
v^  ^tant  Substitutes  dans  l'äquation  (2)»  la  fonction  x  ne  ren- 
fermera  plus  dans  son  expression  rien  d'arbitraire.  L'int^grale 
formte  par  la  combinaison  des  ^qoations  (2)  et  (6)  est  ce  qae 
Lagrange  appelle  Tint^grale  singuli^re. 

2^.    On  peut  satisfaire  aux  conditions  (5)  d'ane  roanidre  g^o^ 
rale,  en  posant 


1 
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12  =  0. 

Or  la  qaantitö  R  est  le  d^terminant  du  Systeme  des  ^quations 
(4),  compose  des  n*  äi^meots  repräsentäs  dans  le  fableau  suivant, 


(A) 


dui 

da^ 

dam 

dxi ' 

dxi  ' 

""dXi' 

8a| 

da^ 

Sa» 

dx^' 

dx^' 

•••8;r,' 

a^i 

Sa^ 

So, 

dxn* 

So:,' 

•■"'Bxn' 

Le  d^teriDinant  ainsi  forme,  au  moyen  des  derivees  partielles 
de  n  fonctions,  contenant  chaeune  n  variables  iiid^pendantes,  a 
re<;u  de  Jacob!  le  nom  de  d^terminant  fonctionnel,  et 
Jacobi  a  demontr^  que,  si  le  determinant  fonctionnel  est  identi* 
quement  nul,  ies  fonctionis  qui  entrent  dans  sa  formation  ne  sont 
pas  independantes  entre  elles,  et  qu'une  ou  plusieurs  de  ces  fonc- 
tions  doivent  pouvoir  s'exprimer  Ies  unes  au  moyen  des  autres. 

§.  3. 

5.  D'aprös  le  plan  que  jVi  adopt^  dans  ce  travail,  j'aurai 
plus  d'une  fois  k  m'appuyer  sur  ce  th^oreme.  C'est  pourquoi  je 
pense  qu'il  ne  sera  pas  in  utile  d'en  rappeler  ici  la  demonstration, 
qui  est  d'ailleurs  tr^ssimple *). 

CoDsid^rons  le  Systeme  d'äquations 

^1  =  9i»    ^  =  9«»  •  •  •  •  >    fl«  =  9«» 

qui  sert  ä  exprimer  a|,  as».«-.»  an  en  fonctions  de  Xi,  ^^.....jjra* 
De  Tune  de  ces  ^quatlons,  contenant  Xi,  tirons  la  valeur  de  cefte 
variable  en  fonction  de  Oiy  0^2,....,  x«.  En  substituant  cefte  ex- 
pression  dans  Fune  des  ^quations  restantes,  contenant  Xi  et  ^2* 
dans  la  secohde,  par  exemple,  nous  aurons  a^  exprim^  en  fonction 
de  Ol,  x^i  ^8f  *  •  •  •  9  Xn»  et  nous  tirerons  de  la  x^  en  fonction  de 


*)  Nous  avons  l^g^rement  chang^  la  döinonstration  qiie  donne  le 
texte  original,  et  qne  l*on  rencontre  cliez  im  grand  iiombre  d*auteiirt.  U 
nous  a  sembl^  que  le  raisonnement  pouvait  €tre  pr^scnt^  d'ane  inani^ 
plus  claire,  et  le  Or.  R.  Baltzer,  k  qui  nous  avons  coininunique  ceüe 
modification,  TaTait  aussi  trouv^e  de  son  cote,  et  se  proposait  d^a  'e 
l'introdnire  dans  la  3«  Edition  de  son  Traite  des  D^terminants.  (Note 
du  Tradiicteur.) 
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0%,  Of,  OTs,....,  Xn-  En  substituant  les  expressions  troav^s,  poar 
Xi,  or«,  clans  une  des  ^qaations  restantes,  qui  avec  ces  deux  va« 
riables  contienne  en  outre  a:^,  dans  la  troisitoe«  par  exemple, 
nousaurons  a^  exprim^  en  fonction  de  Oi,  o^t  J?},....,  Xmt  et  nous 
tirerons  de  lä  x^  exprime  en  Hi»  a^f  a^»  x^f»»,  ar«.  En  conti- 
Doant  de  la  sorte,  les  expressions  primitives  de  Oi,  a«,....,  an 
seront  transform^es  en  d'autres  telles»  qu*en  g^ni$ral  ai  se  troa- 
Vera  exprimä  au  moyen  de  a|,  Hs,....,  O/.p  ^/>  ^/j.p****9  ^n-  Re- 
pr^sentons  par 

Ol  =  rjfi  (xi,....,  ar«), 
<i2  =  if'a  (ö|,  ^2******  ^»)* 


/il  =  iff/  (a|......  a/~i,  xi,....,  Xn)f 

les  expressions  ainsi  obtenues.  On  retrouvera  les  valeurs  primi- 
ti?es  de  a|,  <i29**«*f  ai,,»..  en  :ri,....,  ar«,  si  Ton  remptace  siic* 
cessivement  dans  le  second  membre,  de  chaque  ^quation,  a|, 
a%,,,..,  par  ies  Taleurs  tir^es  des  ^quations  präcädentes.  On 
aora  donc»  eo  diffärentiant  dans  cette  hypoth^se^ 

daj  __  d^  Boi^  d^i  8g/~i      d^i 


dxk' 

Bai 

dxk 

d'oü  Ion 

i  tire 

(M) 

8a|  8a;jk 

....       gß|_j    g^i^    ■"  g^j^* 

Nons   conciurons   de    cette   formole   que   le  däterroinaot   du 

Systeme 

8^1       Brl^i       Shtjßi  8^1 

Bxi      Bx^      Bx^    •  •  *  * »     g^^  ^ 

"•  A/M        *  5)/M         *••••»  Q^         » 

COTg        C/^8  VXn 

(B)     <    „  n         ?*»  ?*8 


0.        0, 


S^'  •••'    Ö«.' 


0         0  0    ^  ^ 


peut  se  mettre  sous  la  forme  du  produit  du  d^termioant  du  sy- 
9t^e  (A)  par  celui  du  systdme 
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\,  0. 


Vy  •  •  •  •  y     Vy 

Wj   •  •   •  •  9       vy 

If  •  •  •  •  9       Vy 


En  effet,  la  formule  (M)  fait  voir  que  la  somme  des  prodaits 
des  ^lömeiits  appartenant  k  la  /<^*  ligne  horizontale  du  syaftoe 
(C)  et  ä  la  k^^**^  ligne  horizontale  du  Systeme  (A)  forme  1*^1^ 
menl  du  Systeme  (B)  situ^  k  rintersection  de  la  /''^"«  ligne  hori- 
zontale avec  la  A:'^">«  ligne  Terticale.  Mais»  dans  chacon  des 
syMömes  (B)  et  (C)  les  ölöments  situ^s  de  Ton  des  c6t^8  de  la 
diagonale  principale  sont  nuls;  donc  les  däterminants  de  ces 
systdmes  sont  ^gaox  aux  produits  des  äl^^ients  de  lears  diago« 
naies  principales  respectives.  Par  cons^quent 


(7) 


8^  d^  3^ 
dxi    bx^  dx^ 


•  •  •  • 


SXn^ 


=  Ä. 


6«  Si  le  döterroinant  R  est  identiquenient  ^gal  ä  z^ro  il  faat 
alors  qu'un  des  facteurs  du  produit,  dans  le  premier  membre  de 
(7),  seit  ögal  ä  zöro.  Mais  les  n— 1  premiers  facteurs  de  ce 
produit  sont,  en  gön^ral,  diffärents  de  zäro,  paisque,  d'apr^s  ce 
qu'on  a  suppos^^  la  fonction  ^|  contient  Xi»  la  fonction  ip^  ^^i^* 
tient  x^*.**f  la  fonction  ^n— i*  contient  xm-^u    Par  cons^quent, 

Ä    f 

le  dernier  facteur  ^-^    doit  dtre  identiquenient  nul;  c*est-ä*dire 

que»  par  suite  des  substitotions  successives  que  Tpn  a  op^r^es, 
la  fonction  an  ne  doit  plus  contenir  Xn  explicitement>  et  peut  s*ex- 
primer  au  moyen  des  seules  quantit^s  Oi,  a^,....,  On—i.  Cepen- 
dant  il  peut  se  faire  aussi  que,  par  suite  deft  substitutioos  en 
question,  aueune  des ibnctions  ^  ^/n^v«...,  ^«..jk  ne  contienne 
explicitement  Xnp  Xn^i,....,  Xn-^;  il  est  ^videdl  alors  que  Ton 
aura  identiquement 


(9) 


«-0    rzüzl  — 0 


8^«-i 


Bxn-k 


=  0, 


et  chacune  des  fonclions  On,  owi $  a«-*  s'exprimera  an  moyeD 

des  seules  quantit^s tHi,  a^t.,..,  On^k-v 

7.    La  )propa»ition  molproque  e^t  (Evidente.    Si  les  fonctioas 
Ol»  Og,....»  Qu  ne  sont  pas  ind^pM^iftes 'les  vnes  des  attCrss» 
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mais  qu'aiu  contraire  Tune  d*entre  eile«  ü«,  oh  plusieurs  d^entre 
elles  Qm  ««.!,....>  ii#~*  puisseot  8'exprinier  au  nioyeii  de«  schule« 
foDctioD«  restantetn  iii,  Oty*«*  0«-.]^— i,  alora  la  premiöre  de«  ega- 
lit^s  (9)  oa  toute«  le«  ^alite«  (9)  auront  lieu,  d*oii  il  r^sultera 
qae  le  ddterinaiiDant  R  «era  Identiqaement  nul. 


8.  Ain«i  on  peat  «atisfaire  ä  lü  condition  12  sr  0  de  la  ma- 
ni^re  la  plus  g^nörale,  en  prenant  uiie  de«  fonctioiis  #7|,  a^»  **  *  • » 
an  egale  ä  une  fonction  entierement  arbitraire  de  toules  les  autre«» 
en  posant»  par  exemple» 

(8)  ff«  =  »(ai,  a^y . . . . 9  ffn-i) ; 

ou  d\iiie  mani^re  luoins  generale,  en  ^galant  quelques* une«  di* 
C66  fonction«  ä  des  fonetioDs  arbitralres  *des  autres ,  par  exeniple» 
en  lusant 

*En  Introdnisant  cette  dernidre  liypoth^se  dans  les  conditioris 
(4),  et  remarquanty  de  plus^  que,  pour  'toute  valeiir  de  Tindice 

tn  ^n  etj_,n — k,  on  a 

noiis  röduirons  ces  conditions  k  la  forme  suivante, 

V3a|  '■'Sab-*    8ai  8^    daiJ  dxi 

(     8/  _8ir^      8;gn~fe  8/       8?rn    \8qn^ib-i\ 


=0 


Mukipli^Ni«  i^ette  ^oatioti  par  dm 9  ^t  fai^öH«  "ensiiHe  Iki 
•einme  -^  loutes  <ies  '^quatmis  lmkiIog4M»Sy  obtenue«  'en  'domtattt 
-A  ^  »Mite«  <lis  >eleiita  «enM^ves  ^epets  i  ijosqa'^  nt  'il  'i^imtika 
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+  V8««-*-i  "^  si^;;!];  8a„.*.i  +••+  8^  sa,.*- J**"^-*-* ) 

Les  fonctions  aj,  o^,....,  an-jb-.!  ^tant,  par  hypothdse,  com- 
pletement  ind^pendantes  entre  elles,  il  faut  alora»  poor  que  l'ö- 
quatioii  precedente  ait  Heu  quelles  que  soient  les  valeors  de 
c^fli,....»  dan—k^if  que  Poii  pose 

^*"^  8«f  "^  87r„-*    8a<    +  ••    "*"  87r„   8«.-  -  "' 

en  attribuant  ä  t  fiuecessivement  toates  les  valears^  depuis  1  jus- 
qu'ä  n — ü — 1. 

9.  Pour  une  forme  donnöe  des  fonctions  arbitraires  Ttn—kf^-t 
Ttn,  on  peut  tirer  des  equations  (10)  les  valeurs  des  quanlit^s 
Ol,....,  an-k-i;  puis»  au  moyen  des  Equations  (9),  les  valeurs 
des  quantitds  an^k^'^^f  On,  apr^s  quo!  Täquation  (2)  donnera  ia 
däterminatioD  compl^te  de  Ia  fonetion  z  au  moyen  des  variables 
X|9....9  Xn»  De  cette  maniöre,  le  systdme  des  i^quations  (2),  (9) 
et  (10)  reprösente  une  integrale  de  Tequation  (1).  Dans  cette  in- 
tegrale, l'expression  (2)  de  z  renferroe  ^-^1  fonctions  arbitraires 
de  n — k — 1  fonctions  donnöes,  et  plus  ie  nombre  k  est  petit, 
plus  l'expression  de  z  est  g^närale.  Pour  k=^0,  eile  atteint  Ia 
plus  gründe  gänöralitö  possible.  Dans  ce  dernier  cas,  les  ^ua- 
tions  (9)  sont  remplac^es  par  ia  seule  ^quation  (8),  et  les  Equations 
(10)  par  les  «Equations 

^"^  dai  +  hw  dai  -  "' 

qui  ont  Heu  pour  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  1  jusqu'ä  n  —  1. 

L'intägrale  qui  r^sulte  de  Ia  combinaison  des  äquatlons  (2), 
(8)  et  (11)  a  etäappeläe  par  Lagrange  l'intägrale  gän^rale. 


§.  5. 

10.  Pour  compl^ter  T^tude  de  Ia  forme  des  fonctions  qui 
peuvent  ^tre  des  integrales  d'une  ^quation  aux  deriv^es  partielles 
du  premier  ordre»  deniontrons  que  toute  fonetion  donnee  z  des 
variables  Xi^  x^,.,..,  Xn»  satisfaisant  ä  Täquatioo  (1),  est  renfer- 
mäe  comme  cas  particulier  dans  le  systdme  des  Solutions  de  cette 
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eqaatioD«  qui  se  compose  de  l'int^grale  compl^te,  et  des  iote- 
grales  singulidres  et  gönärales  qui  s'en  deduiseot. 

Seit»  en  effet, 

(12)  2  =  9  (OTi,   072»  •  •  •  •  t  ^n) 

la  fonctioo  doon^e>  satisfalsant  h  l'eqaatioD 

(1)  F(Xi,....,  Xn»   Zf  Pif"f  /?«)  =  0, 

et  soit 

(2)  2  = /(a?!,....,  OTfi»  ai,,...,   an) 

rintägrale  compl^te  de  cette  equation. 

En  ecriTant  le  Systeme  des  n  equations 

(J3)  ?^-^, 

Ol  pourra,  en  gön^ral«  determiner  ies  valeurs,  constantes  ou  va- 
riablesy  des  n  quantites  ax»*«**>  ^n,  qui  värifient  ces  equations. 
Oes  valeurs  satisfont  näcessairement  aussi  ä  requatiou 

(14)  ^  /^=  9. 

En  effet»  mettons  requation  (1)  sous  la  forme 

en  snbstituant  pour  z  Ies  expressions  (12)  et  (2),  nous  obtiendroiis 
Ies  deux  identit^s 

(15)  •  tp  =  F{Xit . .  .  . ,    Xn,      g— -  *  •  —  •  5       g^)» 

(16)  \f=zF(Xi,.,,.,Xn,      ^i >      g^). 

La  derni^re  de  ces  identit^s  a  lieu  pour  des  valeurs  arbi- 
traires  qnelconques  de  «i,....,  On,  et  par  consequent  aussi  pour 
leg  valeurs  de  ces  quantites  tir^es  des  Equations  (13).  Mais,  par 
la  sabstitution  de  ces  derni^res  valeurs,  le  second  membre  de 
(16)  devient  compytement  identique  avec  le  second  membre  de 
(15).  D'apres  cela,  Ies  premiers  membres  de  ces  egalit^s  devien- 
nent  identiquement  ^gaux,  c'est-ä-dire  que  Ton  a  /*=g>.  On  de- 
mootrefa  absolument  de  la  meme  mani^re  qu'en  general,  si  Ies 
valeurs  trouv^es  pour  ax,....,  On  verifient  n  equations  quelconques 
da  Systeme  (13)  et  (14),  elles  satisfont  aussi  ä  la  (n+l)'^"*^. 

Theil  L.  20 
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11.  Si  Tod  diff^reotie  l'^galit^  (14)  par  rapport  k  chacune  des 
variables  ind^peodantes»  en  observant  qae.o^y....,  an$  qai  entrent 
dans  le  premier  membre  de  cette  ^uatioD  et  qui  sont  d^termi- 
näes  par  ies  ^qaations  (13),  doiTent  etre  consid<$räe6  comme  des 
foDctioDS  des  variables;  od  trouve  n  ägalit^s  de  la  forme 

• 

lesquelles»  en  ayant  ^gard  ä  (13),  se  röduiseot  aox  saivaotes, 

^  ^+        JL.K  ??■  — 0 

Mals  ces  derni^res  ont  ia  forme  des  ^quatiohs  (4);  par  con- 
seqaenty  ies  valears  de  ai,....,  Om  tMes  des  ^qaations  (13)  et 
ramenant  Tlnt^graie  compidte  (2)  ä  la  forme  (12),  soot  renferm^es 
dans  le  systöme  des  valeors  g^närales  de  ai,....,  a«  qui  trans- 
forment  i'inlägraie  compl^te  dans  i'int^grale  singuii^re  ou  dans 
l'iDtägrsde  g^närale. 

Si  Ies  valeors  de  a|,....,  On,  tiräes  des  öqoations  (13)  et 
(14),  sont  toutes  constantes«  alors  Tintögrale  (12)  est  an  cas  par^ 
ticulier  de  Tint^grale  compl^te.  Si  Ies  valears  sont  des  fonctions 
des  variables,  satisfaisant  k  ane  oa  ä  plasieurs  relations  n^ces* 
saires,  de  la  forme 

<p{ai,  a«,....,  flu)  =  0,   , 

alors  i'integrale  (12)  sera  an  cas  particulier  de  i'int^grale  gön^ 
rale.  Enfin,  si  ni  Tun  ni  l'autre  de  ces  deax  cas  n'a  Uea,  Tint^ 
grate  (12)  est  i'intägrale  singolidre. 


§.6. 

12.  Nous  avoDS  consid^rö  Tint^grale  compidte  de  l'^aation 
(I)  sous  la  forme  d'une  fonction  explicite  %  des  variables  ari«...*, 
ocn^  Mais  si  cette  integrale  est  donn^  sous  ia  forme  d'ane  föne- 
tion  implicite,  däterminöe  par  l'öquation 

9>(ari9«.A*,  Xn,  %,  ai,....,  aa)  =0, 

la  möthode  de  la  Variation  des  constantes  arbitraires  s'appHqiie 
dans  ce  cas  absolumeot  comme  dans  le  pr^ödent.  En  effe^  es 
coDsidörant  Oi»....»  a»  comme  des  fonctions  des  variables  ^g,....» 
Xn»  z,  neos  poorrons  ies  d^terminer  d'abord  au  moyen  des  ^qoatioiis 
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dant  iesqaeiles  oons  donnerons  ä  i  tontet  les  valeurs  depnis  I 
jusqii*^  n.    NoQS  obtiendroDS  aiDsi  rintägrale  singulidre« 

En  second  lien,  eo  sopposant  qne  a«,  On-i»....«  On^h  soient 
des  fonetions  eoti^remeDt  arbitraires  de  Oi,  oa»«...)  Ofi^/t-i»  on 
pent  d^tenniner  cea  derni^res  quantit^s  en  fonction  des  rariables 
par  les  ^aations 

oft  Ton  soppose  t=3:l>  2>..,o't — i  — 1.  L'intög^e  obtenue  de 
cette  maDi^re  e»t  une  integrale  g^nörale>  et  eile  a  sa  plus  grande 
gtfo^ralit^  pour  ^  =  0. 

En  effet,  il  est  facile  de  voir  qne  5  dans  chacun  des  trois 
aodes  de  dötermination  pröc^dents  des  qnantit4is  oi»....»  a«,  on 
obtieot»  en  diff^rentiant  l*^qaation  9  :=  0  par  rapport  k  cbacune 
des  variables  indäpendantes>  n  öqnations 

d^noe  senle  et  m^me  forme  dans  les  trois  cas.  Par  cons^quent, 
la  d^termliia^eo  de  ai,....>  om  an  moyen  de  ces  ^qnations  et  de 
^=0  condnit  dans  ces  trois  cais  k  nne  seule  et  meme  ^quation 
iox  däriväes  partielles,  pnisqne  le  rösultat  de  r^limination  ne  do- 
pend paa  des  valeors  attribuöes  auz  quantitös  ^limin^es. 

13.  Remarqnons  que^  si  ^«^quation  aux  d^riv^es  partielles  ne 
renferme  quo  denx  variables  indöpOndantes^  avec  une  fonction 
de  ces  Tarlables,  ces  trois  variables  ponrront  ^tre  consid^rees 
comme  les  coordonn^es  d'nn  point  de  Tespace.  Alors  Tintägrale 
compl^te  repr^entera  l*öquatlon  d^une  snrface,  renfermant  denx 
param^tres  arbitraires.  La  m^thode  m^me  qui  sert  k  trouVer  Tin- 
t^grale  gändrale  et  Tintegrale  singdlidre  au  moyen  de  la  Variation 
des  constantes  arbitraires  devient>  dans  ce  cas>  compUtement 
identique  avec  le  procM^  employ^  en  G^om^trie  pour  d^terminer 
les  8urfaces*enveloppes,  savoir:  dans  le  cas  de  llnt^grale  singu- 
lidre,  en  f^usant  varier  ind^pendamment  les  deux  parametres;  daos 
le  cas  de  l*int^grale  generale,  en  ^tabiissant  entre  ces  paramdtres 
nne  d^pendance  arbitraire« 
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V  Cliapitre  II. 

§.7. 

14.  Noo8  avoDs  vu  (§.  4.,  art  9)  qae  la  forme  la  pia8  g^ni^- 
rale  de  la  fonction  explicite  z  satisfaisant  k  T^quatioD  aux  döri- 
v^s  partielles  da  premier  ordre 

est  la  snivante, 

*  =  /[^l»-»»»»  Xnt  öl*-»-»»  flu— i»  w(<ii,.-..,  a«— i)]» 

qui  renferme  dans  sod  expression  ies  n  Tariables  indöpendantes 
Xi9.m>m,  Xn,  pQis  n — 1  fooctions  donn^es  indöpeodantes  entre 
elles.  Hl 9.... 9  Oii.i  de  ces  variables >  et  eofin  une  fonction  arbi- 
traire  n  de  ces  fonctions  donnöes. 

Consid^roDS  un  cas  particulier  de  cette  forme  g^nörale,  celai 
oü  /  ne  contient  explicitement  ni  Xi,...  ,  Xn,  ni  a|,..,«,  an-i; 
nous  aurons  alors 

(1)     z=f[n(ai,..,  afi^i)],  oa  siroplement  x^n(ai,,.,  du— i), 

poisque  n  est  une  fonction  arbitraire. 

L'^quation  aux  däriv^es  partielles  da  premier  ordre  corresfioii- 
dante  k  cette  forme  d'integraie  s'obtient  tr^s-simplement,  en  s'ap- 
pnyant  sur  le  theoröme  du  §.  3.,  en  vertu  duquel  le  d^termioant 
fonctionnel  des  fonctions  z,  ai»....,  an-i  est  ögal  k  zero,  lors- 
qu'on  a  entre  ces  fonction  la  relation  (1).    11  vient«  d'aprds  cela. 


(2) 


Bx 

Bz 

Bt 

dxi 

Sx^ 

•  •  •  •             A 

OXn 

doi 

düi 

dai 

dxi 

dx^ 

•    '       dXn 

dtiu-i 

Bon-l 

Bon^l 

dxi 


dx, 


2 


dxt 


=  0, 


ou,  en  däveloppant  le  d^terminant  de  degr^  n,  qui  forme  le  pre- 
mier membre  de  cette  äquation,  suivant  Ies  däterminants  partiels 
de  degr^  n — 1 ,  qui  ne  renferment  pas  Ies  ^Uments  de  la  preml^re 
ligne  horizontale« 
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les  coelBcieDts  Rxy  Rtf»,  Rn-^i  ^tant  les  d^terminants  de  degr^ 
ft — 1  foriiM^  avec  les  ^läments  da  döterminant  (2),  eo  snpprimant 
constamment  la  premiere  ligne  horizontale ,  et  successiyement  la 
I''^  la  2^ . . . . ,  la  n'^"*«  ligne  verticale^  de  sorte  que 


düi  düi       düi  doi 


Äf=(— l)(«-i)(«~i) 


L*<k]uation  (3)  est  de  forme  lin^aire  par  rapport  aux  däriväes 
partielles  k — »...»  g — ;  eile  n'a  pas  de  terme  qui  ne  coutienne 

aucane  dörivee  partielle,  et  ses  coefBcients  ne  contieonent  pas  la 
foDction  z. 

15.  Prenons  maintenant  la  seconde  forme  de  Tint^grale  gö* 
n^rale  (§.  6.)> 

g>[xi,»'',»  Xn»  h  flu«...,  o«— 1«  7c{ai,,...t  an— 1)]=0, 

par  laquelle  l'inconnue  z  est  d^terminee  comme  fonetion  Implicite 
des  variables  independantes.  Ici  tp  designe  une  fonetion  donn^e, 
ft  une  fonetion  arbitraire»  et  les  fonctions  donnöes  Oi»....,  an— i 
contiennent,  outre  les  variables  independantes  >  la  fonetion  z  elle- 
m^me. 

Considerons  le  cas  particulier  oü  a|,....,  an-i  n'entrent  pas 
directement  dans  9>,  mais  seulement  par  la  fonetion  n;  alors  T^- 
qaation  pr^^dente  est  de  la  forme 

9[ar|,....,  arn,  z,  7t(aif...*,  On- 1)]  =  0; 

en  r^solvant  cette  ^quation  par  rapport  a  tt^  il  vient 

«(oi, an— i)  =  3j(a?i ,  Xm  0> 

%  dösignant  une  fonetion  connue.  Si  Ton  pose,  pour  luniformitö, 
%^=an9  et  qu*on  profite  de  ce  que  la  fonetion  n  est  arbitraire,  on 
peut  remplacer  la  relation  präcädente  par  celle*ci  qui  lui  est 
äquivalente, 

(4)  n  (üi ,  a^ . . . . ,  an— i>  an)  =  0. 

Voyons  de  quelle  forme  est  Täquation  aux  d^rivöes  partielles 


^       e 


iiT  '  iul  j-uittn  (ii!s  cqnmäons 


;'is 


*?CTue 


*>—--• 


-=W    «  =ÖL 


1- 


!■  fbaetioii  de  jti»^, 
p»  npport  ä  Chi- 
les n  ^galit^ 


-^ = ■         C:=L    i.™,    «). 


ttmilsdir  /fluuKiiifi  ^Bxee 


par?^  et  frans- 


i: 


I=J!    ^* 


P*aee:}v  i«m  «r  rvnsuksnm:  =  rnnme  me  ftaetioB  d^ermiD^e  par 
req««nm     10.     c*  Tn^-caic   tt  äifier^ncäeile   roapleCe  de  7>daii6 


Ot 


CM  :=: 


+ä 


^oec,  en  mbstiiiran:  ici  U.  T&ifüir  ^ 
y ,  de  g;  par  oxsnf »tc;,  lire*  Äf  i  ertZ 


des  deriF«^  partielles  de 
vll),  ii  Tiendra 


^e  expreesiMi  «Kn^trr  ^pi*e  «^Y  derieadra  identiquement  dqI,  si 

les  variaUcts  jr, ,  ^«,  :  «c  etablit  des  relatioos  satisfai- 

aox  eqaaÖMtft 


7> 


— 5  42z  :=0.  -  .  • .,  «iar« — ^i£s  =  0. 


An 

A 


-  '-^ 


snsattanees  aax  difförentielles  ordi* 
«itre  w  + 1  variables,  on  peuf  deter- 
ronferniant  n  constantes  arbttraires 

■'  fe^'^rales,  r^$olue8  par  rapport 


:)=fl2,..,  9ii(Xi,..,j:«,<)^^ 
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Aa  moyen  de  ces  n  ^quations^  reprösentant  les  integrales  des 
^aatioDS  (12)9  on  pent  aussi  exprimer  n  des  variables  ^i,  ..9  Xn, 
1  en  fonctions  de  la  variable  restante  et  des  constantes  arbitrai- 
res.  En  substitoant  ces  expressions  dans  la  fonction  y(a:i,..,Wn9  2), 
la  variable  restante,  en  fonctions  de  laquelle  sont  exprim^es 
tontes  les  autres^  devra  disparaitre  d'elle  -  m^me,  puisqae  dy  doit 
^tre  nol.  Par  consöqaent»  apr^s  la  Substitution ,  y  ne  contiendra 
plus  que  les  constantes  arbitraires  <i|« . . . . ,  On. 

De  lä  il  s'ensuit  ^videmment  que  la  forme  la  plus  g^uärale 
que  puisse  avoir  la  fonction  y  pour  satisfaire  k  la  condition  pro- 
cMente,  est  la  forme 

^(Vlf   9t»""»  9n)> 

n  däsignant  une  fonction  compl^tement  arbitraire,  et  9^1,  92>*"*> 
ifn  etant  les  fonctions  qui  forment  les  premiers  membr^es  des 
^uations  (13)*  En  effet,  si  Ton  rösout  les  ^nations  (13)  par 
rapport  ä  n  qnelconques  des  quantit^s  Xi,....,  Xn»  i,  et  que  Ton 
sobstitue  de  nouveau  les  valeurs  obtenues  dans  les  äqnatioos  d'oü 
eiies  ont  4t6  tir^es»  celles-ci  devront  se  r^duire  ä  des  identit^s,  q>i 
se  changeant  en  ai,  q>2  en  a^,  etc.  Par  suite,  i'int^grale  g^n^- 
rale  4e  l'equation  (9)  est 

C'est  ä  peu  pr^s  sons  cette  forme  que  la  th^orie  des  aqua- 
tions  lineaires  a  ät^  exposäe  dans  la  Legen  XX  du  Caicul  des 
Fonctions  (Edition  de  1806).  Lagrang e,  aprds  avoir  däve- 
loppä  cette  tböorie  pour  le  cas  de  deux  et  de  trois  variables  in- 
däpendantes,  ajoute:  ^^L'analyse  präcädente  est  plus  simple  et 
plus  direete  que  celle  que  j'ai  donnäe  dans  la  Theorie  des 
Fonctions  (n°.  101);  c'est  ce  qui  m'a  engagä  ä  la  mettre  ici, 
d'autant  qu'elle  s'appiique  avec  la  m^me  facilitä  aux  öquatioos 
semblables  entre  nn  plus  grand  nombre  de  variables.  Dans  les 
Mämoires  de  Berlin  de  1779^  je  m'etais  contente  de  prouver, 
a  posteriori,  la  lögitimitä  et  la  gönäralltä  de  la  mäthode. " 


§.  9. 

18.    D'apres  la  tböorie  de  Lagrange,  Tintägratlon  de  Tequa- 

tioD  linäaire  aux  däriväes  partielies  (9)  se  ramene  k  Tintägration 

da  Systeme  d'equations  simultanees  aux  diflfärentielles  ordinaires 

'-^     Mais,    comme    la  fait  voir  Jacobi  (Journal  de  Grelle, 

■!)>  les  Solutions  de  ces  deux  questions  sont  liäes  par  une 

eodance   mutuelle.     La    dämonstration    de    cette    proposition 
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compldte  et  öclaircit  la  thöorie  deLagrange,  et  nous  fouroiten 
mdnie  temps  ToGcasioD  de  präsenter  uoe  eaqaisse  g^ntfrale  de  la 
tböorie  de  Tintägration  des  äqoationa  simnltaD^es  de  la  forme  (12). 

Lea  öqoationa  (12)  peuvent  a'^rire  aous  forme  de  proportions, 

dt  _  dxi daPn 

A"  Ai A.' 

lesqoelleasootrexpreaaion  dece  probidme:  Etabllr  entre  lea  varia- 
blea  Xf  Xi,.,.9  Xn  des  relationa  teile«,  qne  les  diff^reDtlelles  de 
ces  variables  soient  proportionnelles  aox  fonctions  donoöes  A^  ^i»*«» 
An'  Bd  prenaot  one  des  variables,  x  par  ezemple,  poar  variable 
ind^pendaate,  on  peot  coosid^rer  tootes  les  aotires  oti,....,  x% 
comme  des  fonctions  de  z,  et  les  ^oatloos  pr^eödentes,  öcrites 
soos  la  forme 

dxx Ai  dxn  ^^  Am 

dx''  A  '    ••'   dx  —  i«' 

donneront  les  expressions  des  dörlvi^  premi^res  de  ces  fonctioos 
ao  moyen  de  x,  Xi,...,  :cn»  H  est  facile  d'enü^duire  des  expres- 
sions semblables  pour  les  d^rivöes  d'ordres  plus  ^lev^s  de  ces 
memes  fonctions.  Pour  cela,  en  dilTi^rentiant,  par  ezemple,  l'ö- 
quation 

dxj       Ai 
'dt  '^l 

plusienrs  fois  cons^utivement  par  rapport  ä  z,  coosld^ö  comme 
la  variable  indöpendante,  dont  ^i».-,  x^  sont  des  fonctions,  et,  i 

mesnre  que  '^»••'9  -^s'introdulsent  dans  lesseconds  membres, 

A  A 

les  rempla^ant  pi^r  leurs  valeurs  respectives  "T****  •>  "^^  on  ob« 

tiendra  les  expressions  demandtfes,  qui  seront  de  la  forme 

"jT  =  ~j"  =  ^j  \X»  ar| , .. . . ,  ^n). 


(14) 


d^Xi 
^^%  -—  ^t  ('»  ^i  >  •  •  •  • »  Xm)» 


d*Xi 

"^^  =  ifu  («,  a?!,.. ..,  j:«). 


Ob  troiivera  de  cette  mani^re  les  expressions  des  dMvöes  d'or- 
sopMeurs  de  toutes  les  fonctions  d?i,«...j  «•• 
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SopposoDs  mainteDaot  qo'ä  ane  valeor  particnliöre  doDO^e  z9 
de  la  variable  iodöpendante  z  correspondent  des  valeurs  xi^, 
^2^>...,  ^11®»  choisies  arbitrairement  pour  les  foDctions  Xi,  ^t,.., 
a?it.  Od  pourra  d^yelopper  alors  cbacune  des  fonctioos  Xi,..,  Xn 
en  sörie  infinie  par  la  formole  de  Taylor«    On  aura  de  cette  maniere 

Xi  =a?«H*i(*^  xi^,....,  a:«^— j- 

(,  —  ,0)1 

Ainsi  86  trouve  d^montr^  rezistence  des  n  fooctions  chercböes» 
remplissant  les  conditiona  vonlues,  et  nous  voyona  en  m^me  teinpa 
qae  toutea  cea  ezpressions  renfernient  lea  meines  constantes  ar- 
bitraires^a:|®,...,  Xifi.  Pour  ce  qui  est  de  la  i^uantit^  2®,  eile  doit 
etre  considär^e  coinme  une  coostaote  donn^e,  par  ezemple  comme 
an  nonibre  donn^.  Remarquons  encore  que>  au  lieu  des  con- 
stantes arbitraires  a?i®»...,  xj^^  on  pent  en  introduire  d'autres» 
liees  avec  les  premi^res  par  des  relations  arbitraires,  pourrn  que 
les  nouvelles  constantes  arbitraires  puissent  dtre  determinöes  de 
teile  maniere  que,  pour  une  valeur  donn^e  quelconque  de  2»  les 
fonetioDS  Xi,..,  a?«  puissent  prendre  des  valeurs  choisies  ä  volonte. 

19.  Pour  d^ternilner  les  expressions  finles  des  n  fonctions 
cherchöes  J?!,...»  Xn^  \\  faut,  en  gön^ral^  tronver  n  öquations, 
Doromöes  Integrales,  entre  ces  fonctions,  la  variable  Indäpen- 
dante  2»  et  n  constantes  arbitraires.  Ce  probtönie  peut  dtre  r^solu 
dans  certains  cas,  saos  äever  Tordre  diff^rentiel  des  ^quations 
{VI),  et  le  succös  dopend  finalement  de  la  forme  des  fonctions 
donn^es  A^  ^li,....  An, 

II  existe  encore  un  autre  proc^d^:  r^limination  de  n— 1  des 
fonctions  inconnues,  et  la  r^duction  du  probldme  k  Tint^gration 
d*one  seule  ^quation  diff^rentielle  ordinaire  du  it'^"*«  ordre.  Pour 
eela,  prenons,  par  ezemple  les  n  premiöres  ^quations  (14),  et  öli- 
mioons  entre  elles  les  n — 1  quantiti^s  oti,...,  Xi^i,  :P|.fi,...,  xn* 
Nous  obtiendrons  de  cette  maniere  une  seule  äquation  entre  x,  la 
fonctioD  Xi  de  2  et  les  därivöes  de  cette  fonction  jusqu'au  n'^"*' 
ordre,  et  cette  ^quation  sera  de  la  forme 

.  dxi  d*Xi,       ^ 

Une  ^quation  de  l'ordre  n  entre  deuz  variables  a,  comme  on  sait, 
n  integrales  premidres,  qui  se  pr^sentent  sons  la  forme  d'^qua- 
tions  differentielles  de  l'ordre  n — 1,  renfermant  cbacune  une  con- 
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stante  arbitraire.    Ed  r^solvant  ces  ^quations  par  rapport  aux  con- 
fitantes  arbitraires  Ci,..»  Cn»  nou8  aurons  n  äquatioDS  de  la  forme 


(15) 


dxi  d^^^Xi    ^ 


\    rn{z,  Xi,   ^^  ,.,. ,    ^^_j  ;  —  c«. 


On  peat  obtenir  an  systdme  d*^quatioD8  equivalent  ä  celoi^ci, 
en  trouvant  l'iot^grale  compidte  de  l'äquation  differentielle  du 
fiihme  ordre«  iaqaelle  reoferme  n  constantes  arbitraires »  en  la  diffe* 
rentiant  n — 1  fois,  et  tirant  des  n  ^quations  ainsi  obtenues  ies 
▼aleors  des  coDstaotes* 

20.  Ed  sabstituant  dans  Ies  ^quations  (15)  ies  valeurs  (14) 
des  däriväes  de  la  fonction  xt^  nous  obtiendrons  Ies  n  relations 
ehereböes  eotre  2,  Xi,,...,  Xm*  00  Ies  integrales  des  öqaatioDs 
(12),  lesqaeiles  peuvent  s'^crire  ainsi, 

(16)         91  (*>  X\f*9  *ii)  =  C|,...,  ^n(t»  J?|9...9  a7fi)  =  Cn. 

Les  öquatioDS  (16)«  devant  ^tre  Ies  integrales  des  equatioiMi| 
(12)«  jouiront   de    cette    proprietö»    qae    sl,    au    moyen    de 
memes  eqoations  et  des  autres«  on  en  döduit  des  relations  entrej 
les  variables  z,  oti,...,  Xn  ne  renfermant  point  de  constantes  ar- 
bitraires« ces  relations  devront  ^tre  des  identitös.    Dans  le  cas| 
contraire«  en  eflfet,  nous  ne  pourrions  plus«  pour  une  valenr  doo- 
n^e  de  z«  choisir  ä  volonte  les  valeurs  correspondantes  de  Xi^..^Xm\ 

Remarquons  encore  que  les  premiers  membres  des  ^quationsj 
(16)  repr^sentent  n  fonctions  qui  restent  constantes  pour  les  va- 
riations  simultan^es  de  z,  ;ri,...«  Xn.    Par  cons^quent«  leurs  iiU 
färentielles  sont  Egales  ä  zöro. 


D'aprös  cela,  on  a 


dtpi  =  0, 


ou 


3i      dxi    dz    '  '*••  ■  8j:„  dz 

En  mettant  pour  -r^,...,  -^  leurs  valears  tiröes  des  ^qnations 
(12)«  et  multipliaDt  le  r^sultat  par  A^  ii  vient 


aux  deriv^es  partielles  du  pr emier  ordre.  Ca,  //,  §,  p.    30I 

^qaatioii  qai  represente  une  relation  entre  z,Xi,..*s^n,  et  qoi  ne 
coDtient  aacnne  constaiite  arbitraire.  Donc»  d'apr^s  la  remarque 
i^tiMente,  cette  ^quatioo  doit  ^tre  identiqoe. 

Par  coDs^quenty  les  fooctiona  qui  forment  les  preiniers  mein- 
bres  des  ^quations  (16)  satisfont  k  l'^quation  ans  dörivöes  par- 
tielles 

que  nous  avioDS  dans  le  paragraphe  pröcödent.  II  y  a  plus :  une 
foDction  arbitraire  d'nne>  de  plusieurs  ou  de  la  totalit^  de  ces 
fonctioDs  satisfera  pareillenient  k  l'öquation  (11).  Ed  effet»  si  Tod 
conyient,  pour  abr^ger»  de  reprösenter  par  A(y)  le  premier  mem- 
bre  de  i'^uatioo  (11)^  nous  aurons  ideotiquement 

^(9^1)  =  0,....,  A{q)n)  =  0. 

Eo  prenant  nne  fonction  n  des  fonctions  9^,....,  q>nf  il  vient 

CTt        on  d(pi  dn  B<pu 

dz         dq>i   Bi    •••••■"  8^„    flx  * 

dn        dn  dq>i  dn  S<pn 


Mnitipllons  la  seconde  de  ces  äquations  par  Ai,  et  ajoutons 
)a  somme  des  expressions  analogues  pour  i  =  1,  2,....>  n,  k  la 
premi^re  ^quation  multipli^e  par  A;  il  viendra 

Or  le  second  membre  de  cette  ^galit^  est  identiqueinent  nul;  il 
en  est  douc  de  m^me  du  premier. 

Enfin,  la  supposition  de  7  =  0  permet  de  considörer  2  ou  Tune 
des  quaotitös  ^i>..o  Xn»  par  ezemple  Xiy  comme  une  fonction 
de  toutes  les  autres  variables;  dans  ce  cas,  T^quation  (11)  se 
ram^ne  k  l'une  des  suivantes, 

M    Sx  dz 

♦ 
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et  r^quation 

8era  l'int^grale  compMte  de  ces  öqaations  aas  d^riv^es  partielles. 

Cea  coDclusioDs  sont  coiuplötement  conformea  h  la  tb^orie  de 
Lagrange,  et,  en  les  prenant  poar  bases,  on  ponrra  consid^rer 
la  mäthode  d'intögration  des  ^quationa  linäaires  ans  d^iväespar* 
tielies  comme  ime  simple  addition  aux  propri^täs  dämontr^s 
plus  haoty  des  integrales  des  ^qaatioDs  simoitaD^es  de  la  forme  (12). 

21.  Poor  achever  de  inettre  en  lomi^re  la  liaison  lotime  et 
la  d^pendaoce  r^ciproqae  des  dem  .probMmes  de  Tint^ation  de 
l'^qnatioD  (11)  et  de  celle  des  ^quatioos  (12),  di^montrons  encoie 
le  th^oröme  suivant: 

Toate  fonction  '^  des  variables  x,  a:|t....,  Xm,  satis- 
faisaat  k  röqaation  lin^aire  aax  däriv^es  partiellee 
(11),  conserye  nne  valeur  constante^  lorsqn'on  lalt  va* 
rier  simnltaD^meDt  la  qnantite  z  et  les  quaotlt^s  ^i,..f 
jpnf  consld^räes  comme  des  fonctions  de  z  dötermiD^es 
par  les  ^quations  (12);  et  par  cons^quent 

ifß  SS  const. 

est  ooe  des  integrales  du  systdme  d'^quations  simal- 
tanäes  (12). 

En  eSet,  en  prenant  la  differentielle  de  fff  dans  l'liypetli^sfl 
de  Xu*.-f  Xn  fonctions  de  z^  on  a 

or,  en  vertu  des  e^ations  (12), 


donc 


dxi  ^^  Ai  dxn   ._  An 

■&""  A'"'   dz  ^  A* 


rf^  =  ^(iff).j. 


D'apr^s  les  conditions  du  tbeoröme,  A(ilf)  est  identiqneiiiefit  4fpk 
k  zäro.    Partanti 

diff  =  0,    d*oü    t(/  =  const. ; 

ce  qu'il  fallait  dömontrer. 
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De  lä  ri^ulte:  P.  Qu'ayant  d^termm^  d'une  mani^re  qnel- 
conqae  it  fonctions  distinctes  ou  ind^pendantes  entre  elles  ^i»..., 
(pn,  satiafalsant  ä  r^oations  (II)»  noua  aurons  ud  systtoe  coni- 
piet  d'iot^grales  des  ^qoations  (12),  aoas  la  forme 

ip^  =  const  =  C| 9     9%  =  const.  =  Cs>*«  • »    ^  ==  const.  =  c»; 

2®.  Qae»  coDnaisaant  un  syatöme  d'int^gralea  des  ^quations  (12), 
tel  qae  le  pr^cMent,  on  peot  former  un  oombre  infini  d'autres 
systömes,  de  la  forme 

Tti  (q>if>9  ipu)  =  coDst.  =  c^^\ 

n^  (g>i,0.>,  ifn)  =  const  =  c^). 


Thk  (^if  •  ••>  ^)  =  CODSt  =  €^"). 


II  est  clair  qne  ce  passage  d'an  systöme  d'iDt^ales  ä  nn 
aotre  revieot  ä  remplacer  les  constaotes  arbitraires  prinlitives  par 
de  noQvelles  constaDtes,  liöes  avec  elles  par  des  relalions  eboli^ 
arbitrairemeDt, 

22.  Parmi  les  diffdrents  syst^mes  d'int<$grales  des  equatlons 
*(12),  celai  qui,  dads  beaacoup  de  cas,  m^rlte  la  pr^fi^rence  est  le 
systöme  dans  leqnel  eotrent,  comme  constaotes  arbitraires»  des 
Faleors  arbitraires  ^i^»..»  Xifi  des  fonctions  :ri»..»  an,  correspon- 
dantes  k  nne  valeur  quelconque  2^  de  la  variable  Ind^pendante 
2.  n  est  facile  de  dMoire  ce  Systeme  d'int^grales  d'on  autre 
•yst^me  donn^  qnelconqoe»  par  ezemple»  dn  systdme  (16).  En 
sopposant  qne»  ponr  z=2^»  on  alt»  poiur  valenrs  correspondantes» 
Xi=sxi^,,..,  j?4i=a?A  nous  aurons»  entre  les  anelennes  constantes 
et  les  noQvelles»  les  relations 

fPiOP,  af|^...,  Xffi)  =  Cj»...,  ^(z^,  Xi^,...,  ar«o)  =  c», 
00»  en  r^olnuit  ces  Equatlons  par  rapport  ä  :r|^...»  aOm, 

81  Ton  substitue  icl  les  vateurs  de  Ci»..»  c«»  tir^es  des  Equatlons 
(16)»  neos  aurons  le  systdme  demandö  d'lnt^grales»  soos  la  forme 


<Pu(t,  a?!»...»  a:«)  =  g)«(z®»  arj <>,...,  a:n% 
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ou  encore  soiui  celle-ci 


Cliapiire  III. 

§.  10. 

23.  Nous  alloos  maiotenaDt  considörer  le  probldine  de  rint^- 
gration  des  ^quatioDs  aux  d^riv^s  partielles  do  premier  ordre  de 
la  forme  la  plus  gön^rale»  c'est-ä-dire»  saos  restriction  relative  aa 
Dombre  des  variables  independantes  ou  k  la  forme  de  i'öqaatioo. 

* 

Ed  coDservant  les  Dotations  adopt^es  au  §.1»  repr^seotons 
encore  le  type  g^nöral  de  ces  öquations  sous  la  forme 

(1)  F(a:i,...,  Xm,  i$  Pi9*",  pn)=^0, 

La  d^termination  immödiate  de  rintägrale  gönörale  de  l'^quatioo 
(1)  constituerait  un  probidme  trop  complexe;  ä  cause  de  cela,  od 
cbercbera  d*abord  son  integrale  compi^te»  renfermant  n  coDstantes 
arbitraires,  de  laquelle,  comme  on  l'a  dämontr^  plus  haut  (Cbap.  i, 
§§,  2. — 6.)»  on  d^duira  eusuite»  par  la  Variation  des  constante8a^ 
bitraires,  les  integrales  gönörales  et  Tint^grale  singulidre.  Cne 
autre  mani^re  de  traiter  le  probl^me  eonsiste,  au  Heu  de  döter- 
miner  immödiatement  Tintägrale  compi^te,  repr^sentäe  par  uoe 
äquation  entre  les  variables  independantes  Xi,,...,  Xn^  1&  fonction 
z  et  it  constantes  arbitraires,  k  chercher  d'abord  les  ezpressions 
des  d^riväes  partielles  pi,>..,pn  de  la  fonction  z.  En  substitnaot 
ces  ezpressions  dans  röqnation 

(2)  dx  =  pidxi  ^rP%dx%  + ....  \-pndXn» 

qui  donne  la  diffärentielle  totale  de  la  fonction  t,  et  int^ant 
cette  äqnation«  on  obtient  Tintägrale  complöte  cberchi^e.  Si  Ton 
niet  cette  dernidre  sous  la  forme  d'une  ^quation  r^solue  par  rap- 
port  k  une  des  constantes  Ox»-*.»  On»  on  a 

(3)  f{xit..*t  Xm  X»  «i»...»  aii.i)  =  aii; 

d'oü»  en  diffdrentiant  par  rapport  k  cbacune  des  variables  ind^ 
pendantes«  on  tire 


aux  därMes  parüeiieg  du  premier  ordre.        Ca.  I/I,  g.  10.    505 

dz  dt 

Par  saite,  pn^.spn  doivent  ötre  des  fonctions  de  a?i,..,  Xn^  h 
et  renfermer  dans  lears  expressions  n  —  1  constantes  arbitraires 

fll»»«'>   flu— 1« 

De  plns^  pour  que  l'^quation  (2)  admette  une  integrale,  teile 
que  (3),  il  est  n^cessaire  que  les  fonctions  pif*»  pn  remplissent 
les  conditions  d^int^grabilit^^  lesquelles  sont  de  la  forme 

Wk'^   dz  P'''^  dxi  ^   dz^* 

i  et  k  repr^sentant  tour  ä  tour  toates  les  combinaisoDs  diff^rentes 
des  nombres  1»  2»...»  n,  pris  deuz  k  deax.    Par  saite,   ces  con* 

ditioDs  sodI  au  oombre  de        ^ — -^  et  on  Xes  ^crira  tootes,  sans 

omissioDs  ni  röp^titions»  eo  doniiant  k  Tindice  i  les  valenrs  sac- 
cessives  1,  2,...»  n — ],  et,  pour  cbaque  val^ar  de  t,  donnaDt  a 
riodice  k  sueeessivement  toutes  Xe»  valeurs  plus  grftndes  que  t, 
JQsqu'ä  ft  inclusiveroent. 

introdoisoDS»  pour  abräger,  la  notation  suivante:  u  ^taot  une 
fonction  quelconque,  qui  renferme,  outre  les  variables  ind^pen« 
dantes  Xi,...^  Xn*  la  fonction  z  de  ces  variables»  nous  repr^sen« 
terons  la  d^riv^e  partielle  de  u  par  rapport  ä  Tune  des  variables 

g— )>    au    lieu    d'äcrire 

0--7  -f  prpi»  D'apr^s  cette  Convention»  le  type  g^näral  des  condi- 
tions d'int^grabilitä  prendra  la  forme 


<"         ©=(©■ 


§•  11- 

24.  Pour  d^terminer  les  n  fonctions  J9t»****>  P»'  4^^  condui- 
sent,  par  Integration  de  Töquation  (2)»  ä  i'int^grale  compl^te  de 
(I),  il  faut  en  general  trouver  n  äquations  entre  ces  fonctions, 
les  variables  Xi,....»  Xn,  z  et  it  —  1  constantes  arbitraires  a|,...» 
On-i.  Nous  avons  d4jk  une  de  ces  n  ^quations,  savoir,  T^quation 
aoi  därivees  partielles  donn^e  (1);  il  reste  li  d^terminer  les  n — 1 

Thta  L.  ai 
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antres.  En  snpposant  ces  demi^res  rösoloes  par  rapport  aui 
coDstaotea  arbitraires»  repr^aentons  le  systöme  conaiddr^  des  n 
^qaatioDa  coinme  il  suit, 

(5)        F  =  0,    Fl  =  flj,    Fj  =  fft9*-**>  ^«-1  =  ff«-i> 

F|,...«9  Ffi.i  d^signaot,  comme  le  premier  membre  F  de  T^oa* 
tioD  doonöe  (I),  des  fonctiona  de  oti,...,  Xnt  Zt  Pw'»  Pn,  qui  ne 
renferment  pas  de  constantea  arbitrairea. 

De  cette  mani^re,  au  lieu  de  däterminer  n  foDctions  pi,**fPm 
renferroanty  avec  lea  n-f  1  variables,  n — 1  constantes  arbitraire«» 
le  Probleme  se  ramdne  ä  la  recberehe  de  n — 1  fooctions  F|,..., 
Fn-^i,  de  2ft-t-l  variables  cbacune,  niais  ne  reufermant  pas  de 
constantes  arbitraires.  Pour  la  dätermination  des  fonctionspi,..,  p., 
on  donoe  les  äqaations  de  condition  (4).  Voyons  quelles  conditioiM 
doivent  remplir  les  fonctions  Fi,,.,.,  Fn-^i,  en  supposant  qae  les 
valeurs  de  pi,»*»»,  p%,  tir^es  des  ^qaations  (5),  satisfassent  aax 
conditions  (4).  Pour  cela,  prenons  denz  quelconqnes  des  dquations 
(5)y  par  ezemple,  les  ^quations 

Fiziiau        Fk  =  ak, 

et  diffärentions-les  successivement  par  rapport  ä  chacune  des  va* 
riables  indt^pendantes  Xi,,,.,  Xw  On  trouve»  en  diff^rentiant  par 
rapport  ii  Xi, 

\cxt/      cpi\dxi/      dpt\dxi/ ^  dpn\oxiJ        ' 

/BFA     BFk  /dpi\     BFk/'dp,^  SF»  /3pn\  _ 

\WiJ  +  dpt \dxj  ^  dpt\dxtJ  + ■'•'*' dp, \dxj - "' 

en  diffärentiant  par  rapport  ä  x%, 

/8FA   dFi  /dpr\ '  m  /^\  .      ,m  /dpn\  _  „ 

Ksxj  ^  dpi  \dxj  +  dp,  \dxj  +  ••••  +  Sp«  KdxJ  —  "• 
/dFk\    m /Bpi\    dFk /ep^\  ,       .  SF» /dpn\    „ 

\dxj  +  dpi  \dxj  +  8;»,  \dxj  +  •  •  +  3/»«  \dxj  -  "' 
et  ainsi  de  suite;  eoGn,  en  diff^rentiant  par  rapport  ä  xnt 

\OXnJ      opi  \axn/      op^  \axu/  apn  \OXn/ 


' 


\BXn/  ^  dpi  \dXnJ       Bp^\dXm/  Cpm\dXn/ 


f 
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Eliminons,  entre  les  deaz  premieres  equations  pr^cädentes,  f  ^ 
entre  les  deux  saivantes,  (ä~^  )»••••»  enfin,  entre  les  deoz  der- 
nitfres,  fg^V    Nous  obtieodrons  aiosi  les  fi  ^uations 

Vaarja/?.      dp^KdxJ^  \8/?,  8/?a      ai»«  8/?i KSora/ 


(6) 


+  ....+ 


/8fV\8n_8Ff /8n\      (8^8n_8fV8f») /^\ 
V8w  dpn      dpn  v8ar«/  "*■  \  dpi  dpn      Spn  dpi  ]  \da:nj 

.fSFidFk     dFj  dFk  \/Bpn-^i\_^ 

+  •••   ^"  \S^i  dpn~  dpndpn-l]  \  dxn  )^  ^ 

25.  Introduisons  maintenant  les  conditions  d'int^rabilit^  (4), 
et  remarquons  que,  dans  les  Equations  (6),  les  coefficients  dcfis 

qaantites  f  g^  )  et  (g^  )»  qui  doivent  ^tre  Egales  en  vertu  de  ces 

conditionsy  sont  eux-m^mes  ^gaux  en  grandeur»  mais  de  signe 
contraire.  Si  nous  faisons  la  somnie  de  toutes  les  äqaations  (6)> 
toos  les  termes«  ä  l'exception  des  deux  premiers  de  chaqne  ^qua- 
tioD,  se  d<$truiroDt  deux  ä  deux^  et  nous  obtiendrons  l't^quation^ 

qoi  devra  ^tre  satisfaite  par  toutes  les  eombinaisons  deux  ä  deux 
des  foBctions  qui  forment  les  premiers  membres  des  Equations  (5). 

La  loi  de  composition  du  premier  roembre  de  T^quation  (7) 
ao  moyen  des  deriv^es  partielles  des  fonctions  Ft  et  Fu  est  Evi- 
dente; nous  adopterons,  pour  le  däsigner,  le  signe  conventionnel 
[fi»  Fk\.  D'apr^s  cela,  le  type  gen<$ral  des  conditions  auxquelles 
dciveot  satisfaire  les  fonctions  F^  F| ,....,  Fn^i,  sera 

(8)  [Fu  Ft]  =  0, 

i  et  k  reprösentant  toutes  les  eombinaisons  difförentes  des  indices 
0>  h  2,....»  fi^l,   pris  deux  ä  denz,  avec  la  supposition  de 


I 
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Fff^stF.    Par  saite,  les  conditions  (8)  sont  en  m4me  nombre  qae 
les  conditioDS  (4),  savoir,  au  oombre  de 

njn-l)     . 
2 

Remarquons  de  plus  que,  si  dans  l'^quation  (7)  aoe  des  deuz 
fonctions  Fi^  Fk  est  donn^e,  cette  equation  sera  de  forme  lin^ire 
par  rapport  aax  därivöes  partielles  de  Taatre  fonction,  qai  est  in- 
connacu  Ainsi^  par  exempie,  en  faisaiit,  dans  T^quation  (7),  Fk  =  F, 
et  öcrivanty  par  suite»  l'öquation  sous  la  forme 

8F8fV      8^§^-  .         .^^ 

Bpi  dxi  *  dp^  dx^  +  •  •  •••!-  gp^  g^^ 


(9) 


IbF         8F\8Fi       (öF         bF\bFi 

(  BF  ,      dF\  dFi      - 

nous  avons  one  öquation  linöaire  par  rapport  aux  deriv^es  par- 
tielles de  Fi,  dont  l^lntägration  (Chap.  II,  §§.  8  et  9)  se  ramdne  a 
rint^gration  du  Systeme  suivant  d'^quations  simultanes  aux  dif- 
förentielles  ordinalres. 


(10) 


dxi 

dF     - 

-  SF     

Bxn 

dF 

Spi 

dz 

dpn 

BF  .       BF  ,       .       BF 


Bp, 


_       —dpi 


BF  .       BF 


—dp%     , 
BF  8F' 


_     —^p> 


BF 
Bx, 


§.  12. 

26.  En  considärant  le  nombre  et  la  forme  des  equations  (8)» 
a  rintegration  desquelles  se  ram^ne  notre  probl^me,  il  est  2use 
de  remarquer  que  le  cas  de  deux  variables  indöpendantes  se 
distingue  des  autres  par  sa  plus  grande  simplicit^.  En  elet, 
lorsque  fi=2,  alors,  pour  Computer  l'^quation  donuöe 
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il  suffit  de  fonner  une  aotre  ^qaatioo 

Fj  (jTi,  arj,  2,  /ij,  |i^  =  a,, 

doDt  le  premier  membre  F^  v^rifle  la  condition  uDique 

[F,  F,]  =  0. 

Cette  ^uatioD  est,  comme  noos  l'avons  ya>  une  equatioo 
lio^aire  par  rapport  aux  d^riv^es  partielles  de  la  fonction  F^, 
doot  riotegratioo  se  ramene  ä  riotegration  du  Systeme  (10)  d*^ 
quations  ftimultan^es  aux  diff^rentielies  ordinaires,  lequel  prend, 
dans  le  cas  actael,  la  forme 

dxx  'dx%  \dz 

"äF~  —  "aF" ""       3F         W 

_      --dpi —  rfpg 

—  8F  dF-^  W  W 

Ed  oatre»  il  est  övident  qu'il  suffit  de  d^terminer  senlement  une 
integrale  F|  =  a|  de  ce  systdroe^  qui  renferme  au  moins  une  des 
quantit^s  pi,  p^  et  une  constante  arbitrairea|.  A  l'aide  de  cette 
integrale  et  de  i'^quation  donn^e»  on  d<$terminera  les  expressions 
de  pi  et  de  p^    En  substituant  ces  expressions  dans  i'öquation 

dz — pidxi^-p^dx^  =  0, 

riotegration  de  cette  ^quation,  multlpliee»  s'il  est  necessaire>  par 
QD  facteur  d'intögrabilitö,  fera  connattre  l'intägrale  compidte 
cberchäe. 


^fö>]*<"-"l:=»- 


27.    Pour  eciaircir  cette  metbode^  appliquons*la  ä  Tequation 

düSt 
ou 

Pi(p%*'¥l)  +  (a''z)p^^O. 

Le  Systeme  correspondant  d'^uatioos  diffärentielles  simultanes 
preod  ici  la  forme  ' 

dxi Art dz 

__dpi  ___  dpt 
PiPt       Pt*' 
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L'öquation  forriK^e  en  ägalant  le  premier  et  le  dernier  de  ces  rap« 
ports  doDoe«  en  l'int^grant, 

1 

Od  tire  de  If^,  au  moyen  de  l'^quation  doon^, 

% — a 


Pv  = 


±2V(^J+' 


£n  substituaot  ces  valeurs  de  pi  et  de  p^  dans  Täquation 

dz^Pxdxi' — p^ßx^  =  0, 
U  vient 

Cette  öqaation»  maltipliöe  par 
se  ramdne  ä  la  forme 


Par  soite,  i'intägrale  eompl^te  de  l'^uatioo  donniSe  sera 

DU  V 

Si  Tod  prend,  dans  le  ayattoe  d'^qaations  simnltaD^es,  1'^ 
qaation  forin^  en  ^galant  les  deux  derniers  rapporta,  Tinti^gratioD 
doDoe 

tki  dteignant  une  Douvelle  conatante   arbitraire.     Aa   inoyeD    de 
oetle  iquation  et  de  l'^oation  donn^e,  on  trouve 
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par  cons^qaent, 

dz—pidxi  —ptdx^  =  rfj— («ictr,  +  dx^  \  — 1  =0. 

"        I 

En  divisant  cette  ^quation  parV 1,  et  iiit^grant,  on  ob- 

tieiit  Tiot^grale  compl^te  de  l'^uation  donn^e,  «ous  cette  autre 
forme, 

2V^ai  Vx  — a  — «I  —  («1  ^1  +  a:«)  =  «t. 
ov 

'-^  = 4^^ +  '^«' 

0%  ^tant  une  nouvelle  coostante  arbitraire. 

28.  La  m^thode  pr^cädente  pour  riotägration  des  dquations 
aux  d^rlv^es  partielles  k  deoz  variables  ind^pendantes  a  4i^ 
^tablie  par  Lagrange  d^s  l'ann^e  1772. 

L*äqaation  unfaire  ä  i*iDtögration  de  iaqaelie  ii  ram^oe  le 
probldine  n'a  pas  la  forme  symätrique  de  T^quation  [F,  F|]=0; 
mais  eile  renferme  moins  de'  variables.  Exposoiis  eii  quelques 
mots  le  procäd^  de  Lagraoge. 

Les  d^riv^es  partielles  pi,  p^  doivent  4tre  consid^r^es  comme 
des  fonctions  de  Xn  x^»  2,  dont  il  sufflt  de  däterminer  une 
seule,  la  valenr  de  l'autre  se  d^duisant  de  l'^quation  donnäe 

F(xip  x^  z,  pif  P2)  =  0. 

Si  Ton  substitue,  riSciproquement,  ces  deux  valeurs  dans 
cette  ro^me  ^quation,  eile  se  cbangera  en  une  identit^:  par  con- 
s^uent»  on  pourra  la  difförentier,  non  senlement  par  rapport  ä  Xi^ 
mais  eocore  par  rapport  k  z,  consider^  aussi  comnie  une  variable 
ind^pendante.    Nous  auroos,  de  cette  mani^re, 

8F     W^      ÖFSp.^^ 
Bxi      Spi  dxi      8pa  3a?|         * 

SF     dFdp,      BFdp^^^ 

Bz      Bpi   8z      Bp^  8z 

En  y  joignant  la  condition  d'int^grabillt^ 
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3^4+  & '*»  -  äJi  +  "^ ''»' 

et  ^mirant  «Dtre  les  trob  ^oatioDs  pröc^entes  les  d^rivto 
partielles  de  pf^  on  obtient  nne  ^qnation  Unfaire  par  rapport  aox 
AitnitB  partielles  de  ia  fooction  p|, 

.   dF  ,       SF      „ 

daos  les  coeflficieots  de  laqaelle  p^  doit  ^tre  remplacö  par  sa  va- 
leor  tir^e  de  l'^qaatioo  donn^e  JF=0.  Par  cette  eqaatioDy  pi  est 
d^terminö  en  fonction  de  Xi,  x^,  2;  pais  Ia  valenr  de  Ia  fonctioo 
p^  «e  dedait  de  reqiiation  donoöe.  Les  deux  fonctions  satisfoDt 
k  Ia  condition  d'iot^grabilit^ ,  qae  Ton  a  prise  poar  base  de  leor 
dötermiDatioD.  Dodc,  par  Ia  substitation  de  lears  valears,  V^ 
quation 

dz — pidxi  — PfidüT^  =  0 

devient  iotegrable,  et  sod  intögration  fait  connattre  Ia  solatioD 
cherchöe. 

RemarquoDS    que    reqoation  lin^aire    pr^c^dente    condoit  au 
systdnie  d'äquations  simultan^es 

dxi    ^^    dx^    _^ dz ^_      — dpi 

~dF^  ^     BF     ^      äF"     W^dF       'W' 
äpi  Spt         ^'dpi^P^Bpt      dx^'^P^dz 

qui  est  övidemment  le  mdme  que  celai  de  Tart.  26,  ä  cela  pres 
que  Ton  y  sapprime  le  dernier  rapport,  et  qae  Ton  y  remplace  p^ 
par  sa  valeur  tiröe  de  l'equation  iP  =  0*  Les  deux  proeödös  sont 
donc  au  fond  compl^tement  identiques,  et  conduisent  a  une  seule 
et  meme  Solution,  si  Ton  se  borne  k  d^duire  du  systdme  pröce- 
deot  d'^quations  simultanöes  une  integrale  renferniant  pi  et  une 
constante  arbitraire.  Mais  Lagrange  avait  cru  d*abord  que,  pour 
avoir  Tezpression  de  pi,  il  fallait  d^terminer  Fintegrale  g^nörale 
de  r^quation  linöaire,  laquelle  doit  4tre  de  Ia  forme 

en  designant  les  integrales  du  systdme  eorrespondant  d'öqaations 
simultanöes,  r^solues  par  rapport  aus  constantes  arbitraires,  par 
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q^ißi,  x^  X,  pl)  5=  const  =  ft 

et  repräsentant  par  la  caractöristiqae  n  une  fonction  arbitraire. 

Si  Tod  8uppo8^  qae  de  r^qaatioD  qai  reprösente  I'int^grale 
g^D^rale  on  puisse  tirer  la  valear  de  p^  sans  donner  ane  forme 
particaliere  ä  la  fonction  Jt^  nous  aarons  aussi  cette  fonction  dans 
l'expressioa  de  p%,  Cependant  il  est  övident  qae,  entre  une  re- 
latlon  primitive  qui  lierait  Xi,  x^  2,  et  qui  serait  de  la  forme 

/[äti,  x^  1,  »(9i,  9j)]  =  0 

{f  iixui  ane  fonction  donn^e»  et  n  ane  fonction  arbitraire),  et  [es 
dem  äqoations  obtenaes  par  la  diffi^rentiation  de  la  pr^cödente 
par  rapport  ä  ar|  et  a  ort,  il  n'est  pas  possible  d'^liminer  les  trois 

-     ,.  in        dn 

lODCtlODS   JT,    ö —  >     ö —  • 

d(pi      dg>^ 

Dans  le  Calcul  des  Fonctions  (p.  390),  Lagrange  pro- 
pose  un  moyeo  poor  concilier  cette  contradiction.  Mais  il  faut 
remarqaer  qu'elle  ne  se  rencontre  pas  dutoat,  si,  conform^ment  k 
la  remarqae  tres-jaste  de  Charpit"^),  aa  lieu  de  l'int^grale  g^n^rale 
de  1  equation  lin^aire,  ou  prend  une  Integrale  particuli^re  renfer- 
maot  la  variable  p^.  Ce  dernier  procöde,  aa  lieu  de  conduire  k 
Tintägrale  göni^rale,  conduit  ä  l'int^grale  complete  de  r^quation 
donn^  F=:0,  et  a  de  plus  l'avantage  de  ne  pas  eziger  l'iut^ 
gration  complete  du  Systeme  d'^quations  simultan^es.  Lagran ge, 
eo  terminant  son  exposition,  T^tablit  anssi  par  cette  roöthode, 
aans  citer  d'ailleurs  le  nom  de  Charpit,  h  qui  eile  appartient. 


§.  13 

29.  Si  le  nombre  des  variables  ind^pQndantes,  dans  Tequa- 
tion  aux  deriv^es  partielles  du  premier  ordre,  est  plus  grand  que 
2|  alors  le  probleme  de  Tint^gration  präsente  un  caractere  plus 
compliqaä.  En  effet,  däjä  dans  le  cas  de  trois  variables  ind^ 
pendatites,  il  faut  (§§.  10  et  11),  ötant  donnöe  la  fonction  F  des 
variables^],  x%,  x^,z,  pi^  p^,  pz,  qui  forme  le  premier  membrede 


*)  Memoire  prdsent^  k  l'Acad^mie  des  Science«  par  Charpit,  le  30 
Jnia  1784. 

21» 
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r^uatioD  proposöe  F=0,  d^terminer  deux  fonctions  Fi,  F*^   de 
ces  m^mes  variables»  satisfaisant  aus  conditions 


[F,  F,]  =  0, 


l  [F.    F.]  =  0, 


Par  consöquent,  la  fonction  Fi  peut  4tre  d^terminee»  de  m^me 
que  dans  le  cas  precödent  de  deux  variables  iudöpendantes, 
comme  Integrale  particuiiere  d'une  equatioo  linöaire  du  preniier 
ordre;  loais,  pour  döterniioer  la  Ibnctioii  F^^  il  faut  trouver  uue 
integrale  particuiiere,  satisfaisant  ä  la  fois  aux  deux  autres  equa- 
tions  siniultan^es  linöaires  aux  d^riv^es  partielies. 

Si  le  nombre  des  variables  iodöpendantes  est  n,  aiors,  etant 
dornige  la  fonetioD  F  des  variables  a:i,...,  Xn,  z,  Pi,»"*  pny  qui 
forme  le  preniier  membre  de  requation  proposee  F=0»  il  faut 
däterroiDer  n — J  fonctions  Fi,  F^,..,  Fn-i  des  ni^mes  variables» 
qui  satisfassent  aux  conditions 


[F,  Fi]=0,    (  [F,  Fd=0,  .  [F,  F3]  =  0,  .  j  [F,      F„-i]  =  0, 

[F„  FJ=0,     [F„  F3]=:0,   .      [F„      F,_i]  =  0, 


{ 

'[F^F3]=:0, 


[F„-a,F,.i]=0. 


La  fopction  Fi  se  d^termine  comme  une  integrale  particulidre  de 
la  premiere  des  i^quations  pr^c^dentes ;  la  fonction  F^  comme  one 
integrale  particuiiere  satisfaisant  simultanöment  k  la  2^  et  4  la  3* 
öquation»  etc.;  et  enfin  Fn—\  doit  ^tre  une  integrale  particoli^re 
satisfaisant  simultan^ment  aux  n — 1  derni^res  äquations. 

G'est  de  cette  mani^re  qu'a  ^i6  pr^sentö  le  probleme  de  Tiii- 
t^gration  des  äquations  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre 
dans  le  Memoire  de  Jacobi  intitule:  Nova  methodus»  etc. 
(Journal  de  Crelle-Borchardt^  t.  LX).  Quoique  ce  nouveaa 
proci^dö  de  Solution  soit»  par  Tepoque  de  sa  d^couverte,  post^ 
rieur  aux  autres,  cependant  il  forme  par  sa  nature  la  continoation 
directe  des  premiers  pas  faits  par  Lagrange  et  Charpit  dans 
la  thöorie  du  probleme  qui  nous  occupe.  C'est  pour  cela  qoe 
j'exposerai  ce  procödö  avant  dq  parier  d'une  autre  metbode  de 
Solution,  proposee  par  Pfaff,  et  perfectionnöe  par  Jacobi  lui- 
m^me  et  par  Cauchy. 

§.  14. 
30.    Jacobi  commence  par  transfornier  i'öquation  donnee 
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en  une  autre,  ^galemeiit  aux  derivees  partielles  dn  premier  ordre, 
roais  dans  laquelle  la  foiictioo  inconnue  n'entre  pas  elle-ni4me 
explicitement^  et  oü  le  norabre  des  variables  ind^pendantes  est 
plus  grand  d'une  unit^. 

Mais  dans  cette  transforniation  s'est  gliss^e  une  inadvertance, 
signalöe  par  Bertrand,  et  qui  consiste  en  ce  que  Jacobi  lie  la 
nou?elle  fonction  inconnue  ä  Tancienne  par  une  relation  de  forme 
particuliere,  d'oü  il  räsulte  que  le  passage  de  Tiot^grale  de  1'^ 
quatioD  transform^e  ä  celle  de  Föquation  proposäe  conduit  dans 
la  plupart  des  cas  ä  des  impossibilit^s. 

En  effet,  Jacobi,  en  introduisant  une  nouvelle  variable  in- 
d^pendante  i,  et  däsignant  la  nouvelle  fonction  inconnue  par  y,  pose 

On  tire  de  lä,  en  difförentiant  par  rapport  ä  chacune  des  varia- 
bles indöpendantes, 

^dy      dz       l  dy  dz  ^^1  dy 

~~  dt '  dxi       t  dxi  *****  San  ""  t  dxn 

En  substituant  dans  T^quation  propos^e  les  valears  pr^c^dentes 
de  la  fonction  z  et  de  ses  döriv^es  partielles,  on  la  transforme 
dans  la  suivante, 

r»  dy     \  dy  l  dy         g^ 

Dans  cette  öquation  les  variables  indöpendantes  ^T],...,  jr«,  t  sont 
en  nombre  plus  grand  d'une  unit^  que  dans  la  propos^e,  et  la 
fonction  inconnue  y  y  entre  seulement  par  ses  d^riv^es  partielles 
da  premier  ordre. 

Mais,  pour  que  de  l'integrale  de  T^quation  ainsi  transformöe 
OD  puisse  tirer  l'integrale  de  T^quation  donnäe,  il  faut,  en  vertu 
de  la  d^pendance  que  Ton  a  supposee  eT\tre  ces  Integrales,  que, 
dans  la  premiere,  la  variable  ind^pendante  t  n'entre  qu'en  facteur 
commun,  ce  qui  övidemment  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  des  cas 
particuliers.  Par  consequent,  la  transformation  pr^cedente  n'atteint 
pas,  la  pluspart  du  temps,  le  but  propos^.  II  vaut  mieuz,  d'apres 
cela,  ne  pas  cboisir  d'avance  arbitrairement  la  forme  de  la  relation 
qui  doit  exister  entre  les  deux  integrales,  mais  employer  pour  la 
transformation  le  memo  procede  g^nöral  qui  noas  a  servi  dans 
l'integration  des  equations  lineaires  aux  derivees  partielles. 
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31.    Si   Tod   repräsente,    en    effet»    I'int^grale   de  T^ualioB 
doDDÖe  80US  la  forme 

et  qu'oD  la  diff^rentie  par  rapport  ä  chacune  des  variables  iod^ 
pendantes,  on  trouve,  par  chacanekdes  valeurs  t=  1>  2,...,  n. 


S:  +  S/^<=0,    d'oü    pi=  — 


ixi  ^  8x 


Bxi 

IT' 

dz 


Eo  portant  ces  valeurs  de  pi  dans  I'^quatioD  donn^,  eile  prend 
la  forme 


6)        FlXif,»».,  Xn,  *f  — 


dz 


8y  / 

8z 


c=0. 


Dans  cette  derni^re  öquation,  on  devra  consid^rer  ^i,..,  ^a,  2 
comme  variables  indöpendantes.  La  m^thode  de  Jacobi,  ainsi 
qae  nous  le  verrons  plas  loin,  fournit  Tint^grale  complete  y  de 
requatioD  pr^ädente  soas  la  forme  d'une  fonction  explicite. 


(c) 


y  =  /(a:i,...,  Xn,  «5  fli>«-.f  Oii)  +  a«-fi, 


Ol»,.,,  On,  an^i  däsignant  des  constantes  arbitraires.  Par  cons^ 
quenty  en  retranchant  du  second  membre  de  l'^galite  (c)  la  cod- 
staote  arbitraire  an^i,  qui  y  entre  par  simple  addition,  et  ^galaot 
ce  second  membre  ä  z^ro,  nous  obtiendrons  Tint^grale  de  Töqua- 
tion  donn^e«  sous  la  forme  d'une  ionction  Implicite  z»  d^terminäe 
par  r^quation 

(d)     y — 09^1  =  0,    ou    /(o?!, ...,  Xmy  z,  fli»...,  flu)  5=  0. 

En  effet,  puisque  l'^quation  (c)  repr^sente  Tintögrale  de  Te- 
quation  (b),  en  substituant  dans  ceile-ci  la  fonction  f  au  lieu  de 
y,  on  aura  Tidentit^ 


in 


"»'  1  ^1»  •  •  •  •  »  *^n  f  ^t  ""• 


8f 

Bf 

dxi 

dXn 

Bf  "' 

•  $    — " 

Sf  , 

8z 

Bz 

0, 


qui  a  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  de  Xi,,..,  Xn»  z*    Sop* 
posons  maintenant  la  derni^re   de  ces    variables    d^termin^   mm 
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foDctioD  de  toules  les  autres  an  moyen  de  r^qoation  {d) ;  eile  sera 
alors  Tint^grale  de  röquation  (a);  car  de  r^qaatioo  (ci)  on  lire 

dz  dxi  dz  dxn 

dz  dz 

eU  6D  substitoant  cee  yalears  des  deriv^es  partielles  de  z  dans 
r^qoation  (ä),  od  retombe  sur  lldentite  (/),  qui  a  liea  poar  one 
valear  qaeicooque  de  x,  et  par  saite  aassi  ponr  celle  qui  est  tiree 
de  r^qaation  (d). 

II  est  aiosi  dömootr^  que  l'int^gration  d'une  öqaation  dans 
laqaelle  ia  fonetion  inconnue  entre  uon  •  seulement  par  ses  döri- 
v4ea  partielles  da  premier  ordre,  mais  eneore  explicitement  par 
eUe-meme^  peut  toojours  se  raraener  ä  rint^gration  d'une  autre 
^oatioD,  dans  laquelle  ie  nombre  des  variables  ind^pendantes  est 
plus  grand  d'une  unit^»  et  oü  Ia  fonetion  inconnue  n*entre  que  par 
seiB  d6ny4e8  partielles  du  premier  ordre. 


§.  15. 

32.  Si,  dans  I'öquation  proposäe»  Ia  fonetion  inconnue  n'entre 
que  par  ses  d^rivöes  partielles  du  premier  ordre,  alors  son  type 
gäoeral  pourra  etre  repr^sente  sous  Ia  forme 

on 

H{xi,...,  Xm  Pif'»  pm)  =  a, 

en  faisant  g^näralement 

dz 

Ici  H  dösigne  une  fonetion  donnäe,  a  une  constaute   determinöe, 
qui  peut  6tre  aussi  ägale  k  z4to. 

Le  probidme  de  Fintegration  complete  de  l'^quation  pr^ce« 
dente  peut  ^tre  reduit  ä  Ia  d^termination  de  n— 1  äquations, 

dans  lesquelles  ci|,  a^,...,  an— i  d^signent  des  constantes  arbitrai- 
res,  et  Hi,*..,  Hn^^i,  de  ro^me  que  H^  des  fonctions  des  varia- 
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bles  ^1,..,  Xu  et  des  d^rivöes  partielles  ;ii,...,  pn$  indäpendantes 
eiitre^elles  par  rapport  ä  «es  deriv^es*),  et  ne  contenant  pas  les 
coustantes  arbitraires  ai»..«,  an—u  Si  les  fonctions  i7|,..«  Hn—\ 
sont  determioäes  de  teile  manidre  qoe  lesvaleurs  de  Pisp^^^tpuf 
tirees  des  öquations 

(1)  H  =^  a,    jEfi  =  a^t, . . .,  Hu-i  =  fln-i, 
transforment  le  second  menibre  de  Tägoation 

(2)  dz  =  pfd^i  +p^da:^  + ...  •{■pndxn 

en  ane  diffiärentielle  ezacte»  alors  TiDt^grale  complete  cberchee 
s'obtieodra  par  rintegration  de  cette  derniere  öqaation,  et  sera 
de  la  forme 

Par  bypotb^se,  les  fonetions  H^  ^i».«>  Hn—i  ne  Gontienoent 
pas  2;  par  saite«  les  ?alears  de  pi»..M  pn»  tirees  des  ^qaatioDS 
(I),  seront  exprimöes  au  moyen  des  seales  variables  lod^peD- 
dantes  x^^o^Xn^  et  les  conditions  d'int#grabilite  du  second  membre 
de  Töquation  (2)  seront,  dans  le  cas  actuel,  de  la  forme 

CS)  ^PL:::.^. 

En  supposant  que  les  valeurs  de  pi»*.>,  pm  tiröes  des  ^qnations 
(l),  satisfassent  aux  conditions  (3)  9  on  ponrra  trouver  les  coodi* 
tions  auxquelles  doivent  satisfaire  dans  ce  cas  les  fonetions  J7|, 
H^,,,f  Hn^it  exactement  de  lamdme  maniere  que  nous  avons  trouve, 
au  §.  II,  les  conditioos  analogues  pour  les  fonetions  Fi,,.,  Fn^u 
D'apr^s  cela,  pour  ^viter  les  repetitions,  nous  nous  borneroos  ä 
dire  que  les  r^sultats  du  §.  12.  s'appliqueront  au  cas  actuel^  si 
nous  y  reropla^ons  F,  F|,...,  Fn-i  respectivement  par  H,  £^1»..» 
Hn-i,  en  effa^ant  les  parentheses  qui  entourent  les  dörivees  par- 
tielles, et  qui  sont  maintenant  inutiles,  puisque  lea  fonetions  con- 
sid^röes  ne  contiennent  plus  z. 


*)  C*eit-ä-dire  qu'entre  les   fonetions  ff^  i^i,....,  iTii^i   il  ne  doit 
exister  aucune  relation  n^cessaire  de  la  forme 

dans  laqaelle  les  Tariables  /^i,...?  Pn  n'entrrnt  pas  explicitement.  En 
Yerla  da  th^or^ine  du  §.  3,  cette  condition  est  remplie,  lorsqne  le  d^ler- 
■iiMint  fonctionnel  de  ff^  ff^,,,,,  Hm^-Xi  consid^r^es  comme  fonetions  de 
)^i>«*M  Pm  n'est  pai  identiqneraent  nul. 
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33.  11  s'ensuit  de  ce  qoi  pröcdde  qu'entre  les  fonctions  H, 
J7j,....,  Hn—Xi  prises  deux  ä  deaz«  on  doit  avoir  des  relatioiis 
de  la  forme 

SmdHkBBi  dHk      SHi  dHk      dffj  dffk 

dxi   dpi        Bpi    dxi        Ba:^    dp^        dp^    Sa:^ 

"*""**"*'  dxm     Bpn         Bpn    S-T»  ' 

quo  nous  reprösenteroDs  sous  la  forine  abr^gi^e 
(5)  (Hi,    Hk)^0. 

En  faisant  successivement,  dans  l'^quatioD  (5), 

1  =  0,  1,  2,...,  w— 2 

{Hq  ^tant  consid^re  comme  =  ^T),   et,   pour  chaque  valeur  de  i, 
donnaot  successivemeiit  k  rindice  k  toutes  les  yaleurs  >  t,  jusqu'ä     ' 

n  —  1  inclusivemeot,  nous  aurons  toutes  les    ^ conditions 

qui  döcoulent  de  la  formule  (5),  et  que  Ton  peut  disposer  dans 
Tordre  suivaot: 

l(Äi,  »a)=0;  j(»i,  Ä3)=0,.,.,\{»i.     Ä.-i)=0, 


•  ••» 


•   •   • 


Si  Ton  coDSid^re  ces  conditions  comme  des  äquations  diffö 
rentielles  servant  ä  la  d^termination  des  fonctions  cherchäes,  on 
pourra  trou?er.  Hi  par  Tintegration  de  la  premiere  öquation ;  en 
sabstituant  la  valeur  de  Hi  dans  les  equations  de  la  seconde  ligne 
de  chaque  groupe,  on  devra  determiner  la  fonction  H^  comme 
une  integrale  satisfaisant  simultan^ment  aux  deux  äquations  du 
second  groupe;  en  substituant  la  valeur  de  H2  dans  les  öquations 
de  la  troisiöme  ligne  de  chaque  groupe,  on  devra  determiner  la 
fonction  H^  comme  une  integrale  satisfaisant  simultanöment  apx 
trois  Equations  du  troisieme  groupe;  et  ainsi  de  suite. 

34.  Mais,  pour  röaliser  ce  plan  de  Solution,  il  faut  trouver 
one  möthode  d'intägration  simultanöe  pour  les  deux  äquations  du 
2*  groupe,  pour  les  trois  equations  du  3^  groupe,...,  et  enfin  pour 
les  »  —  1  Equations  du  (n  —  1)»*««  groupe. 
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Outre  cela»  toates  les  ^qaations  (6)  sont  de  forme  identiqne» 
et  oontieniient  chacune  2n  variables  indöpendaDtes;  mais  il  est 
clair  que  Ton  peat  se  servir  de  l'^aation  donnäe  H^a  et  des 

öquationa  qii6  Ton  d^termine  6ue€es8iveiDeiit»£f|=a|,  ^2=^-*» 
pour  diminuer  au  für  et  ä  mesure  le  oorobre  primitif  2ft  des  ta- 
riables  iiidöpendantes,  en  passant  d'une  groupe  d'eqaatioiis  simid- 
tan^es  au  suivant 

Enfln,  remarquons  aussi  que  dous  avons  dtoontr^  que>  si  les 
valeura  de  p|....»  p««  tir^es^des  äquations  (1),  värifient  les  con- 
dition«  (3)»  al»rs  les  fonctions  £f|«  H^^...,  Hn-i  satisfoot  aoz 
^qualions  (6).  Mais»  pour  avoir  le  droit  de  prendre  celles-ci 
comme  uioyen  de  d^termination  des  fonctions  Hg,...,  Bn^%,  il 
laut  s*asaurer  encore  que  la  conclusiou  reciproque  a  lieu;  c'est- 
k  dlre  qu*ii  faut  dement rer  que,  si  les  fonctions  ind^peudaDtes 
eutre  elles  (daus  le  ni^roe  seos  qui  a  ete  expliqu^  plus  haut)  H, 
A|»**«»  ü$k^^  v^rifient  les  couditloos  (6),  alors,  en  les  ^galant  ä 
des  eonstantes  arbitraires,  on  obtient  des  ^natioas  d'oä  Ton  pe«t 
tirer  des  vaieurs  de  j^i,...,  p»  satisfaisant  aux  conditions  (3). 

L^^tude  plus  approfondie  des  propri^tes  des  ezpressioBS 
{Hit  Hk)*  exposee  dans  les  deux  paragrapbes  salTants,  doone  les 
nioyens  d^atteindre  le  but  indiqoe  ci*dessvs,  et  pcraiet  en  eutre  de 
deduire  eocore  d*autres  condusioBs  utiles  par  leors  applicatioiis  a 
rint^gratloB  des  equatioas  siaultanees  soit  asx  diierentielles  er- 
dioaires»  seit  aux  dMv^es  partielles  dn  preauer  ordre. 


35.  SoioBt  9  et  i|^  devx  fonctio—  qticQnq«es  des  t 
^^••••^  ^n»  |^>****>J'^  PrettOBS  wft  demrees  peffoefles 
deux  foQCtions»  d^abotd  par  rappott  »sx  variables  ^r^»..., : 
par  rapport  aux  vanahks  jpi»...>  pm.>  et  ^crivoss  les 
au-dessus  des  secosdeo  dass  Tordte  ssivao^ 

5^'  5^*  a*^*  §^^^--^   ^'  s;^ 

dqf        d^f       ^       d^  8y        Sp 

SÄ*   ¥i"  W  ^••*  •*  ^'  ^' 
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DivisoDs  ces  deux  lignes  de  termes  en  groupes  coniposös  le 
premier  des  deux  preiniers  termes  de  cbaqae  ligne»  le  second 
des  deux  suivants,  et  ainsi  de  suite;  multiplioos  en  croix  les  ter- 
mes de  chaque  groupe»  en  prenant  avec  le  signe  -f  les  termes 
qui  forment  une  des  diagonales,  et  avee  le  signe  —  les  termes  qni 
forment  Tautre  diagonale.  Nous  obtiendrons  de  cette  mani^re 
uue  suite  de  döterminants  du  second  degrä^  dont  la  somme 
forme  l'expression 


dq>        dUf 


dtp 


dxi 
dpi 


8q>       &tlß 


8p« 


+  ....+ 


I   dtp  d^ 

doTii  dxn 

dq>  d^ 

dpn  *  8p» 


qoe  noos  conviendrons  de  designer  par  la  notation 
On  a  ainsi,  d'apres  cette  d^finition^ 


(1)      (g>,  '^)  =  ^i 


dtp 
dxi* 

drp 
dxi 

dtp 
dpi* 

8^ 
dpi 

*  \dxi    dpi  *"  dpi    dxij* 


la  soniniatiou  s'^tendant  ä  toutes   les   valeurs   de  t  depuis  1  jus- 
qu'ä  n. 


Lorsqu'on  examine  les  changements  de  forme  de  Texpresslon 
(q>,  tf;)  pour  differentes  hypoth^ses  faites  sur  les  valeurs  de  q>  et 
de  tf;^  on  obtient  d'abord  les  formules  Evidentes 

(2)  (<jp,  q>)  =  0,     (<)p,  t^)  =  —  (^,  tp\     (-9?,  t/;)  =  -  (g),  t^). 


N. 


{Xi,   t^)  = 


d^  d'tlf       j  ^ 

(pi,  1(>)  =  -  g^»     (a  =  const,  tf;)  =  0, 


(3) 


dpi  * 

(xi,  pi)  ==  —  (pi,  Xi)  =  1, 

(Xi,   Xk)  =  (pif  Pk)  =  (^«.   Ph)  =  0. 


36.  Relativement  au  mode  de  dependance  qui  existe  entre 
les  fonctions  9,  t^  et  les  variables  ari,...^  o:^  Pif»,  Pm  nous  ne 
ferons  aucune  espece  de  restriction ;  nous  supposerons  d'apres 
cela  qne  ces  variables  entreut  dans  les  fonctions  consid^röes  tant 
explicitement  qu'implicitement. 


Seit,  par  exemple^ 

TheUL. 
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Oll 

Pi 


q>  =  F(Xif  . .  .  ,  aCn»  Piy'9  puf  «i»  •  •  •  >  Or)» 

ar  et  6|,....»  6t  d^signant  des  foDctions  de  o?]».. 
;9ta.    On  a,  par  d^fiDition, 


Xu, 


\F^n=2i 


\dxtj*     \SxiJ 
\SpiJ '     \dpij 


=^2i 


BF      dFdoi 
dxi      doi  dxi 


'öFdar     df  .  3/8*1 


+  a.   aJ+'+g^^g^.»  g^^.  +  g^^9^.+  -+cil    qJ! 


SF  .  aFSfli 


:  +  ..+ 


BF  dar     df  .  8/86i 


dpi     Bai  ^Pi  BarBpi*  Bpt     Bbi Bpt 


.+  .+ 


y^86. 
86«  Bxi 

BfBb^ 
BÖm  Bpi  j 


En  appliquant  successivement  les  formuies  Evidentes 


(4) 


A+a,  A' 
B\b,  B' 

■* 

A,  A' 

B,  B' 

f 

a,  A' 

b,  B' 

mA,    nA' 
mB,  nB' 

=n 

m 

A,  A' 

B.  Bf 

p 

9 

on  tire  de  \h. 

[F,  f]  =  (F,n 

+  ä:r  5*- («»» *i)  +  5:r  äÄ"  ("t.  6a)+-"  +  ä:räÄ"(«»»  *•) 


dOg  86l 


da^dA 


'S 


dog  86« 


3F  df  SF  df  SF  df 

+  8^ SÄT  ^""  ^'^^  ä^r  8*^^""  *»^  +  ••"•"  8i  äfti^""  *'^' 


oa 


(5) 


[F.  f\  =  (F.n  +  £k  ^^  (F,  bk)  +  ^*  1^  (oi,  f) 


II  est  clair  qn'ici  les  expressions  [F,  f]  et  (F,  f)  n'ont  pas 
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la  meme  signification:  la  premi^re  suppose  la  Variation  compl^te 
des  fonctioDs  F  et  f,  lorsqu'on  fait  varier  les  quantitäs  Xi^,,,  Xn, 
Pi3^"9  Pn  en  tant  qu'elles  entrent  soit  explieitement,  soit  impli» 
citemeot;  la  seconde  suppose  seuleroent  une  Variation  partielle, 
lorsqu'on  ne  fait  varier  jti,...,  Xn»  Pi»***»  pu  qu'en  tant  qu'elies 
entrent  explicitement. 

U  est  aise  de  reniarquer  Tanalogie  qui  eziste  en  g^n^ral  entre 
Toperation  exprimee  par  le  Symbole  [F,  f]  et  la  differentiation 
des  fonctions  composees.  On  peat  obtenir,  en  effet»  tous  les  ter- 
mes  du  second  membre  de  (5)»  en  ayant  egard  tour  ä  tour  ä  la 
Variation  de  chacun  des  öUments  des  fonctions  F  et  f,  considör^ 
com  nie  variant  seuL 

37.  Si  Ton  suppose 

5  =  r,    et    a|  =  bi,    as  =  62» •  •  •»    ar  =^  br, 
la  formule  (5)  devlent 

[F.  f\  =  (F,  /^  +  2,  {  (F.  «,)g  -(A  «Og} 

^^^    ^  .  „    ( BF  a/^     bF  df\^ 

DaD6  la  derniere  sommation  du  second  membre  >  on  fera  succes- 
siveinent  i=l,  2»...,  r~l>  et,  pour  chaque  valeur  de  t,  on  pren- 
dra  pour  k  toutes  les  valeurs  plus  grandes  que  t,  jusqu'ä  r  in- 
clnsivement. 

Si  les  fonctions  F  et  f  ne  contieunent  pas  explicitement  les 
variables  Xi,.*.,  Xm  Pw-^y  pn,  la  formule  (6)  prendra  la' forme 

<7,  [f.  ,.,  =  a,.{g,^.-gg} (...«,. 

81  la  fonction  F  contient  les  variables  Xi,..,,  Xn»  Pi,**.,  pn 
seolement  sous  forme  explicite,  et  qucla  fonction  f  ue  contienne 
ces  variables  que  dans  les  fonctions  aij,.,^ar,  on  a  alors,  par  la 
formale  (6), 

[F./']=2,(F«0g^ 

=  ^^'  «i)!^  +('''  «*)^  +  "  +(''.  «')^/ 

38.  Les  expressions  des  derivees  partielles  de  (9^  '^}  s*ob- 
tiennent  tres-simplement  En  dösignant  par  u  une  quelconque  des 
variables  Xi,..,,  arn,  pi, ...,  pn,  on  a 


324 


Imschenetshy:    Sur  Cintegration  des  equatians 


8(9),  t|^)        d 


du 


dü^' 


dq> 
dxi* 

dif 
dxi 

dq> 
dpi' 

dilf 
dpi 

=  2i 


ou 


(9) 


8«9 
dxi  du ' 

di\) 
dxi 

dpi  du '' 

d'^ 
dpi 

8(9?, 

^)_ 

+  2. 


dtp 

d^Tt  8ti 

8pi' 

8V 
8/?i  8m 

1.  f  <«> 

8if;\ 

Quoique,  dans  la  theorie  de  rint^gration  des  equations  aux 
döriv^es  partielles  du-  premier  ordre ,  nous  n^ayons  pas  occasion 
de  rencontrer  les  deriv^es  d'ordres  superieilrs  d^  {q>,  i\f\  remar- 
quons  cependant,  en  passant,  la  forme  tr^s-simple  de  leur  expres- 
sioD,  semblabie  ä  celle  que  Leibniz  a  donn^e  pour  la  valear  de 

d'^,q){x)ilf{x) 


dod^ 


La  formule  (9)  doone,  en  effet, 

8* 


dir^-  W'  V  +^  \W  du)  +  V^'  8i?/ 

On  conclut  de  iä,  par  la  m^thode  ordinaire  de  d<$inoostration  des 
propositions  tronvtfes  par  analogie,  qae  Ton  a 


8m» 


«(n— 1)  /S»-«  y      8Vv 

+    1.2    va«»-«'   8«v 

n(n— 1)  /'aV      8»-''»\ 
+  -^.+      12     V8«*'     3w^-V 

+  "V8ii'     8i^i=iy  +  i,'''    8iF/ 


§.  17. 


Les  formales  gönörales  du  paragrapbe  pr^cedeot  s'appliqaent 
d'une  maDi^re  tres- simple  ä  la  demonstratio!)  de   tous    les  theo- 
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reroes  sur  lesquels  est  Fondue  la  noavelle  niöthode  pour  {'In- 
tegration des  ^quations  aux  d^riväes  partielles  de 
J  acobi. 


Th^ordme  I. 

39.  Soient  A,  ßy  C  trois  fonctions  des  variables  jti  , . . . ,  Xn, 
Pif*.,  Pul  designons,  pour  abräger,  lenrs  deriv^es  partielles  par 
les  lettres  correspondantes  affectöes  des  variables  comme  indices 
inr^rieurs^  de  sorte  qu'on  ait 

M_^        i?-R        ^-r 

dxt  -  ^'i '   dxi  ~  "'i '   dxi  -  ^'i ' 

dA j         dB ^         dC ^ 

En  faisant,  dans  la  formale  (8), 


il  vient 


[A,  {B.  C)]  =  (A,  B^)Cp^-^{A,  Äp,)Cx, 

+ . . .  +  (^,  B,^  Cp„  -  {A,  BpJ  Cp^ 

-KA,  Cp^)B,^-(A.  C,^)Bp^ 

+  ...  +  {^,  CpJB,^-(A.  Cs„)Bp^, 


on 


(a)     lA,  (B,  C)]  =  2i 


{A,  B,.).  C. 
(A,  ßf^i  Cp. 


-Si 


(A,  CWj),  Bxf 

{A,    (ypf)t    Bp 


Ed  permutant  circulairement  les  lettres  A,  B,  C,  on  trouve 


(6)     [B,  (C.  A)]  =  2i 


(B.  Cxf),  A,^ 
(ß,  Cp.),  A,^ 


-St 


(B,  A,^),  C, 


Od  pourrait  obtenir  de  la  m^me  roaniere  l'expression  de 
[C,  (A,  B)};  mais  il  vaut  inieuz  employer  pour  cela  an  autre 
moyen.    En  vertu  des  formules  (1)»  (9)  et  (4),  on  trouve 
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(c)     [C.  {A,  B)]  =  Ui 


=  2i 


I  dC      d(A,  ß) 
Bxi'        dxi 

dC      8(A  B) 
Bpt  *         dpi 

Cx^9  \Ax^»  B) 
Cp^.,  \Ap^t  B) 


+£* 


Cx^9  (A,  Bx^) 
Cp.,  (A,  Bp.) 


£n  ajoutant  les  ägalites  (a),  (6),  (<?),  on  remarque  imm^diatemeiit 
que  dans  la  somme  totale  des  seconds  niembres,  Ü  se  produit 
des  röductions.  En  effet,  la  premiere  somme  du  second  membre 
de  (a)  dötruit  la  seconde  somme  du  second  membre  de  (c),  et  la 
seconde  somme  du  second  membre  de  (6)  la  premiere  somme  du 
second  membre  de  (c).    On  a,  d*apr^s  cela. 


(a') 


[A,  (B,  Q]  +  [Ä,  (C,  A)]  +  [C,  (A,  B)] 


=  ^« 


(£?,  Cxf)f  Ax^ 

(B,    Cp^y    Ap. 


-£i 


(A,   Gr^.),   Bx. 

(A,  Cp.),  Bp. 


On  en  tire^  en  permutant  circulairement  les  lettres. 


(6') 


[B,  (C.  A)]  +  [C,  (A,  ß)}  +IA.  (B,  Q] 


=  -£. 


(C,  Ax^,  Bx. 
(C,  Ap^),  Bp. 


-2i 


(B,  Ax.),  Cx. 
{B,  Ap^),  Cp^ 


(C) 


[C,  (A,  B)}+[A,  (B,  C)]  +  [B,  (C.  A)] 


=  2i 


(A,  Ä,,.),  Cs. 

(Ay      Bp^)f      Cp. 


^2i 


(C,  Bx^),  Axi 

(Cy       Bp.)y     Ap. 


Ajoutons  les  ^galit^s  (a'),  (6')»  (c%  en  remarquant  que  lears 
Premiers  membres  sont  identiques;  que  dans  les  seconds  mem- 
bresy  en  vertu  de  la  premiere  formule  (4),  les  sommes  se  rödui* 
sent  deuz  a  deux  ä  une,  et  qu'en  vertu  des  formules  (9)  et  (1)^ 

La  l**'  somme  de  (a')  +  la  2®  de  (c')  donnent  Texpression  de 
-[^,  (By  OJ; 

La  V^  somme  de  (ö')  +  \a  2«  de  (a')  donnent  —  [By  (C,  A)]; 

La  P«  somme  de  (cO  +  la  2«  de  (6')  donnent  —  [C,  (A,  B)]. 

II  vient  alors 


_i 


mx  dHivees  partielles  du  pr emier  ordre,        Ch,  IV,  $,  17,    327 

3{[^,  (Ä,  C)]  +  [B,  (C,  il)]  +  [G  {A,  B)-\\ 

=  -{[.!,  (Ä,  C)]  +  [Ä,  (C,  il)]  +  [C,  M,  Ä)]l, 

et  par  suite 

[A.  {B,  0]  +  [fi.  (G  ^)]  +  [C,  (.1,  Ä)]  =  0. 

Noos  voyons  par  lä  que  le  theor^me  exprim^  par  ridentit^ 
pr^cedente,  et  qui  forme  le  principe  fondamental  de  la  nouvelle 
m^thode  deJacobi«  se  tire  immädiatement  et  tr^s - simplement 
des  propri^t^s  ^l^mentaires  de  Telpression  (9,  tf;). 

Passons  ä  la  d^monstration  d'aatres  thäor^mes. 


Th^ordme  11« 

40.    Soient  n  equations  « 

(Ä)  H  ^=-  a^    /fi  =  01».  ..*    Hn—i  =  «n-i. 

^i  0]9.>5  an— 1  d^signant  des  constantes  arbitraires,  et  H,  /ff^..,  Hn-^i 
des  fonctioDS  des  variables  :ir|,...,  x^  P\9*"y  pn,  v^rifiant  identi- 
qoement  les  conditions 

(Hi,  Hk)  =  0, 

pour  toutes  les  valeurs  des  iodices  i  et  k,  prises  dans  la  s^rie 
0,  1,  2, ...  9  12  —  1 , 

Nons  alloos  d^montrer  qu'en  tirant  du  Systeme  des  äquations 
precedentes  les  valeurs  de  /^i,...,  pm  ces  valeurs  satisfont  iden- 
tiquement  aux  coDditions 

9gt  _  dpk 

poar  toutes  les  valeurs  des  indices  i  et  k,  prises  daos  la  s^rie 
J)  ^, ...^  n. 

Snpposons  qu'au  moyen  des  öquations  (h)  on  ait  obtenu  les 
valeurs 


> 


■0 
pi  ==  Fißii . . . ,  a:«,  «9  Ol, ... ,  an—i)  9 

pu  SS/CoTi,...,  SCm   a,  «1,...,  On-i)' 

Si  Ton  consid^re  a,  iii,....^  an—i  comme  des  fonctions  des 
variables  ar^,...^  asn,  Pw»3  pn  d^termin^es  par  les  Equations  (A), 
OD  trouve,  d'apr^s  la  formule  (6), 
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[F.  n  =  (F.  f)  +;2,  { (F.  a,)-g  -  if.  aO  g) 

^     (dF  df       HF  df\, 

+ '^''*  i  äHi  ä^»  -  8^  äi^  1  (««•'  «>■ 

Mais,  en  substituant  les  valeurs  a=^,...,  On-i^^Hn—i,  la  fonc- 
tion  F  se  change  en  pt^  la  fonction  /^en  /7it,  et  le  preroier  niembre 
de  r^galit^  prec^dente  prend  la  forme  [pt^  pic]\  par  suite,  il  est 
identiquement  egal  ä  zäro.  Le  premier  terme  du  second  membre 
est  aussi  nul,  puisque  Texpression  {F,  f)  est  formee  en  conside- 
rant  a,....^  ^n— i  conime  des  constantes,  et  que  les  fonctions  F 
et  f  ne  contiennent  pas  explicitement  les  variables  pi,....>  pn- 
Le  troisi^me  terme  du  second  membre  est  nul,  par  suite  des 
eonditions 

{au  ük)  =  {Hu  Hk)  =  0. 

Donc  le  second  terme  du  second  membre  doit  ^tre  aussi  nul, 
c'est  ä-dire  qu'on  aura  identiqement 

^.•{(F.«.)£-(A«.)g}  =  0. 

Le  premier  membre  de  cette  inegalite  peut  se  mettre  sous 
une  forme  plus  simple^  en  substituant  les  valeurs  de  (F,  ai)  et 
de  (fy  ai).     En  effet,  on  a 

eFSo^        dF   da_  ,  ^  ^  dF    da 

(     ,    a;  —  g^^    g^^  g^^    gp^    +••+  g^^  g^^  +••+   g^^    gp^» 

dFdon^i       8F8gn-i.      ,  dF  ian^i  dFdau^i 

(/',   «n-l)  -g^^    g^     +  g^^    g^^   +•   +8a;it    dpk  ^   ^dXn    dpn  ' 

Ajoutant  ces  egalites,   apres  les  avoir  multipliees  respectivement 

par   ö-  , . . .  ,    ö — —  ,  il  vient 
'^       oa  can—i 

$  

Bxk  vSa  3;»i      •  •  •  •  +  ga„_i   3^^  y 
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Hais  81,  dans  Täquatiop 

DouB  avoDS  ^gard  aux  ^galit^a 

a  =  H.    ff,=J5f......    a,_,=Ä„_,, 

cette  ^uation  devienl  alors  identiqae.  En  la  diff^renliant  pai 
rapport  ä  faoe  quelconque  p  des  qoantil^s  pi p»,  on  troave 

^-  ^  ??   .         +  JL  ^""^ 
dp       da  dp      ••••T  g„,^,     gp  ' 

et  U  est  clair,  d'aprea  ceta,  que  le  second  membre  se  r^duira  ä 
i'anitri  si  p  =  pt,  tandis  que  dans  toas  les  antrea  caa  il  ae  r^ 
duira  4  t^ro.     Par  cons^uent 


^'"••"OÄ-K 


On  d^monlrtfra  de  m£me  qne 


On  a  doDC  l'ideDlit^ 


ce  qu'il  falfail  d^montrer.  . 

Ed  rertu    de  ce  qui  a   ete   ötabli  (gg.  II  et   15)  et  du  tb^a- 
renie  pr^cedent,  od  doit  considerer  les  ^quations 

|t-|J=o    .,<«„//.)  =  « 

comnie  des  cous^queaces  r^ciproques  les  unes  des  antres,  et  Tod 
peut  prendre  les  secondes  aussi  bien  que  les  premi^es  ponr 
cooditions  d'int^rabilit^  de  l'exprassion  differentielle 

p,(tc,  +ptdx2  + ...  +p»da:n. 

Jacobi  doune  eucore  deux  autres  fotmules  pour  les  C' 
tions  d'iot^grabilit^ ,  qne  dous  ailoss  etablir  par  le  mäme  m 
que  la  pr^cedente. 

Theoreme  III. 
41.    Ea  coDserrant  les  bypolh^ses  du  Tb^r^rae  ptici 
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imaginons  que,  k  Taide  des  syst^mes  d'äqaatifms  (A),  cbacune 
des  n  premi^res  quantit^s  de  la  s^rie 

P\*  P29  PZ9'''*  Pni  ^u  ^ft>  ^8»«'«>  ^n 

soit  exprim^e  eo  fonctioo  de  toutes  les  variables  qui  la  suivent 
dans  cette  särie»  et  du  nombre  necessaire  de  constantes  prises 
dans  la  suite  a»  di».*.,  ün^i;  et  supposons  qu'oti  ait  ainsi  trovv« 

Pi.'^^ipii-lf'»  Pn»  ^i>.«.>  ^Jif   O9  ö|,...,  «Tf-l)  =  0, 

Pk — fipk-^-h^'^y  Pn,  ^i>...,    a?ji,  a,  a|,...,   «Ir-l)  =  0, 

pour  t<A;. 

Nous  allons  d<$moDirer  que  les  premiers  membres  de  ces  ^qua- 
tions  satisfont  identiquement  ä  la  conditioo 

(Pi-F^pk-n^o, 

pour  toutes  les  valeurs  de  £  et  de  A;  comprises  dans  la  suite  des 
nombres  l,  2,,,.,  n.  ^ 

m 

En  consid^rant  a,  Oi,,,,,  an-i  comme  des  fonctioiis  des  va- 
riables^ d^terminees  par  les  equations  (h),  nous  aureus,  en  vertu 
de  la  formule  (5), 

[F.  n  =  (F,  /)+     -S     (F,  llm)g^-     £     (/;   Clm)g— 

m=0  ^am        n=0  ^^rti 

m=0       /laO      <^Am  <^A' 

En  substituaut  les  valeurs  a^zzH^  a|=:lf|,...,  la  Tonction  F 
se  changera  en  pt^  la  fonction  f  en  pik,  et  le  premier  membre  de 
la  dernidre  ^galit^  prendra  la  forme  [pu  Ph]\  II  sera,  par  consö« 
queiit,  identiquement  nuL  Le  dernier  terme  du  second  merobre 
est  nul,  en  vertu  sie  la  condition 

On  a,  par  suite,  identiquement 

w=*-i  Sf      «=«"-1  3F 

o  =  (F, /)+  £  (^*««)^-  -L^'''->ar- 

111=0  ^^f»  m=0  vflw 

Les  denz  sommes  du  second  membre  de  cette  egalite  peu- 
vent  se  ramener  k  une  forme  plus  simple.  Pour  cela,  prenoos 
ie«  ^alitäs 
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C"'  ^)=     8^1  5^  ^^  •  •  •  "**  dxn  dpn 

dFda__        __  aF  8a 


dFdak^t^         ^BFdai^i 
(F,  a*-i)  =     gj^  -g^  +  •  •  •  +  ao:«    a/i« 

BF  dak^i  _  BF  Bak^i , 

^  '^Bpi    Bxi       '"      Bpn  Bxn  • 

Bf  Bf         ,    .    , 

multiplious  le«  respectivement  par  g^»  •••>   g^TT^»    ®*  ajouions- 

\es,  ce  qui  donne 

f||=rjb-l  Sf 

£     (F,  llm)g^ 
m=0  ^^"" 

BF   /^    Sa  Jf_  Sak-i\ 

=      a^r,   V,aa    äjS    +  •    •  +  8at-i    3;»,  / 

BF   rSf    da_  Bf_  Bak-i\ 

+  8a:„  \B<^    Bpn   +  •  •  •  +  3flt-i    a/>,  J 

BF  f¥j!L.    .        4.  JL  ^Eh=}\ 

BF  /Bf    Ba  Jl^  Bn-i\ 

~  Bpn  \Ba    Bxn   +  •  •  •  +  Bak-1   Bxn  )' 

Mais  si  Ton  fait  a  —  H,  ai=Hi,....,  r^quation  /■=pt  se 
changera  en  ideotitä,  et  en  la  difförentiant.  ou  aura 

3a     Bpi  ^    "  • '*' Bak-i   Bp,    -"' 


5a8/>*-i'''  ■ '  ■      3a*-i  3pt-a        ' 

Bf     Ba_  Bf    Bak-i  _  . 

Ba    Bpk^'  "  +8«-i   Bpk   ~   ' 

8fja_  _§^  a«-i_ Bf_ 

BaBpk^i  +■••■*■  Bak-i  Bpk+i  Bpk+i' 
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8/*     &£  df    dak-i  Sf 

da    dpn      •••"*'  3fljfc_i    dpn    ""       8p« ' 

Sf    da  df     dak-i Sf 

SaSxi^i      •••'»'  öciit-i  3:rt+i  ""       dxi^i' 
/  •••■••••••••••••••••« 

S_f     da  ^f_  dttk^i  ==  —  ^. 

da     dxn  '•""*"  dak-i    dasn  dxn 

D'apres  cela,  on  peut  donner  ä  T^galit^  |!yr^c^dente  la  forme 

„,==0       *    ^  dam^  dxk       dxh^idpk^i      ""       dxn  dpn 

JF^  _§^  .^^. 

dpi^i  dxi^i  +••••  +  Qp^  Sa:u 

En  changeant  F  en  f,  k  en  i,  et  vice  versa^  il  vient 

m=Q  8(?m "~  dXi  dXi^x  dpi^l        * "  *        SoT«  dpn 

^f_  _dF_  ,K^ 

dpk\-i  dxk+i  ^^  •  •  •  •  "*"  g^^  Sar«' 
Oo  tire  de  lä,  par  soustractien^ 

On  aura  donc  ideotiquement 


ou 

dF_ 
dxk 


-8l-('''/^=-[(^'/^-£+ä=0' 


c'est-ä-dire 

(F-pu    f-pk)  =  0. 

JNous  demontrerons  absolument  de  la  m^me  maniere  cet  autre 
thöoreme,  ^galement  n^cessaire  pour  ce  qui  doit  suivre: 

TMordme  IT. 

42.  En  conservant  les  conditions  des  deux  tb^oremes  pr^' 
c^dents,  supposons  que,  parmi  les  ^quations  (h),  on  prenne  tn 
t<|iii«tions  quelconques,  par  exerople  les  m  premi^res. 
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H  ^=^  a.  Hl  z=:  Ol,,..,  Jffm—l  =  Om—ls 

(en  sapposaot  Daturellement  fii<7t).  Au  moyen  de  cee  ^quations, 
nons  pourroDS  exprimer  m  quelconques  des  quantites  pifP^^yPn 
en  fonction  des  n — m  autres,  des  variables  Xi,,..,  Xn  et  des  con- 
staotes  Of  0|,...,  Hm— i.  Concevons  qu'on  ait  d^termin^  de  cette 
mani^re  pj,  p^,...,  pm»  et  soient  i  et  k  deux  nombres  queleon- 
qoes,  noo  plus  grands  que  fit.    Supposons  que  Ton  ait 

Pi  —  9>(arj,...,  ar«,  pm-fi»***»  P»>  «»  Oj>»«->  Om— 1)=0, 

pjfc — ^ipCif..,  Xn*  Pmi-ly'9  Pn,   O,   Ci,...,   atn—l)  =  0. 

Noos  atlons  di^montrer  que  Jes  premiers  membres  de  ces  öqna- 
tions  satisf#fit  ä  la  conditlon 

{Pi  —  ffy  p*— '^)  =  0. 
fift  effet,  en  faisant 

on  a,  par  la  formule  (6), 

/89>  8t       8?)  8t\ 

+ ^'''  i.8^  8^  -  äs;  8^;/'^'  "•^- 

Hais^  par  la  Substitution  des  valeurs  de  a,...,  Hm—i»  le  premier 
membre  et  le  dernier  terrae  du  second  merobre  de  cette  egalite 
se  röduisent  ä  z^ro;  donc 

Oo  a,  de  plus, 

dq)       da  dg>       da  d^      da 

d<p        8a  89        da  d<p      da 


8/>m+i  8ariii4-i         8/9m-f  2  8arm+2  8/?«   *8arii' 


.8g?    8i1ct-i  89    8am-i    .           ,  89  ^^m-l 

(g»,  a„_i)  =        g^^   -g^  +  g^^  -g^  +  ....+  g^^    8^^ 

8^    dam^i  8g>     8am— 1  8y  8am— 1 

8pm-f  1  Sxm^l  dpm-\'2  8:rm4-2        " "  Bpn    Sxn 
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£n  ajoutant  ces  ^galitäs»  apr^s   les  avoir  multipli^es  respective- 

iib  S'üf 

ment  par  ^-9. ..»  k >    et  mettaot  eo  facteiirs  commuDS,  dan« 

^      da  oam-i 

le  second  membre,  les  d^riv^es  partielles  de  979-00  verrat  abso- 
luroent  comme  dans  la  demonstration  du  theor^roe  pr^c^dent,  que 

les  omltiplicateurs  de  g— «•••»  -k^  soot  nuls,  ä  Texceptioo  du 
multiplicateur  de  0 — $  qui  est  ^gal  ä  i'aiiit^.  Les  multiplicateurs  de 

o<p  B<p  d(p  d(p 


deviennent  respectivement 

Bpmi-l  '  *  Bpn  *  BXm-{'l    '  *     *  3^«  * 

ce  qui  donne 

'=*"""*  Bip 8g)  8q>         Bilf  Bip    Biff 

r=o  Bar ""  Bxk      Bxm^i  Bpm^i       '  *  *  ""  g^^  Qp^ 

Bg>        8t^  8^  8^ 

Bpm-^l  Ba^m^l    "*■•••"•■  Bpn  Bxn 

En  changeant  fp  eu  ^^  k  en  t,  et  vice  versa,  il  vient 

,      Bijf        dg>  Bip   Bq> 

8pm-\-l  Bxm^l  ■"•""*"  Bpn  BXn 


Si  Ton  retranche  ces  ^galit^s  l'une  de  Tautre,  on  trouve 

r=m— 1 

2 

r=0 


r{(.."')S-«..-)i?,}=fe-g-^(».*). 


En  substituant  le   second  membre  de  cette^  ^galit^   au    premier 
dans  r^quation  (or),  nous  aurons 


c'est-ä-dire. 


fe-S-<9'''^)=0' 


ipi-^fp,  pt  — ^)  =  0. 
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Chapftre  V.  '  ^ 

§.  18. 

43.  Les  propositions  dämonträes  dann  les  deux  paragraphes 
pr^edents  peuveiit  ^tre  consid^n^  c^Atme  des  ^emmeg  aaziliat« 
res.  Ces  lemraes  ^taiit  ^tabli»^  nous  poorroiis  iiiaintenant  exposer, 
Sans  faire  de  digressdoiis ,  la  methode  de  Jacobi  pour  ritit^ra* 
tioD  du  Systeme  des  ^quations  (6)  da  §.  15,  ä  la  räsolutioo  duquel 
nous  avons  ramenö  notre  probleme  de  rint^gration  d*une  ^quatioii 
aox  d^rivees  partielles  du  premier  ordre  a  un  nombre  quelconque 
de  variables  iud^pendantes» 

Nous  exposeroiis  d'abord  cette  methode,  en  nous  servant  seu- 
lemeiit  des  theoremes  1  et  II  du  §.  17;  puis  nous  ferons  voir 
comraent,  ä  l'aide  des  th^or^mes  III  et  IV,  on  peut  siniplifier  et 
coropleter  la  thäorie  de  ce  probleme. 

44.  En  vertu  de  l'^quation  donn^e  aox  däriv^es  partielles  du 
premier  ordre 

il  faut  d'abord  d^terminer  nne  äquation  de  forme  analogue 

^1  {^i>  •  •  •  *  ^»>  Pu  •  •  •  >  Pn)  =  ^i» 

dans  laqnetle  Oi  d^signe  nne  constante  arbitraire,  et  Hi  une  fonc- 
tion  inconoue.  Cette  fonction  doit  etre  d^terminöe  de  mani^re  ä 
satisfaire  ä  F^quation  lin^aire 

dffi   dB     8^1  M==0 
"*"  öar«  dpu      dpn  dxn  "" 

D'aprds  cela,  en  prenaot  le  Systeme  d'^quations  simultanees  aux 
diff^ren tielles  ordinaires 

(  \  rf^i      _  — dpi   ^^      dxn     -^dpn 

^^^  dH    '^     dB dH    ^~W~' 

dpi  dXi  dpn  OXn 

et  döterminant  une  de  leors  inti^grates 

A  (*!>•••»  ^n>  Pi9» . .»  Pn)  =s:  Const., 
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nous  pourrons  poser  ^|=/i;  et,  en  designant  par  ai  la  cod- 
stante  arbitraire,  nous  aurons 

^  Ä  =  a,     Äi  =  /i  =  Ol. 

45.     On  devra  ensuite  determiner  requatioii 

dans  laquelle  02  represente  une  constante  arbitraire,  et  H^  une 
fonctioii  inconDue,  qu'il  faudra  choisir  de  maniere  ä  satisfaire  aux 
deuz  öquations  linäaires 

(2)  (Wa»^)  =  0,    (^a,  A)  =  0, 

dont  l'une  est  identique  avec  l'^quation  (1)^  et  l'autre  se  dedait 
de  (1)  par  le  cbangement  de  H  en  /|. 

En  s'appuyant  sur  le  Theoreme  I  (§.  17)»  Xacobi  a  demootr^ 
que»  si  l'on  connait  l'integrale  de  l'une  des  equations  (2)^  od  peat 
trouver  la  Solution  commune  de  ces  deux  Equations,  par  rinte- 
gratioo  d'une  öquation  lin^aire  auxiliaire  oü  le  nombre  des  varia- 
bles est  moiodre  que  2». 

On  commencera  donc  par  determiner  une  integrale  de  Tooe 
des  Equations  (2).  Si  Ton  prend  une  integrale  de  la  premiere, 
cette  integrale  devra  ^tre  differente  des  deux  integrales  dejä  con- 
nues  If  =  a  et  /^  =  a^.  Supposons  que  cette  troisieme  int^^ 
grale  seit 

<p(^i»"'9  opm  Pi9' ..,  pn)  =  const. 

Par  des  substitutions  successives  dans  le  premier  membre 
de  la  seconde  des  Equations  (2),  on  obtient  les  fonctions 

(8)        i^^'  ^*^  ^  ^*'    ^^^'  ^*^  ^  ^^    ^^^  ^^^  ~  9^3» •— 

Cette  Suite  peut,  en  g^n^raU  se  prolonger  ind^finlmeot;  mais  si 
le  r^sultat  d'une  de  ces  substitutions^  <pi  par  exemple«  est  ögal  a 
une  constante^  la  suite  s'arretera  ä  ce  terme. 

Nous  allons  dömontrer  que  les  fonctions  g>i>  9>2>  9^3»*-  satis- 
font  loutes  k  la  premi^re  des  Equations  (2).  Pour  cela,  prenoos 
Tidentite  donn^e  par  le  Theoreme  I, 

[A.  (B,  C)]  +  [Ä,  (C,  A)]  +  [C,  (A,  ß)]  =  ü, 

et  posons  A^H,  ß=zfi.    Alors  cette  identite  prendra  la  forme 
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[H.  ifi.  C)]  +  [/;.  (C,  H)]  =  0. 
£d  faisaot  maiiitenant  tour  ä  tour 

on  troave  successivemeot  tes  identit^s 

[H.  (A,  <p  )]  =  (Ä,  g,,)  =  0. 
[H,  (A.  9>i)J  =  (Ä,  q,^  =  0. 
[H,  (/•„  ^a)]  =  (Ä,  9>,)  =  0, 


qui   ddmontrent  le  theorerae. 

46.  De  lä  r^sulte,  comme  consequence  evidente^  une  codcIu« 
sion  tr^s  -  im por taute,  relative  aux  Integrales  du  Systeme  des  equa- 
tiODS  (a),  et  qui  est  connue  sous  le  nom  detb^oremedePoisson. 

Si  Ton  pose,  en  effet, 

qpi  =  const.,     cp2  =  const.,     q>^  ==  const.,...^ 

OD    obtiendra  des  integrales  des   equations  (a)  (§.  9).     Par  suite, 
connaissant  deux  integrales  de  ces  equations, 

f^  =z  const.,     (p  ==  const., 

distinctes  de  ^  =  const.,  nous  en  obtiendrons  uue  troisieme  eu 
posant 

puii!>   uiie  quatrieme  en  posant 

[fu  (fu  9>)]  =  const., 
et  ainsi  de  suite. 

Pour  ne  pas  nous  ^carter  de  notre  objet  principal,  nous  nous 
bomerons  ici  ä  ces  remarques,  nous  räservant  de  revenir  plus 
tard  sur  le  theoreme  de  Poisson. 

47.  Comme  les  equations  (a)  n'ont  que  2n  —  1  integrales 
distinctes,  il  s*ensuit  de  lä  qu'en  prolongeant  indefiniment  la  suite 
(/3),  on  ne  pourra  obteoir  toujours  des  fonctions  distinctes,  et  qu*on 
devra  necessairement  finir  par  rencontrer  une  fonction  qui  seit 
elle-meme  une  fonction  des  integrales- dejä  trouvees.  Soit  g>i  la 
premiere  fonction  qui  soit  dans  ce  cas,  zdevant  etre  <2n.  Posons 

Theil  li.  23 
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II  serait  inutile  de  prolonger  la  saite  {ß)  au  delä  de  la  foncfiong),, 
puisque  de  cette  maniere  on  n'obtiendrait  pas  de  nouvelles  inte- 
grales.    Ed  effet^  par  la  formule  (8)  du  §.  16  (art.  37),  od  a 

gp.+i  =  [F,  /i] 

8F  SF  8F 

dp 
+  (9'i-i,  f\) 


S^t- 


1 


8F  3F 

=  0  +  0  +  ^1  K-+...  +  F(Ä,  /i,  y,..,  gpf-i) 


d*oü    il    resulte   ^yidemment  que  ^i^-i    s'exprime  au    moyen  des 
seules  variables  H,  /i,  g?,...,  g>i-i. 

48.  Proposonsnous  maintenant  de  trouver,  s'il  est  possible, 
une  foDction  des  integrales  däjä  obtenues  H^  /*|,  9,  9i9-*»  9'i-i) 
teile  que^  substituee  ä  la  place  de  Ht^,  eile  satisfasse  aux  eqaa- 
tions  (2).     En  d^signant  par  f^  la  fonction  cberchee,  et  posaot 

011  trouve  que,  en  vertu  de  la  formule  (8)  du  §.  16.  (art.  37),  les 
Premiers  membres  des  ^quations  (2)  prennent  la  forme 


(A,  /i )  =  (H,  A)  H  +  (A,  /i)^  f  (g>,  A)^ 

et,  coTume  on  a  identiquement 

(g^i,  Ä)  =0,...,  '  (g>.-i,  Ä)  =  0, 

'^Hation  (^2,  H)  =  0  sera  satisfaite  pour  ^2  =  A»   quelle  qae 
^«•^    U   fonction  A,    comme    on    pouvait    d'aillears     le    prevoir. 
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Lequation  {H^»  fi) =Q  se  iv2Ln^{oTmet  par  ces  substitations,  en  cette 
aotre  equatioii  liii^^ire 


(y) 


8/; 


^F{H^fx,  q>,  9i,  ..,  9^«*-0 grr;^  =  0, 


renfermant  seulement  les  nouvelles  variables  H,  f^,  q>y  g>|v»  9t-i» 
et  (Joü  les  anciennes  variables  a:i,.,,a:n,  pi,.., /?«  sont  elimio^es. 

Dans  l'equation  ()'),  H  ei  fi  pourront  etre  consid^r^es  comme 
des  coiistantes,  puisque  cette  equation  ne  eontient  pas  les  däri- 
vees  partieiles  prises  par  rapport  ä  ces  variables.  On  peut  donc, 
dans  la  fouction  F,  remplacer  H  et  /i  respeetivement  par  a  et  a^. 

II  nous  sufBra  de  determiner  une  integrale  particuli^re  de  Fe- 
quation  (y),  oo  uoe  des  integrales  du  Systeme  d'äquations  simul- 
tariees  aux  differeiitielles  ordinaires 

dq> dtpi dtpi—^ dtpi^x 

que  Ton  peut  remplacer  par  une  seule  equation  aux  diff^rentielles 
ordinaires  d'ordre  i—X,  Si  Ton  introduit  une  nouveÜe  variable 
aiixiliaire  x,  en  ^galant  ä  dt  la  valeur  commune  des  rapports  pre- 
cedents,  ce  Systeme  pourra  etre  remplacä  par  une  equation  diffe- 
rentielle  ordinaire  d*ordre  i,  mais  d'une  forme  comparativement 
plus  simple. 

£n  effet,  si  Ton  pose 


dx  = 


d(p dtpi dq><i  __         dq>i-.2. dq>i^i 


9i 


9a 


93 


9>i-l 


F    ' 


il  vient 


dq> 
dv 


=  9>i- 


d(pi       d*(p 


dr 


dx^ 


dq>^  __  d^(p 

^*'     ~dr   -  d?  —  ^3' 


dcpi~.2       d^-'^cp 


•  f 


dt 


C/T«-1  ' 


^^     =  ^^  ^<^'  "i'  9»  9i>"-9  9«-i)» 

d'oü,  en  substituaot,  dans  la.derniere  equation^  ä  qpi«...*»  9i-i 
leurs  vaieurs  tir^es  des  pr^cedentes,  on  tire  i'öquation  aux  diffe- 
reotielles  ordinaires,  d'ordre  i,  que  oous  avons  annoncee  plus  baut. 


i 
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di<p  (  d>p  rf-'-V^ 

Supposons  qu'une  des  integrales  pretni^res  de  cette  derniere 
equatioii  Boit 

"("■S vS)  =  '°''"- 

Si   l'on   y  eubstitue  pour  ■^^.■■■.  ~7T-^  '*"'^  valents,  II  vient 
0(qi,  9|,.,.,  ^i-i)  =  Goiist., 

el  l'on  ponrra  poser  f^  :=  (fr.  En  d^signant  mainlenant  par  a^  h 
constante  arbitraire,  on  aura  d6jk  les  (roiä  ^quations  aus  d^nvefs 
partielles  du  premier  ordre 

»*.,    lt,=f,  =  <,„    B,  =  A  =  «!. 

satisfaisanl  aus  conditioos  voulues. 

*  49.  Kemnrqne  I.  Si  dans  la  särie  des  fonctiuns  q>i,  <p^-, 
q>i~i,  ipi,  la  derniere  <pi  est  =  0,  il  est  Evident  que  l'avant  der- 
nlöre  rpi^x  sera  l'integrale  cherch^e,  conimune  aux  equations  (3). 

Si  tpi  est  ägale  ä  une  constante  K,   alors   la  Solution  se  sim- 
squ'oD  a,  dans  ce  cae. 


<Pi- 

dm- 

tir«, 

cn 

inWgranl, 

2KW-2  - 

fi 

-1*  = 

dans  ce  cas  il  faut  que  i  soit  plus  grand  qne  I;  car 
:  la  metbode  pr^c^deote  pour  ddteTininer  /^  ne  serai' 
icable.  Supposons,  en  effet,  <pi  =  K ,  K  etant  une  con- 
nn^e  ou  une  fonction  de  g>;  alors  l'^quation  (y)  prend  la 

niitre  qu'aucuoe  fonclion  de  la  seule  quantil^  ip  ne  pent 
integrale  commune  des  dens  äqoatinns  simnltan^es  (3)- 


aKX  derMes  parHellet  du  premfer  ordre.  Ch.  V,  g-  iS.    34] 

En  pareil  cas,  il  Taut  commencer  par  dätermmer  un«  integrale 
de  la  secoade  des  äquations  ('2), 

(»„/■,)  =  Ol 

ou  bien  d^terminer  niie  integrale 

6{xi,...,  Xn,  Pi,---,  p»)  =  conat 

de  la  premi^re  ^quatioo  (2),  diff^rente  des  intägrales  H=:a, 
^  =ai  et  tp  =:,G0D8t. ;  on  encore  suivre  la  m^thode  que  rious 
exposeruDs  plus  bas. 

Si  riotrigrale   6  =  const.  ae  trouvait  dans  le  mäme  cas  que 
riotegrale  qi neonat,  c'est-ä-dire,  si  Ton  avait  las  deux  identit^s 

(9, /-,)=*:,  (ö, /!)  =  /-, 

K  et  1/  ölant  des  conatantes,  du  des  fonctions  quelconques  de 
tp  et  de  9  respectiTemenl ,  alors  la  Faleur  de  //,  s'obtiendrait 
tr^-aimplemenl.     Si  l'on  pose,  en  effet, 

on  trouve  que  les  premiers  merabres  des  äquations  (2)  prennent 
la  forma  ' 

mais,  comme  on  a  les  idenlit^s 

(y,  H)  =  0,    (e,  H)  =  0,    (9,  /i)  =  K,    (6,  /j)  =  L. 

la  premi^re  des  equatious  (3)  est  alois  satisraite  par  une  forme 
quelconqne  de  la  fonction  /*«,  et  la  seconde  de  ces  ^quations  pread 
la  forme 


t  d^signant  une  fonction  arbitraire. 

50.    Au  moyen  des  trois  ^quations  connues 
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H  =■  a,     ^1  ;=  /*!  rt:  ai ,     H»i  ;i=  /a  =  a.^, 

on  en  determinera  une  quatrieme  ^3  =  03,  a^  desii^nant  une  con* 
stante  arbitraire,  et  la  fonction  £f»  devant  ^tre  caiculee  de  ma- 
niere  ä  satisfaire  aux  trois  öquations   linöaires  simultanöes 

(3)       («3,  m  =  0,  (^3,  A)  =  0,  (^3,  u)  =  0. 

Cberchons,   d'apres   la  methode  que  nous  venons  d'exposer, 
une  integrale  commune  ä  deux  de  ces  ^quations,  aux  deux  pre 
mieres,  par  exemple.    II  suffira  pour  cela  de  determiner  une  autre 

integrale  premiere  de  röquation  ^-j  =  F,  differente  de  <P  =  con8t. 
ßepr^sentons  cette  integrale  par 

il  s'agit  d'en  deduire  une  integrale  commune  du  Systeme  des  trois 
equations  (3). 

Pour  cela,  par  des  substitutions  successives  dans  le  premier 
membre  de  Töquation  (H^,  f^=:zO,  formons  les  expressions 

Dans  la  suite  des  fonctions  tpi,...,  tlfk,-",  on  devra  finirpar 
en  rencontrer  une  qui  s'exprime  au  moyen  des  prec^dentes.    Seit 

'tlfk  =  f (ip,  %,  1^2» '  •  • .  ^*-i) 
la  preiq/^re  des  fonctions  qui  soit  dans  ce  cas. 

On  verra,  absolument  comme  on  Ta  fait  plus  haut^  que  il)i, 
i/;^»«'*  sont  des  integrales  des  deux  premieres  Equations  (3).  Car 
si,  dans  Tidentite 

[A,  (B,  0]  +  [B,  (C,  A)]+[a  (A,  Ä)]  =  0, 

on  prend  d'abord  A  =  H,  B^f^  puis  Az=zf^,  B  =  f^y  on  aura  les 
deux  autres  identitös 

[HAU,  C)]  +  [A.  (C,  »)]  =  0. 

[/i.  (A.  C)]  +  [A.  (C,  A)]  =  0. 

En  y  faisant  successivement 

on  obtient  les  deux  suites  d'identites 
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[H.  (U   ^)]  =  (^1»    ^  =t:  0,      [/f,   (A,   t/^O]  =  (1//2.    ^)  =  0,. . ., 

[/i>  (/i.  ^)]  =  (*i.  A)  =  0»   [A»  (/2,  *i)]  =  (ti»  A)  -  0,..., 

qui  dämöntrent  le  th^or^nie. 

II  faat  ensoite  chercher  une  fonction  f^  des  variables  H,  fi, 
fit  ^}^i)*'*9  '*l>k—ii  qui^  mise  a  la  place  de  H^,  satisfasse  ä  toutes 
leg  trois  ^quations  (3). 

Or  on  verifie  aisement,  comme  au  n°  48,  que  les  dßux  pre- 
ini^res  de  ces  equatioos  sont  satisfaites,  quelle  que  soit  la  forme 
de  la  fonction  f^,  Quant  ä  la  troisi^me  ^quation  (3),  en  y  faisaiit 
^3=^/3»   eile  se  change  dans  Föqnation  linäaire  suivante, 

qui  ne  renferme  que  les  variables  tf;,  i/zj , . . , 'i/;it_i.  Si  la  fonction 
f  renfermait  les  variables  H,  /J,  /i,  on  pourrait  les  reniplacer  re- 
spectivement  par  les  constantes  a,  0|,  02,  puisque  T^quation  ne 
contient  pas  de  derivees  partielles  prises  par  rapport  ä  H,  fi  ou  f^. 

Ainsi  la  fonction  f^  doit  ^tre  determinee  conime  une  integrale 
particuliere  de  requätion  lineaire  prec^dente,  ou  comme  une  (tes 
integrales  du  Systeme  d'equations  simultanee» 

dt\)       d'^i  d'tpk-i 

aö  =  — —  =  — —  =z .  .  .  =  — w —  , 

ti         '^^  f 

0  designant  uoe  variable  auxiliaire:  ce  qui  conduit  finalement  ä  la 
recherche  d'une  des  integrales  premieres  de  Tequation  d'ordre  k, 
ä  deux  variables» 


d^tff 


.  /       d^  d^-*^\ 

=  fv^'  da""'  w^-0' 


dt^ 
Si  cette  integrale  est 

,     .  ,  ,  d'^  d^-^y\) 

en  y  substituant  les  valeurs  -p  =  i/;i ,... .,  "T-jfeZi  = '^f'^-i >    "ous 

pourrons  poser 

/g  =  ^'■(ii;,  if'i,...,  '^k-\)  =  eonst.  =  «3. 

Ainsi,  nous  connaissons  dejä  quatre  equatioos 
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satisfaisant  aux  conditions  (1),  (2)  et  (3). 

61.  Kemarqiae  2.  II  fant  observer  ici  que,  si  le  r^idtat 
de  la  premi^re  substilutioii  (*|/,  /\)  ou  ^,  est  Doe  fonction  de  f 
ou  une  conslante  quelconque  diff^rente  de  z4io,  la  nt^thode  pr^ 
cedente  pAur  la  determinatioib  de  /g  ae  trouvera  en  defaut,  comine 
dans  le  cas  dont  il  a  ^t^  questioD  dans  la  Remarque  I  (n°  i% 
relativement  ii  la  d^lermination  de  la  fonction  /^. 

52.  NoDS  avoiia  maintenant  surüsammenl  eapliqu^  la  marcht 
a  suivre  pour  determiner  euccessivement,  au  moyeD  de  la  fonctiot 
donoee  //,  les  fonctions  U, ,  H^...,  Hn-i,  satisfaisant  aex  con- 
ditions {Hi,  Hk)^0.  Ces  rorictions  ^tant  obteuues,  il  ne  resic 
plus  qu'it  tirer  alg^biiqueinent  des  equatiuDS 

tf  =  a,    H,=ai,...,    Ä_i  =  «._i 

lee  valeura  de  pi,...,  pn.     Ea  subatituaiit  ces    valeurs    dans  l'e- 
-     mlielle 

ds  =  Pi  dxi  +  p%dxz  +  •  ■ .  +  PadXn, 

jours  integrer  cette  ^quation,  poisque  les  fonctiou 
ent  remplir,  en  vertu  du  Theoreme  II,  les  conditioBi 
,  et  l'on  obtiendra  l'int^grale  compl^te  du  probl^mc 


z  =  f{xi,...,  x„  a,  fl„...,  a,_i)  +  an. 

ant  präsenter  l'essence  de  la  m^tbode  de  Jacobi 
la  plus  simple,  dous  l'avons  d^veloppde  en  praDut 
Tbäor^mes  I  et  II.    Mais,  dans  ce  mode  d'exposi- 

ins  rencootre  des  cas  oü  la  m^tbode  est  en  defant, 
avoDs   signal^s   dans   les  Remarques  I   et  2.    Ei 

ations  dont  l'integration  fait  coonaltre  les  fonction« 
SDOt  pas  encore  ramen^es  ä  leur  forme  la  plus  sin)' 

linalioQ  des  variables  superflues.  Nous  montreroni, 
qo'en  faisaitt  usage  des  Theorfemes  III  et  IV,  nous 

ins  plus  de  cas  oü    la   ro^thode   soit  en  defaut,  et 

Jons  k  integrer  pourront  etre  ramendes  ä  oe  plu 
le  nombre  minimum  de  variables.  Mais  auparavuil 
qu'il  ne  sera  pas  inutile  d'appliquer  la  ni^thode  de 

)  la  forme  que  nous  venons  d'exposer,  ä  qaelqi» 

[uationa  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre,  dt 

ent  int^grable. 


aux  dMvees  partieiies  du  premter  ordre,         Ch.  F,  $.  19,    345 


§.  19. 

54.  On  Foit  par  ce  qui  pr^ede  que  l'essence  et  la  princi- 
pale  difficult^  da  probl^me  de  rint^gration  de  r^qoation  aux  d^- 
riv^es  partielles  da  premier  ordre 

coDsistent  dans  la  deterniinatioo  de  it — 1   integrales  particalieres 

distinctes, 

de  requation  lineaire  (H,  ^)  =  0,  lesquelles ,  prises  deuz  a  deux, 
dohent^  eo  oatre»  satisfaire  k  la  coDdition 

(Hu  Hk)  =  0, 

poor  toutes   les  valears  de  i  et  de  k  prises  daos  la  suite  des 
nombres  0,  1,....,  n — l. 

En  consäquence^  les  forroes  plus  ou  rooins  faciles  k  integrer 
de  r^qaation  H=.a  sont  Celles  d'oü  |'on  peut  tirer  imm^diatement, 
c'est-ä-dire  sans  aueune  Integration^  la  tqtalite  ou  seulement  une 
partie  du  Systeme  des  equations  /f^  =:  a}^*..«  Hn^i  =:an-i»  qui 
satisfont  ä  la  propos^e. 

D'apr^s  les  considerations  gänerales  que  nous  avof^s  pr^sen- 
t^es  plus  haut,  il  est  aisö  de  voir  que,  sous  le  rapport  de  la  fa- 
cilite  de  Hntegration,  l'avantage  appartient,  dans  le  cas  des  ^qua- 
tioos  aux  deriv^es  partielles  du  premier  ordre  comme  dans  celui 
des  Equations  diflferentielles  ordinaires,  aux  formes  dans  lesquelles 
les  variables  peuvent  etre  separ^es.  Mais  il  est  clair  que, 
pour  les  equations  aux  d^riv^es  partielles,  Texpression  ^^separation 
des  variables'^  doit  avoir  une  signification  autre  et  plus  generale 
que  pour  les  äquations  k  une  seule  variable  ind^pendante. 

55.  Supposons  que  requation  aux  derivees  partielles  du  pre- 
mier ordre  proposee  seit  de  la  forme 

7i»«>  ^m  designant  des  fonctions  des  variables  ari,.*»  ^n»  Pw»  P^, 
qui  satisfont  k  la  condition 

(a)  (g>r,    <p«)  =  0, 

pour  toutes  les  valeurs  de  r,  s  prises  dans  la  suite  des  nombres 

i>  2,...,   71t. 

23* 
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ExamiDons  ä  quelles  conditions »  outre  celle-lä ,  doivent  satis- 
fa'ire  les  fonctions  q>if.»f  (ptm  pour  que,  dans  rint^gration  de  Te- 
quation  donn^e,  on  puisse  les  consid^rer  comme  des  constantes. 
Pour  cela,  cooeevons  qae,  an  appliquant  la  in^thode  de  Jacob!, 
nous  ayoDS  trouv^  une  partie  du  Systeme  des  equatioos  qui  satts- 
fönt  ä  la  propos^e^ 

les  fonctions  Hi,,..,  Hi  ne  renfermant  pas  les  constantes  arbi- 
traires  a|,...»  a/,  mais  pouvant  contenir  971^... >  9>m;  et  que,  en 
considärant  ces  derni^res  quaotit^s  comme  des  constantes »  les 
fonctions  Hi,.,,,  Hi  soient  suppos^es  satisfaire  ä  la  conditlon 

(Ä,  Hk)  =  0, 

pour  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  k,  prises  dans  la  suite  0, 1,  %^,  L 

En  consid^rant  maintenant  de  nouveau  (pi^,  g>m  comme  des 
fonctions  de  a?i »....,  Xm»  J'i«****»  pnt  on  trouve  que  le  premler 
membre  de  l'^quation  qui  ezprime  la  condition  pr^c^dente  prend, 
en  vertu  de  la  formule  (5)  du  §.  16.  (Chap.  IV^  art  36),  la  forme 

[Hi.  Uk]  =  (Hi.  Ä)  +  ^     {  (Ä-,  Vr)  ^  -  (Hk.  9r)^\ 


^    „   (dHibBk      dHtWk\, 


Le  premier  et  le  troisi^me  terme  da  second  membre  de  cette 
^galit^  sont  nuls,  en  vertu  des  conditions  pr^c^dentes.  Pour  qae 
le  second  terme  se  r^duise  aussi  ä  z^ro»  il  est  Evident  que  les  fonc- 
tions ipiyy  q>m  doivent  encore  satisfaire  k  la  condition 

(ß)  (Hi.  g>r)  =  0 

pour  toutes  les  valeurs  des  indices 

«  =  0,  1,  2,...,  /,    r  =  1 ;  2,...,  m. 

66.  Remarquons  maintenant  que  5  si  dans  T^quation  donnäe 
on  reconnait  la  präsence  de  fonctions  9>i»...,  9m>  remplissant  les 
conditions  (a)  et  celies  des  conditions  (ß)  qui  correspondent  k 
rindice  i=0,  c'est-ä-dire  les  conditions 

(£r,  (pi)=0,    (^,  ^j)  =  0,...,    (H,g>m)^0, 

alors,  pour  satisfaire  au  reste  des  conditions  (ß)  il  suffira  de 
prendre 
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^is*"9  ^i  dösignant  des  fonctioos  assujetties  ä  cette  seale  con- 
ditioD,  qae  da  Systeme  des  ^quations  pr^cädentes  on  ne  puisse 
tirer  aueone  relation  entre  les  seules  quantites  Hu..,  Hu  o%x,  ce 
qai  est  la  m^me  cbose»  entre  ai,-,  au  Mais  il  est  Evident  que  cela 
sera  toajoors  possible,  si  /<iii.  Par  eons^quent,  le  nombre  des 
^uations  satisfaisant  a  l'^uation  dornige ,  qui  peuvent  ^tre  de- 
terminees  de  cette  mani^re  doit  ^tre  ^gal  ou  infi^riear  ä  fti. 

Si  m  o'est  pas  plus  grand  que  n — 1,  et  que  toutes  les  fonc- 
tions  ^if...,  (pm  contlennent  reellement  les  variables  pi,...,  pn, 
et  avec  cela  soient  distinctes  et  ind^pendantes  par  rapport  ä  ces 
variables,  alors,  il  est  beaucoup  plus  simple  de  poser 

Hl  =  ^1  =S  öl  5 . . . ,      Hm  ^  ^m  =^  flm  • 

57.  Quant  au  raoyen  de  decouvrir,  pour  une  ^quation  donnee, 
Tezistence  de  fonctions  9>x*  ^a»«-*  satisfaisant  aux  conditions  indi- 
quees  ci-dessus,  on  ne  peut  donner  pour  cela  de  regle  generale. 
Toutefois  il  y  a  un  cas  oü  Fexistence  de  ces  fonctions  devient 
evidente,  et  oü  par  cons^quent  la  möthode  precedente  peut  s'ap- 
pliqoer  sans'difficult^. 

Supposons  l'equation  donnee  mise  sous  la  forme 

H{Xi9...y  Xi-\,  Pif*9  pt—i»  9i>-»«>  9>m)  =  0, 

la  fonction  H  ne  contenant  explicitement  que  les  variables  x^, 
Pi9.'9  Xi—i,  pi—i;  la  fonction  9^  ne  contenant  que  les  variables 
^t»  pi9»»9  Xi^k—i,  Pt-Hit— 1 ; •  •  • ;  la  fonction  g>m  ne  contenant  que 
les  variables  Xi^k-\-.„-\-i,  ^14-*+... +/,..>  ^n,/?«.  On  peut  dire  alors 
que  dans  cette  equation  les  variables  sont  s^par^es.  Dans  ce 
cas,  il  est  övident  que  les  conditions 

(H,   ipr)  =  0,      ((fr,  ip.)  =  0 

sont  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs  1,  2,,.,,  m  des  indices  r 
et  $.  D'apres  cela,  en  vertu  des  conclusions  präc^dentes,  au  lieu 
de  l'equation  donnäe,  on  peut  integrer  s^paröment  chacune  des 
äquations  aux  d^riväes  partielles  du  premier  ordre 

* 

H(Xii,.y  Xi-ly  Pify  Pi—lf  «15«. >    flm)  =  a, 
(Pl=ai,,,,q>m=^Om, 

Oi9««5  Om  d^signant  des  constantes  arbitraires.  Si  les  integrales 
compidtes  de  ces  äquations  sönt  respectivement 
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*0+"0.  Ij  +  tt,,...,   1«  +  «», 

I  integrale  compläte  de  l'^quatio»  donn^e  eera  ögate  ä  leur  fiomim 

*o  +  *i +  - ■•+»■+«  =  '+«• 
«  HbxA  la  somme  des  contitantes  arbitraires  «„,  [i|,...,  Om,  Intro- 
dnitM  par  aimple  addition.    En  effet,  ü  est  facile  de  s'assarer 
qne  cette  integrale  satisfait  ä  l'^qualioD  propoa^e,  et  qo'elle  ran- 
ferme  n  constantes  arbitraires. 

58.    Remarquons  qne,  si  une  des  foDctions  tp,,....,  ipn  nt   ' 
renrerme   qu'une  couple  de    variables  correspoiidantea,  teile»  qne    \ 
Xi  et  pi,  en  ägalant  aiors    cette    fonction   ä  une  constante  arbi- 
traire  au  et  tirant  de  cetle  equatioo  la  valeur  de  pi  en  Xi  et  au 
on  en  deduira  rint^grale  Zi  au  moyen  d'nne  quadrature. 

Si  une  des  variables,  Xk  par  exemple,  n'eotre  pas  explicite- 
raeot  daoB  l'äquation  dooD^e,  on  a  alors  l'äquation  pi,  =  m,  k  la- 
quelle  correspond  l'int^grale 

zk  =  akXk.- 

cela,  lea  iDtrigrales  compliles  des  äquations 

Sx /dx      dt_         8i  \ 

Sx,'~'\8xi'    Bx^'---'  8x,-iJ' 


enir  sans  particulariser  la  Torme  des  foncüons  /  et 
Tidenl  qu'elles  sont  respectivement 


,_i(o^,,  .««-i)(tt— i+/t-[F((i,....  a„_,).  xn\dx„ 

^»  ätant  les  valeurB  respectives  de  p,,  p^,....,  pu 
uatloDs 

=  "»<    V»  =  «*.-->    9»  =  F(«„...,  ((,_i). 

r^quation 

.  „  r  /  9-         »^  Sz\ 
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Si  Too  represente  son  integrale  par  l'eqnatioii 


00  eo  tirera 


en  posant 


dz  pi  dz  _         pn 


dv  Bv 

Wi  =  P'^     Wz  =  ^"+^- 


Par  la  Substitution  de  ces  valeurs,  l'öquation  donn^e  preod  la  forme 
,  -v(     JH.        -^  22.  ^ 

dafis  laquelle  les  variables  sont  maintenaDt  separäes.  Par  conse- 
qoent,  Tintögrale  de  T^quation  transforinee  sera  dünnte  par  la 
somme  des  integrales  des  ^quations  aux  diff^rentielles  ordioaires 

La.derni^re  ^quation,    en  particoiier,  s'int^gre  simplement, 
lorsqae  la  fonction  F  est  homogene   du  degrä   fi  par  rapport  ä 

g--,..,,  g — ;  eile  prend  alors  la  forme 

d'oü 

2.       —1 

Pfi4.i=—[F(ai,..,  ««)]'*.*    ^• 
Par  suite,  Tint^grale  compl^te  de  l'^qaation  trausform^e  devient 

£b  ^galant  le  second  membre  ä  zäro,  on  en  tire,  pour  la  valeur 
de  2  qai  satisfait  ä  l'^quation  proposee, 

/fi  —  1  \/u-i    («1  Xx  +  ajO^t  + .  •  •  +  flii^ii)iu-i 

2  =  1  I  . -"Y^ —   • 

^    '^    "^  [F(ai,  o«,...,  fl„)]^-i 

60.     Gonsid^rons  un  cas  plus  genörai.    Seit  l'öquatioD 
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F  d^signant  une  fonction  homogene  du  degr^  ft  par  rapport  ä 
ö — ,•..>  Ä — .  A  Taide  de  la  transformation  präc^deote,  et  en 
conservant  les  memes  notatioDs,  Täquation  dornige  prend  la  forme 

2pn+l'*=(— l)^F(ari,...,  Xn,  Pi»"»,  Pn)> 

Le  Probleme  se  ram^ne  donc  k  Tintegration  des  deux  ^qaatjons 
zpni-if*  =^K—l)f*A,        F(ari,...,  Xn,  Pu^^.y  pn)  =  A. 

L'int^grale  de  la  premi^re  de  ces  deux  äqnations  est 

©'  +  «'  = E~  Af*2  ~. 

■  fi — J 

D^signoDs  Tiotägrale  de  la  seconde  par 

v" -^-ci'  =  F(ar,,..,  ar«,  A^  «i, ..,  Cn-i). 

L'intägrale  de  l'^qaatioD  transfonnee  sera«  d'apr^s  cela, 

»  +  «  =  ^^'(ari,..,  Xm  A,  Ci,...  Oft—i) iAf*z  m  > 

d'oü  ron  tire  enfin  Tint^grale  de  l'^quation  propos^e. 


Comme  ezemple  de  ce  cas^  prenons  T^quation 

l/azV.        dz  /l    dz        B2\         .     /&V 

qui»  apräs  la  transformatioD,  prend  la  forme 

Ici  nous  remarquons  d'abord  que  les  conples  de  variables  corres- 
pondantes  z  et  p^,  x^  et  p^  sont  säpar^es;  le  problöme  se  ra' 
mdne  donc  ä  rintägration  des  ^quatioDS 
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m 

Or  il  est  Evident  que,  dans  la  derniere  ^qaation,  les  variables  Xi 
et  pi,  x^  et  ps  sont  ögalement  s^par^es.  Nous  avons  donc  ä  in- 
tegrer les  quatre  ^qaations  differentielles  ordinaires 

zp^  =z  o,    x^^  =zb,   ^+  —p  =  c,    bp^  VV^Xz  =  a-c, 
dont  les  integrales  sont  respectivement 

v"  +«"  z=:blogx^^ 

t>  +«'  - — 2"±  ä^VT+'^'^V' 

ü     +«      -  g 2"* 

Par  coDS^qaent,  Tint^grale  compl^te  de  Fequation  transformäe  sera 

Enfin^  en  ^galant  ä  zäro  le  second  membre  de   eette  ^qiiation, 
Dous  aurons  Tintägrale  complöte  de  räquation  proposäe. 

61.  Dans  les  exemples  pr^c^dents,  la  Solution  coropldte  s'ob- 
tenait  au  moyen  de  la  seule  Separation  des  variables.  Maintenant 
il  ne  sera  pas  inutile  de  traiter  un  cas  dans  lequel  Fapplication 
de  ce  proc^de,  quoique  simplifiant  le  probl^me  et  donnant  une 
partie  de  sa  Solution^  ne  dispense  pas  toutefois,  si  Ton  veut  ob- 
tenir  Tintägrale  compldte^  de  recourir  n^cessairenient  ä  la  m^thode 
de  Jacobi. 

8oit  donnäe  l'^quation 


(ai  -  aij  (axj  +  ''*)\sk^''') 


dz     dz 
■3  vXß 


dxn  dxt 


Cette  equation  renferme  siz  variables  ind^pendantes  Xi,..,  x^,  et 
ne  contient  pas  la  fonetion  inconnue  z  elle-meme,  mais  seulement 

ses  d^riv^es  partielles^ — »••»  ä — •    En  däsignant  celles-ci  re- 

spectivement  par  pi,..^  p^,  et  n'introduisant  pas  d'autre  change- 
nient  dans  la  forme  de  Fequation  proposöe,  cette  öquation  deviendra 
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Maintenant  il  est  Evident  que  les  variables  Xi,  pi,  a:%,  p«, 
^39  ^89  d'one  part,  et  d'autre  part  x^,  p^,  x^,  p^^  Xq,  p^  sont  8e- 
partes.  En  ^galant  ä  une  constante  arbitraire  a  lexpression entre 
crochets,  qui  est  formte  avec  le  second  groupe  de  variables,  on 
ram^ne  le  probl^me  ä  l'intägratiou  des  deux  äquations 

(x2Pi  +  Xip^  X2  +  a/?8  (Pi  -^Pa)  =  fl- 

La  premi^re  de  ces  äqaajtions  s'iotegre  tres-simplemeot  au 
moyen  de  la  Separation  des  variables.  En  effet>  remarqnons  dV 
bord  que  la  variable  indöpendante  ar^  n'y  enjtre  pas  explicitement; 
posons  par  consäquent 

P5-ß'^ 

Täquation  prendra  la  forme 

II  est  Evident  maintenant  que  les  deux  couples  de   variables  x^ 
et  p^f  Xß  et  p^  sont  separ^es.    En  posant  donc 

il  vient 

P4^  +  yXß  +  a:^)  =  €c, 

et  Too  en  tire 

par  suite, 
p^dx^  +  p^dx^  -\rp^dx^  =  Vcc-'ßy-'yx^.dx^  +  ßdx^  +  |-r-^  , 

d*oii  Ton  tire»  par  Tintegration,  la  fonction  cherchäe 

2'  +  A'  =  ^ia-ßy^Yx^l  +  ßXf,  +  log(ß+x^)r. 

62.  Fassons  k  Tintägration  de  la  seconde  des  equations  pro« 
c^dentes, 

B  =  (X2P1  +  Xi  Pj)  x^  +  ap^  (pi  — pa)  =  a. 

Ici  Ton  n*aper^oit  pas  la  possibilit^  de  separer  les  variables. 
Nons  prendrons  donc  la  m^tbode  generale  de  Jacobi,  poar  troaver 
deux  fonctions  Hi^  H^  des  variables  Xi^  x^,^  x^,  pi,  P2,  Pz* 
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D'abord  nous  chercherons  une  fonction  Hi  satisfaisant  ä  Tä- 
qoation  li&eaire 

^    '      *^  ""     dxi   dpi       dpi    dxi       dx^  dp^       dp^  dx^ 

puis  ane  autre  fonction  H^  satisfaisant  anx  denx  ^quations  simul. 
tao^es,  de  m^me  forme  qua  la  pr^cödente» 

N  (H,  H^  =  0.    (ifi.  H^  =  0. 

D*apres  cela,  la  fonction  Hi   devra  ^tre  d^termin^  comme 
uoe  de«  integrales  du  Systeme  d'equations  simaltanäes 

/  V     dp^     dp^ dp^    __  ^dxx  _  -—dx^  _  —dx^ 

dxi  dx%  doTg  dpi  dp^  hp^ 

lesqueiles,  par  la  Substitution  de  la  v^leur  donn^e  de  H^  prennent 
la  forme 

dpi  —  ^P«  —  ^P9 

^zPit      ^zPi       ^tPi  +  ^iP% 

—       — dxi  —  dx%      _^      —  ilx^ 

"~  x^x^  +  apa  ""  ari  ar,  —  a;?^  ""  a(/ii  —p^Y 

D'aprds  une  propri^^  connue  des  rapports  ägaux,  le  premier 
et  le  secondy  le  quatri^me  et  le  cinqui^me  rapport  du  Systeme 
pr^c^denf  donnent  Täquation 

d(Pi  +p^  djxi+x^) 

doDt  Fintägraie  est 

(Xi  +  x^  (pi  +  Pq)  =  const. 
Od  pent  donc  poser 

^1  =(^i+^«)(;>i+P2)- 

63.  II  faut  ensuite  d^terminec  la  fonction  H^  satisfaisant 
siroultanement  aux  deux  equations  (m).  Pour  ce  calcul^  il  est 
commode  de  s'aider  du  tabieau  suivant: 

TheU  L.  24 


:/» 

Htitliu;   ^«r  linUtrtUion  Ott  HivaNotu 

',           -.             »               ex 

.     :     0 

0 

.-.■     -        -     ■     > 

l                           0 

0 

,     -..       — 

-^                        1                     f,-I: 

• 

'- 

.     .  ^d>äu   f>Mir  le  ealcnl  de  cee  nuurtiiiM** 

^^:..-e    de   I'nue   d«    denx  equfi«K   («-    S> 
.  i   .i  iceaiiere  de   cm  «quutioM,  3  bsAa  it- 
■..<,r„.t-«  da  «väüM  (n],  antre  qne  ^=cMfit 
^i•.  ..i.J    ra[.(M»rt  de   ce  cysteme  faiiWMwt  T^ 
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q>  =  ^ -^  =  const. 

An  moyen  du  premier^   da  second  et  da  dernier  rapport  da  Sys- 
teme (n),  nous  avoos  l'eqaation 

-  0:3  (pi  - ;?4)  «  (pi  ^pt) " 

ou 

dont  Tintegrale  est 

^  =  ^(Pi  —Pi)  ^  "2"  =  ^^"«*- 

64.  Le  tableau  pr^cedent  mootre  que  TiDtegrale  g)  ne  peut 
fournir  la  valeur  de  H^,  parce  que  le  rösultat  de  la  sabstitution 
daos  (Hiy  g>)  n'est  pas  egal  ä  z^ro,  et  que,  ce  r^sultat  etant  une 
fonctioD  de  tp,  alors  en  vertu  de  la  Remarque  1  du  §.18  (art.  49)> 
la«fonction  <p  oe  peut  servir  pour  le  caicul  de  H2,  lorsqu'on  a 
d^ja  cboisi  la  valeur  de  £f|. 

On  voit  par  le  m^me  tableau  que  TiDt^grale  tf;  satisfait  aux 
deux  äquations  simultanes  (m);  od  peut  done  prendre  £^^=1/;« 

En  ^galant  les  valeurs  trouv^es  pour  Hi  et  pour  H^  respec- 
tivement  a  des  constantes  arbitraires  b  ei  c,  od  aura,  au  lieu  de 
lequation  donnäe,  les  trois  ^quations 

Hl  =  (a^i  +  ^)(pi  +p)  =  ä,      , 

jg  t 

d  oü  Ton  tire  algäbriquement 

b  c_      £5^ 

^*  ""  2(xi  +a:a)  "■  2«  ""  4«  ' 

2a — 6^:3  1 

Ps  =  2c  _V    +2i(^»''^a)^»5 

par  consöqneDt, 


J 
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Pi  dxi  +  p^dx^  +  p^dx^ 
_  b  djx^+x^)        1  ^/^  .  ^3^ 

l  V       j      .   2a  —  60:3  , 

+  2i^^»  ^  "^^  '^»^»  +  2c+ar8«  ^^* 

En  integrant  cette  expression,  noas  obtiendroDS  la  secoode 
partie  de  Tint^grale  cherchöe, 

aV2  a?a         6. 

Par  consequeot  Tintegrale  coniplete  da  probUme  sera 

il  =  ^'  -f  il'',  6,  c,  a,  |},  y  d^sigoant  six  constaotes  arbitrairea 
distinctes. 

66.  VoyoDS  s'ii  a'e$t  pas  possible  d'obtenir  la  solation  du 
Probleme,  en  commen^aDt  le  calcut  de  la  fonction  H^  par  la  de- 
terminatioo  d'uoe  integrale  de  la  seconde  des  eqaatioDs  (fit). 

L'iutegratioD  de  requatioo 

se  raniene  ä  celie  do  Systeme  d*eqaations 

dp\  dp^  ^^dxi        — ifcr^ 

doDt  les  integrales  sont  ^videmment 

PX  — p%  =  COnst,     px  — p^  +  JTi  — dP^  =  COBSt 


-(*»+^?if=» 
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Prenons  la  premiäre  de  ces  iot^gralcs,   comme  etanl  la  plus 
simple,  et  posans 

Ö  =  Pi  —Pf 

Le  lableaa  ci-dessns  nons  fait  roir  que  le  räsultat  de  la  substi- 
tation  de  9  ä  la  place  de  H^  dans  la  prenatere  des  ^qoations  (m) 
est  — x^B,  et  cette  fanction,  que  noos  desigoerons  pur  9',  sera, 
d'apres  la  tb^ri«,  ane  neuTelle  int^rale  de  U  seconde  ^ualion 
(m).  Le  r^sultat  de  la  subsdtation  de  B'  k  la  place  de  H^  dans 
la  premi^re  riqaalion  (m)  sera 


La  foDction  d"  est  evidemmeDt  une  nouvelle  integrale  de  la 
seconde  ^quation  (m);  maU  eile  G'ezprlnie  en  Tonction  des  deoz 
precädentes  ß  et  d'.  Nous  arräterone  donc  lä  les  sabstitutions, 
et  noas  chercfaerons  «na  fbnction  F  des  deax  integrales  distinctes 
6  «t  $',  qnl  satisfasse  anx  deus  eqaations  <in).  Poar  cela,  foi- 
moas  l«s  ^qvations 


La  premiere  de  ces  ^quatioos  est  satisfaite  par  une  forme  qnel- 
conque  de  la  fonction  F;  la  seconde  sera  satisfaite,  si  Ton  d^ter- 
mine  F  eomme  int^aie  de  l'^quation 


En  exposant  la  theorie  g^n^rale,  nous  arons  introdnit 
nn  pareil  sysläme  d'equations  une  nouvelle  variable  t,  eD  ^g 
la  valeur  commune  des  rapports  pr^cödents  ä  la  difförentielli 
Mais  dans  le  cas  actnel  il  aera  aossi  «mple  de  se  passer  d< 
nable  auxiliaire.  Eo  effet,  l'^aation  pr^c^ente  peut  s'( 
soas  la  fonae 
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El)  posant 


il  vient 


du  6 

du  u 


d'oü,  en  integrant. 


t«2 


ad  =  const.  +  -rt  * 


et  par  suite 


Cette  integrale  de  ia  premidre  ^quation  (m)  avait  döjä  ete 
tiröe  immädiatement  du  Systeme  (it)»  et  nous  Tavions  d^signöe  par 
ijß,  Par  suite,  la  nouvelle  voie  conduit  ä  la  meme  integrale  eom- 
pl^te;  eependant,  quoique  plus  longue,  eile  est  plus  interessante 
que  la  pröcedente,  en  ee  qu'elle  präsente  une  application  plus 
complete  de  la  thäorie  de  Jaeobi. 

• 

}.  20. 

66.  Nous  allons  maintenant  introduire,  dans  TexpositioD  de 
la  methode  de  Jacob i,  les  simplifieation's  et  les  complöments 
dont  il  a  etö  question  älafin  de  Tavant-deroier  paragraphe  (art.  53). 

Reprösentons  encore  l'^quation  donnöe  par 

la  fonction  inconnue  z  des  variables  indöpendantes  a:|,...,  Xn  n*y 
entrant  que  par  ses  deriväes  partielles  pi,...,  p«;  et  le  Systeme 
des  n  —  l  ^quationa  cherchöes  qui  doivent  la  compl^ter  par 

ffl  =5  Ol,      H^  Z2  a^.»,y      Hn—l  ^  flu— 1> 

les  Premiers  membres  devant  ^tre  des  fonctions  des  variables 
^i».**>  Xn»  Piy^f  pn,  qui  ne  eontiennent  pas  les  eonstantes  arbi- 
traires  a^ » • . . »  an—i* 

Ce  Systeme  de  n  ^quations  peut  ^videmnient  ^tre  remplace 
par  tout'autre  Systeme  equivalent.  Par  exemple,  par  la  premiere 
de  ees  öquations^  on  peut  exprimer  pi  en  fonction  des  autres  va- 
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riables  et  de  a;  en  substitaant  cette  valeur  de  pi  dans  la  seconde 
eqoatioD,  on  pourra  en  tirer  la  valeur  de  p^  en  fonction  de  tootes 
les  variables  restantes,  hormis  pi  et  p^,  et  des  constantes  a,  a^. 
£d  continuant  ainsi,  il  est  clair  que  Tod  pourra  gäoäralemeDt  ex* 
primer  chacune  des  n  premidres  quantites  de  la  sörie 

Pi9  p%9 " •  •>  puf  aTj,  Xm^ ...,  Xm  a,  «1» . . .,  ff«— 1 

en  fonction  des  2n  quantitös  qui  les  suivent  dans  cette  s^rie.  Si 
Jon  d^signe  ces  expressions  respectivement  par  o^»  co^,...,  ohi» 
0008  aurons,  au  lieu  du  Systeme  d'equations  pr^c^ent,  cet  autre 
Systeme  äquivalent»  composä  aussi  de  n  equations, 

Pi  —  a>|=0,    p%  —  (o^=zO,...,    pn — 0)11  =  0. 

67.    Comme  nous  avons  sous-entendu,  dans  ce  qui  precede» 
qae  les   premiers  membres   des   äquations   H=^a,   £f |  =  a^ 
satisfaisaient  identiquemeot  ä  la  conditio n 


»•  •  • 


(a)  •  (Hi,  Hk)  =  0, 

poar  tontes  les  valeurs  des  indices  i  ät  k  prises  dans  la  suite  des 
nombres  0,  1,..,  n — l;  alors»  en  vertu  du  Theoreme  III  du  §.  17 
(art  41),  les  premiers  membres  des  equations  pi  —  o>|  =5  0, 
Pi~a>s=0»...  devront  satisfaire  identiquement  ä  la  condition 

(6)  (Pi+l—  ö>f+l  >    P*+l  —  »Ir+l)  =  0, 

pour  les  m^mes  valeurs  des  indices  i  et  k.  Et  de  m^me  que  les 
öqnations  (a)  nous  ont  servi  pour  la  dätermination  successive  des 
fooctions  ßg,...,  Hh—i  au  moyen  de  la  fonction  donnee  H;  de 
möme  les  äquations  (6)  pourront  servir  ä  determiner  les  fonctions 
^9'"»  con  au  moyen  de  la  fonction  donnäe  o>i.  Mais  il  est  facile 
de  voir  que  les  öquations  (6)  sont  plus  simples  que  les  äquations 
(a)  correspondantes. 

En  effet,  ces  dernidres  sont  toutes  de  la  m^me  forme, 

m=l\OXmdpm         Opm   CXmJ 

et,  comme  chacune  des  fonctions  Hiy  Hk  contient  toutes  les  2n 
variables  o.'!,...,  Xn»  Pi»»'»,  pn,  chacune  de  ces  äquations  aura 
2n  termes.  L'equatlon  correspondante  du  Systeme  (ö),  formee 
d  apr^s  la  ro^me  loi,  sera 
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( pi+\  -^  Wt+i ,  p»+i  —  »*+i) 


-Ty"  (S(p<^i~«>Hx)  3(pfc^-i— flgjir-i-i)  ^  8( ^^4-1 — a),-4.i) g( /?fc4-i — a)fc4-i)\ 

m=xl  \  d^m  d/^m  d/9m  iXm  ) 


=  0. 


Mais  81  l'on  observe  qae  les  fonetions  oo^-fiy  iok-^u  qo>  pea- 
vent  renfermer  toutes  les  variables  :Vi,,,,Xn,  ue  doiyent  contenir, 
parini  les  variables  pif.,  pn,  qua  Celles  dont  les  indices  sont 
respectivement  plas  grands  qne  les  indices  i+l,  k-i-}  de  ces 
fonetions;  11  est  facile  de  s'assurer  que  l'öquation  pr^ödente  aara 
d autant  moins  de  tet mes  que  les  nooibres  t  + 1 ,  k+l  seront 
plus  grands.  D'apr^s  cette  remarque,  et  en  supposant  t<A:»  on 
pourra  d^velopper  eenime  il  suit  la  somme  qui  fonn.^  le  premier 
membre  de  Täquation  pr^cödente^ 


(m  =  1)  (m  =r  2) 

Sa?!    *         dxi 
0,  0 


(m  =  i) 


*       * 

*      ♦ 

+ 

* 

1+...+ 

t 

1   0,    0 

1 

0,    0 

(m  = 


t+1) 


h 


(m  =  i+2) 
8fl>i-fi 


3pi+9 


0 


+  .. 


dxk 


8(öi-fx 


0 


8af*+r*         &rjhfi 


(m  =  Ä+2) 


dxk-\-i 


dpit-f-a'         dpi^i 


+  ...+ 


(fif 


=  11) 


dXn 

dcDk^i 

dpn 


Dans  ce  d^veloppenent,  d<w«  avons  remplac^  par  des  astö- 
risques  O  les  ^l^ments  de  chaque  d^terminant  qui  devaient  ctre 
muUiplläs  par  z^ro.  11  est  evident  >  d'apr^s  ceia,  que  l'^quatioo 
prec^dente  peut  s'öcrire  comme  il  suit. 
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d(Ok-\-i      8a>i4i ''*^"*'*  flflgffi  flcgfc^-i 

(C)         ^    ""  SjTi+I  3^4r+l         «•=!+«     3pw       S^w 

et  qae  le  nombre  de  ses  termes  est  ögal  ä  2n— '^ — t.  Aiosi, 
par  exemple,  dans  la  premidre  äquatioD  du  syatöme  (6),  pour  la- 
quelle  i=^0,  A:  =  l,  il  y  a  2n--i  termes;  dans  la  derni^re«  oik 
i=zn—2,  i=n  — 1,  il  y  a  seulement  3  termes. 

68.  D'apr^s  cela«  la  fonction  oo^  des  variables  /^»...•>  pu» 
X19...9  Xn  devra  ^tre  d^termin^e  ao  moyen  de  la  fonction  doonäe 
fOxf  par  ri|it^gratioD  de  l'^quation  linäaire 


\8^m  cpm         9pm  9XmJ 


dans  laqoelle  la  fonction  cherch^e  p^=z(o^  entre  non-senlemeot 

#par   ses  derivöes  partielles,    mais   enqore   explicitement  dans  les 

coefficients.    Le   nombre  des  termes  est  2n — 1,  et  Tun  d'entre 

eux  ne  contient  pas  les  d^riväes  partielles  de  la  fonction  cherch^e. 

La  fonction  CD3  des  variables^  P4y..,  pny  Xi,.,.,  Xn  devra  6tre 
d^terminöe  an  moyen  des  fonctions  connues  o>| ,  w^t  de  mani^re 
k  satisfalre  simultan^ment  aus  deox  ^quations  Unfaires 


m=4\8*w>  8pm         3pm  dXm/ 


m=4  \8^m  ^pm         ^Pm  dXm  )  * 

dont  les  coefficients  contiennent  pareillement  la  fonction  cberchee 
p^  =o>3y  et  le  nombre  des  termes  est  ögal  pour  la  premiere  ä 
2n — 2»  pour  la  seconde  ä  2n  — 3. 

En   g^n^ral,    lorsqu'on    aura   dejä    döterminö     les    fonctions 

24* 
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fo^  (»9»...,  mk,  alors,  ao  moyen  de  ces  fooctioos  et  de  la  fonc- 
tioo  doonäe  cdi,  on  devra  determioer  mk^i  en  fonction  Aepk^%,..,  pn» 
Xif.y  Xu,  de  roani^re  k  satisfaire  simoltan^ment  ao  Systeme  des 
k  ^quations  linäaires 

{pk—  wjfc,  p*+i  --  0*4-1 )  =  0, 

lesquelles  sont  de  la  forme  de  röqaation  (c)»  et  s'obtienneut  ea 
faisant  successivement  dans  celle-ci 

%     m^mm     \ß^        X^   9    •    •    p         K  ""^     !• 

Relativement  ä  fear  forme,  doqs  n'auroDS  qu*a  rep^ter  les  remar- 
ques faites  plus  haut  sar  les  equations  des  syst^mes  präc^dents, 
et  les  iiombres  de  leurs  termes  serout  respectivement 

(Ä')      In-k,    2ii— Ar— 1,    2«-*— 2,...,    2n"-2il+L 

On  peut  ecrire  de  cette  mani^re  chacun  des  n  syst^mes  d'^ 
quations  qui  servent  ä  la  determlnation  suecessive  des  fonctions 
CO2»  «lOsfM  ^n*  IVIais  on  Toit  par  ce  qui  pr^cede  que,  dans  les 
differentes  Equations  d'un  m4me  Systeme,  le  nombre  des  variables 
n'est  pas  le  m^nie,  non  plus  que  celui  des  termes.  Ainsi^  dans 
les  äquatiuns  {k),  les  nombres  des  variables  forment  evidemment 
la  s^rie 

2ii— 1,    2n-2.     2n— 3,...,    2n— A:, 

les  nombres  de  termes  ^tant  exprimäs  par  la  serie  (Jd). 

En  consöquence,  II  faut  transformer  les  Equations  ci-dessas, 
de  mani^re  ä  rendre  le  nombre  des  variables^  ainsi  que  celui  des 
termes,  identiques  dans  toutes  les  äquations  d'un  m^me  Systeme» 
et  respectivement  egaux  aux  nombres  des  variables  et  des  termes 
dans  la  derni^re  äquation  du  Systeme.  Ainsi »  dans  chaeune  des 
öquations  (A;),  on  r^doira  le  nombre  des  variables  ä  2it— i^,  et 
celui  des  termes  ä  2n — 2A;-|-1* 

69.  Commengons  par  appliqner  cette  transformation  aox  Qua- 
tions (2).  La  premi^re  de  ces  äquations  peut  s'obtenir  imm^dia* 
tement,  puisque  la  fonction  o>|  des  variables  /I2,..,  pn,  ^Tj,..,  Xm 
se  tire  algöbriquement  de  T^quation  donnee;  mais  on  ne  peot 
former  la  secoode  qu'apr^s  avoir  döterminö  nne  integrale /I9 =«9 
do  r^quation  (1).  Dds  que  Ton  connaitra  cette  integrale,  ohf  m% 
dösigue  une  fonction  de  p^f»»  Pn»  ^iy*>  ^n»  on  pourra  alors 
ävidemment  substituer  dans  a>|  la  valeur  de  p^  et  exprimer  ainsl 
o>|  au  moyen  des  m^mes  variables  que  o)«,  d'oü  il  devra  räsuller 
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une  simplification  de  la  premi^re  des  ^quations  (2).  En  däsignant 
par  dl'  ce  qae  devieot  la  fonction  a>|  apr^s  la  Substitution,  et 
par  t  une  quelconque  des  variables  p^,...,  pn,  :ti,.,.,  a^n,  il  est 
clair  qu'on  aura 

dai' flogt       d(Oi  do>2 

Cette  formule  indique  d*elle-m^me  de  quelle  maniere  s'opärera 
la  transformation  demand^.  Pour  cela,  il  est  aisö  de  voir  qa'il 
faut  ajouter  ä  la  premiere  des  äquations  (2)  le  produit  de  la  se- 

coode  par   ^^»  ce  qui  donne 


0  —  —  ^^  4.  ^  ^^  4-  ^^^ 

/dcoi  flcoi       8w|  flflOaX      /flcot      flooi  flcDa\ 
~"  \  Spi  8^«  ~  3pa  8^*/  ~"  \  Spz      ^P%  ^PsJ 
"^  (/8cQ|       flcoi  flfi>g\  flflJa      /8a)|      flcöi  flcog  \  flfjs_\ 

m=4  \\?^m        Spa  iXm/dpm  ""  \ flpni        Sf»«  fl/>m/  flaTm  )  ' 


flWg 

flarj 


=  0, 


ou,  en  remarquant  que 

8(iOi  flcos       flooi  fl<02 

et  ayant  ^gard  ä  la  formule  prec^dente» 

"~      flojg        fl.a7i       flp8    8a?8 

,     "g"/fltt>l'  fl«>8    _8Q)|'    flcg3\ 
m=4\8.^»i  8/>m         8/?m    8a:m/ 

On  reniplacera  par  cette  ^quation  la  premiere  des  equations 
(2),  apr^s  qiioi  ees  deux  equations  ne  renfermeront  plus  Tune  et 
raotre  que  les  memes  variables  p^,  p^f**  pm  Xi,',.,,  Xn,  et  au- 
ront  le  meme  nombre  de  termes  2n — 3;  de  sorte  que  Tune  des 
^uations  se  transformera  dans  Tautre»  lorsquon  changera  a>|'  en 
»a  et  vice  versa. 

II  est  evident  aussi  que  ees  deux  Equations  peuvent  ^tre  re- 
pr^entöes  symboliquement  sous  la  forme 

I  ®^  ^"®  '®"''  combinaison  donne  encore  une  troisi^me 
^^ )    '  identitö. 
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laquelie  doit  avoir  liea  en  vertu  da  Tb^r^me  IV  du  (.  17. 

70.  Ed  suivant  la  ro^me  marche,  on  pourra  effectuer  la  traas- 
fbrmation  voulue  dans  tous  les  aystömes  successifs  d'^quatioM 
qui  servent  i  la  dötermination  dea  fonctions  004 ,  i05,.«.«  Sans 
nous  arr^ter  donc  k  chacuo  de  ces  ayst^mes  en  particulier,  dods 
allons  indiquer  la  marche  de  cette  transformation  pour  les  ^ua* 
tions  {k)  (art  69),  qui  peuvent  reprösenter  un  quelconque  de» 
ayat^mea  que  l*on  ai^ra  ä  considärer. 

On  ne  peut  fonner  les  ^quations  (Je)  qu'apres  avoir  d^ja  ob- 
tenu  les  vaieurs 


Pkr^l  =  a)4r-l(p*,...,  pn,  Ä?!,...,  Xn), 
pk      =  mk(pk-^-lf  .  • ,  Pn,  ^19  •  •  •  >  ar«), 

doot  la  premi^re  se  tire  alg^briqueroent  de  l'äquation  dona^e,  et 
les  saivantes  respectiTement  de  Tint^gratioD  des  äquatioos  (1), 
(2').... 

En  substituant  les  vaieurs  depk»  pk—if,  p^,  repr^sent^es  par 
ces  äquations  sueeessives^  dans  cfaacune  des  ^quations  präe^dentes, 
on  exprimera  toutes  les  fonctions  coi,  a)a,...>  ak-x  de  la  m^me 
maniere  qu*est  exprimee  la  fonction  tak,  c'est-ä-dire  au  moyen  des 
variables  pib-i-i > • . • . ^  pn,  ^1  »...•>  ^n*  Si  Ton  designe  par  (»i'i 
m^y.»,,  a)&~i'  ce  que  deviennent  ces  fonctions  apr^s  les  substi* 
tutioDS>  et  par  t  une  quelconque  des  variables  deat  alles  depen- 
dront  alors,  il  viendra 

dt      ""     a<     "*■     dpk       dt  ' 


(d) 


dt      ""  "W  ^  dpk^i  ~Sr"  "*"    dpk      Bt  ' 


8a>i^     _   ^^^i    .     ?5?i  800^^        flw|  80)3^ 

awi_  aot-i^     a<wi  aw* 
+  ••+  dpk^i    dt    +  a^?*  ar 
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71.  Ces  formales  montrent  d'elle««Bitoe8  comment  on  devra 
proc^der  poor   faire   la   transformatioo   demandöe.     Preoona   lee 

^atioDS  (k)  % 

et  dibigoona-les  respectivement  par 

(*i),    (*«)....,  4*»). 

Poar  le«  rädoire  k  la  forme  de  la  derni^re  (kk)$  od  commen- 
cera  la  tranaformatien  par  T^quation  (h^t)^  et  poor  cela»  eomme 
rindiqoe  la  premi^re  des  ^uatlons  (e{),  od  ajootera  ä  l'dqaation 

{kh^i)  r^qaatioD  (kk)  maltipli^e  par    g   ■  »    ce  qai   donoera   1'^ 
qQatioD 

00,  eo  verto  de  la  formole  eo  question,  räqoatioD 

dotk-l'         do>k+l  _^  Btok-^l'  Satk-^ 

dxk+i        dxk-i       Bpk4-i  dxk+i 


fli=Jtf  2  \  BXm       3pm  dpm        OXm  )  "** 

qai  remplaeera  TöqoatioD  (A%.i)  do  systdme  ijt). 

Poor  traosformer  l'dqoatioD  (A:jfc~2).  il  faudra,  d'apr^s  la  ae* 
conde  des  formoles  (iQ,    ajouter    ä   T^uatioD  (A:/^— 2)    T^qoatloD 

(Ajb-^0  moltipiiee  par  x »    et    rdqoation   (Arjb)   moltipli^e  par 

^^~*  ce  qai  doonera  l'^qaation 


00 


Ä-a') 


Bxh\\  **"  8ar»-2       8pib4-i    Bxk^x 

M=&4-2  \    Bxm       dpm  dpm       Sxm  )  """ 


Soppoaoos  que,  en  continaaDt  de  cette  maniere,  noas  ayoos 


S66  Imsckenetsky:    Sur  rinügratian  des  iguatians 

transform^  tootes  les  ^oations  da  Systeme  (A:),  k  rezeeptioD  de 
la  premi^re ;  alora,  pour  transformer  ausai  celle-ci,  od  formera  1'^- 
quatioD 

(*.)  +(*.')^,+(*.o^+..+(*i^to^+(**)^;=o. 

laquelle,  en  vertu  de  la  derni^re  des  formal^  {d),  prendra  la  forme 
(V)     {  /-  -r 

et  c'est  par  cette  öquation  qa*on  remplacera  l'^quation  {ki). 

72.    Ainsi  le  Systeme  traDsformö  se  composera  des  öqoatloiM 

(*iO>-..  (^*-*'),  (Ä*-iO,  {kk). 

Dans  chacune  de  ces  ^quations  entreot  les  ^eutes  et  m^mes  va- 
riables pk^^ft  pn,  ^if»  Xn$  et  eties  coDtienneot  toutes  lemtoe 
Dombre  de  termes  2it — 2£-f  1. 

II  est  Evident  que  ces  ^quations  se  traDsformeot  les  iines 
daos  les  autres  par  l'^change  des  fonetions  ai|',  oi^f»,.,  ^k—i*,  <aki 
OD  pourra  donc  les  reprösenter  toutes  par  la  mdme  formule  generale 

dojj'  datk+l  __    Soul'      dcDk^l 

"  dxk^i         dxi         dpk^i  dxk-^-i 

fn=jk-f2\d^m     Spm  dpm      Bxm  / 

ou  Ton  fera  successivement  /=!,  2,...,  Ä;. 

Cette  m^ine  formule  peut  servir  k  reprösenter  les  ^quations 
de  tous  les  autres  syst^mes,  qui  s*en  däduiseot  toutes  en  doo- 
nant  successivement  k  Tindice  k  les  valeurs  1^  2^«..,  n — 1,  et 
attribuant,  pour  chacune  de  ces  valeurs,  k  Tindice  /  toutes  les 
valeurs  non  plus  grandes  que  k. 

Enfin,  remarquons  encore  que  le  Systeme  (k)  transformö  peut 
s'ecrire  symboliquemeot  sous  la  forme 

( Pi  —  ö»i ',  pk^i  —  (tik^i)  =  0,    (p2  —  «i',  pk^i  —  w*+i)  =  0, . . . , 

(pk^otk,  i»*+i"^^*+0=O, 
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71.  Ces  formales  montrent  d'elle«««Bitoe8  comment  on  devra 
procMer  poar  faire  la  transformatioo  demandöe.  Preoona  lee 
^atioDS  (jk)  % 

et  dibigoona-les  reapectivement  par 

(*i)»   (*b).---»  4**)- 

Poar  leg  rädaire  k  la  forme  de  la  dernlöre  (£ib)f  on  commen- 
cera  la  tranaformatien  par  T^uation  {kk^t)^  et  pour  cela»  comme 
rindique  la  premiöre  dea  ^qaatlons  (cQ,  od  ajootera  a  l'^qaation 

(kh^i)  r^qaatioB  {kk)  maltipli^e  par    g   '  »    ce  qai   donnera   1'^ 
qoatioD 

00,  eo  verta  de  la  formale  ea  question»  l'^quatioo 


qai  remplacera  r^qaation  (A^^i)  da  systdme  {k). 

Poar   traosformer  l'^qaation  (£ik~a),  il  faadra,  d'apr^s  la  ae- 
conde  des  formales  (iQ,    ajoater    ä    T^uation  (A:jk-.a)    l'^qaation 

v(ajk.»a 
(Afc-iO  multipliee  par  g- — »    et    T^qaation   (Arjb)   maltipliöe  par 

-K- — $  ce  qai  donnera  l'^qaation 


au 


(fc-aO 


^    /3w*-V  8<tfj^4.i  ^  8a>»-a^  8a»t^\  _  ^ 
M=&4.a  \    3^m        ^m  C{pm        Ö^w  /  """ 


Sapposons  qae>  en  eontinaant  de  cette  manl^re,  noas  ayons 
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transform^  tootes  les  ^uations  da  Systeme  (i^),  sl  rexeeptioD  de 
la  premi^re ;  atoni,  pour  transformer  aussi  celle-ci,  od  formera  Y^- 
quatioD 

laqoelle,  en  vertu  de  la  derni^re  des  formal^  {d)^  prendra  la  forme 


(V)    {  1  /-  -r- 

iii=rik-|-2Vd^m     dpm  dpm     dXm  )  ""      ' 

et  c'est  par  cette  ^quation  qu*on  remptacera  l'^uation  (Ati). 

72.    Ainsl  le  Systeme  traosform^  se  composera  des  öqaations 

(*iO,..,  (Ä*-*'),  (Ä*-A  (**)• 

Dans  chacune  de  ces  ^quations  entrent  les  ^eules  et  m^mes  va- 
riables pk\^f**  pnf  Xi,,,,  Xn,  et  elles  cootienneot  toutes  le  m^me 
Dombre  de  termes  2ft — 2£-|'l* 

II  est  ävident  que  ces  i^quations  se  traosformeot  les  unes 
dans  les  autres  par  l'ächange  des  fonctions  wi',  (»s^..»  ^k~\\  «vit; 
on  pourra  donc  les  representer  toutes  par  la  inline  formule  g^n^rale 

""  dxk^i         dxi         Spk-{-i  dxki-i 

m=ii   •  8w/  dottk^i dwif    d(uk^i\ ^ 

fn=jb-f2\^^m     Bpm  ^m      Sxm  / 


ou  Ton  fera  suceessivemeot  l=:^\,  2,.,.^  k, 

Cette  m^nie  formale  peut  servir  ä  reprösenter  les  ^quations 
de  tous  les  autres  syst^mes,  qui  s*en  däduiseot  toutes  en  den- 
nant  suceessivemeot  k  rindiee  k  les  valeurs  1^  2,..,,  n — 1,  et 
attribuaot,  pour  chacune  de  ces  valeurs ,  k  Tindice  /  toutes  les 
valeurs  dod  plus  grandes  que  k. 

Enfin«  remarquons  encore  que  le  Systeme  (k)  transform^  peut 
s'ecrire  symboliquemeot  sous  la  forme 

( pi  —  ö»i ',  pk^i  —  wif-j-i)  =0,    (pa  —  «i',  p*+i  —  wfc+i)  =  0, . . . , 
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^i*,  ««'» .  .   .   . ,  wjfc  dösigoant  des  fonctions  des  seales  variables 

A  ces  eqnations  on  peut  eneore  joindre  les  identitäs 

qai  oot  lieu,  en  vertu  du  Theoreme  IV  du  §.  17,  pour  toutes  les 
valeurs  de  /  et  dei  /'  prises  dans  la  suite  des  nombres  1,  2, . . ,  k. 


§.  21. 

73.  Avant  de  traiter  de  rintögration  des  systemes  d  ^qoa- 
tions  obtenus  dans  le  paragraphe  pr^c^dent,  fatsons-leur  sabir 
eneore  une  derniere  transformation ,  d*aiileurs  tr^s -simple  et  uni- 
forme, et  qu'il  suffira,  eo  coos^quence,  d*expliquer  sur  l^äquation 
(e),  qui  repröseote  le  tjrpe  g^n^ral  de  tootes  les  aatres. 

Dans  röqaation  («),  p*+i=  0*44.1  d^signe  la  fonction  eherehee 
des  variables  pk-\-2y..,  />«,  ^i,..,  ^ni  et  m'  est  une  fonction  don- 
ü6e,  dans  läquelle  entre^  outre  les  variables  pree^dentes,  la  fonc- 
tion elle-mdme  pk-^i  =  wjfc+i  qu'il  s'agit  de  däterminer.  D'apr^s 
cela,  suivant  le  procäd^  ordinaire,  on  transformera  cette  öquation 
en  une  autre,  pareillement  linöaire,  dans  läquelle  la  variable  pk-{.i 
se  joindra  aux  prec^dentes  comme  variable  independaote,  et  oü 
la  Douvelle  fonction  inconnue  n'entrera  plus  dans  les  coefficients 
de  r^quation. 

Supposons«  en  effet,  qne 

fk(pk+if  pk+^9"»  Pn>  a?!,..,  arii)  =  const.=:a* 
soit  r^quation  d*oü  Ton  doive  tirer  la  valeur 

satisfaisant  ä  F^quation  (e),  L'^quation  fk=^ak,  par  la  sabstita- 
tioD  de  la  valeur  wk-^-i  de  pk^i,  se  changera  en  Identit^;  par 
saite,  en  la  difförentiant  par  rapport  a  lune  quelconque  t  des  va- 
riables pk+tf»  Pn>  ÄTi,...,  Xn»  nous  aurons  eneore  une  identite^ 

It^dpi^i     di    ■^"' 


oa 


dfk    d(f*k-\-i  _  Sfk 
"^  dpk-^i     St    "^  dt' 
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En  multipliapt  dooc  Täqaation  (e)  par  —  ä- —  $  il  yiendra 

"*"    n^k-^ASXm\       Spk^l    dpmj       Spm  \       dpk^l   dxm    J] 

ou,  en  vertu  de  F^galitä  präc^dentes 


(a)  ^+    T  T— -^-—  ^"^  =  0 

Enfln,  cette»  öquatloo  peut  encore  se  mettre  soos  la  forme 
eymbofique 

{pi  -  wi',  fk)  =  0, 

(»i'  et  fk  repr^sentant  des  fonctions  des  seolee  et  minies  variables 

74.  Toutes  les  i^quations  ätant  finalement  ramen^es  a  la 
forme  convenable»  dous  pouTons  roaintenant  exposer  la  nk^thode 
pour  les  integrer.  Le  plao  gen^ral  et  Tessence  du  proc^dö  n^ces- 
aaire  pour  le  sueces  de  cette  iotägration  soot,  dans  le  cas  actael, 
analogues  ä  ce  que  iious  avoos  developp^  au  §.  18^  en  traitant  de 
rint^gration  des  equations  eorrespondantes»  de  forme  dod  encore 
simplifi^e.  La  diffi^rence  de  detail  provieot  principalement,  daus 
le  cas  prösent»  de  r^Iimination  graduelle  des  variables  superflaes 
dans  les  Equations  qu'il  faut  integrer  pour  la  d^termination  sue- 
cessive  des  n  —  1  fonetions  inconnues.  De  cette  mani^re»  nous 
aurons  encore  ici  n— 1  syst^mes  ä  integrer,  lesquels  se  compo- 
seront  des  m^mes  nombres  d'equations  que  präci^demment;  mals» 
chaque  fois  qu*on  passe  ä  la  dötermination  d'une  nouvelle  fonction, 
le  nombre  des  variables  est  diminuö  de  deux  unitös,  par  suite  de 
r^limination  effectu^e  h  Taide  de  la  fonction  que  Ton  vient  de  d^ 
termioer  imm^diatement  avant  celle  que  Ton  qhercbe.  En  m^oie 
terops  que  la  thäorie  se  trouve  simplifi^e  par  ce  proc^d^»  eile 
est  encore  perfectipnn^e  sous  un  autre  rapport:  les  äquations 
d*un  m^me  Systeme  coDtienuent  roaintenant  un  i^gal  nombre  de 
variables;  mais  les  variables  ne  sont  pas  toutes  identiques  dans 
les  diverses  Equations,  et  cette  circonstance  a  pour  effet,  comme 
nous  le  verrons  bient6t,  de  dällvrer  (a  thi^orie  de  rimperfection 
que  nous  avons  signal^  dans  la  Remarque  1  du  §.  18  (art.  49), 
et  qui  diminuait  la  süreti  des  applications  de  la  möthode. 
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75.  La  determination  saccessive  des  n— •!  fonctions  incon- 
noes,  D^essaires  pour  fa  Solution  de  notre  probl^me»  peat  ^tre 
pr^sent^e  comme  il  suit  soas  une  forme  g^nörale. 

De  r^qoation  doon^e  aax  däriv^es  partielles  du  premier  ordre 

on  tirera  algöbriqueraent  la  valeur  de  l'uoe  des  däriv^es  partielles 
Pi,  CD  foDction  des  autres  et  des  variables  ;r|5..,  Xn;  soit 

Pi  =^1  (/>»»••*  Pn9  a?!,..,  Xn,  a) 
cette  Talear.     Poar  dötermlDer  T^quation   ' 

fi(Pt9"9  Pn*  ^u"9  ^f  a)  =  const.  =  ag, 

doQ  1*00  tirera  Texpression  de  p%  en  fonction  de  p^,,-,  pn  a:|,... 
••>  Xnt  a,  Ol,  00  prendra  l'^quation  lio^aire 

qui,  en  vertu  de  la  formole  (g),  est  de  la  forme 

et  ron  däterminera  une  de  ses  integrales  particuli^res,  renfermant 
Pt*  ^^  qui  se  ramdne  a  la  dätermination  de  l'une  des  inti^grales 
du  Systeme  des  2n— 2  äqnations  simultan^es  aux  difförentielles 
ordinaires  entre  2n — i  variables, 

dxi  _^     Ära     _        _     cto«     ^  rf;?^    _        __    dpn 

1    ""        3w|        " "  8ai|         3ft»2         ' '  *         dwi 

3p4  ""  ^^         dx^  dxn 

Si  Ton  repr^sente  cette  integrale  par 

<p(p2f9  Pn»  ^\s'-9  Xn,  a)  =  const., 

OD  pourra  prendre  /^  =:  9,  et  de  T^quatioD  fi  =  Qi  on  tirera  la 
valeur  cberch^e  de  p%y  savoir 

En  portant  dans  la  fonction  ai|  la  valeur  que  Ton  vient  de 
troaver  pour  p^,  et  dösignant  par  (o^^  ce  que  devient  of^  apr^s 
cette  Substitution^  on  aura 

Pi  =  <^^i' 

Th«il  L.  25 
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pour  la  valeur  de  pi   exprim^e  au   moyen  des   minies  variables 

4 

76.     Pour  determiner  eiisuite  l'^quation 

qni  doit  fournir  l'expression  de  p^  en  fonctiou  de  p«»..»  pus  ^i»-- 

..,  Xn,  a,  Qi,  a^f  on  posera  les  deux  äquations  linäaires  simultanee^s 

y 

"  («)  ip\  — ««/» /«)  =  0»   (p«— «»2»  A)  =  0, 

qui,  en  vertu  de  la  formule  (g)^  soot  de  la  forme 
(«) 


et   ron  eo  d^terminera  une  Solution  commune.    A  ces  equatioos 
on  pourra  encore  joindre  Tidentitö 

(«')  (Pi—^i '.  P« — <««)  =  0, 

qui  a  lieu  en  vertu  du  Tb^or^me  IV  du  §,  17. 

La  dötermination  de  la  fonetion  f^  satisfaisant  aox  ^uatioDs 
simultanees  Unfaires  aux  dörivöes  partielles  (a),  s'effectue  en  s'ap- 
puyant  sur  le  Tböor^me  1  du  §.  17,  et  s'aidant  de  rideotit^  (o'). 

On  cberebera  d'abord  une  Intögrale  particull^re  de  l'une  des 
^quations  ^a),  integrale  qui  renfermeps;  ce  qui  se  ram^nera  k 
la  recbercbe  de  Tune  des  integrales  du  Systeme  des  2n^4  ^qoa- 
tions  simultanees  aux  diffdrentielles  ordinaires  entre  2it  —  3  va- 
riables 


dxi 

dxz 

dXn 

dp. 

dpu 

1     "" 

8«,,' 

•"^  •  . 

.    ^  1  * 

Spn 

a«s 

^m^   •    • 

•    ^mmm 

dWm 

si  Ton  veut'obtenir  une  integrale  de  la  premiöre  des  ^quations 
(a);  ou  du  Systeme 


dx2 dx^ 

^     dxn            dp^                     dpu 

1                        Bw2  ""  * 

' '             doj^           doj^         • . .  — -    g^^ 

Sp» 

Spn              Sx^                           dXm 

si  Ton  veut  obtenir  une  integrale  de  la  seconde  des  equatioos  (a). 
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SapposonSy  par  exemple,  que  nons  ayons  d^termln^  ane  in- 
ti^rale  du  premier  de  ces  systdroes,. 

^(P%**-*  Pnf  ^i9->>  ^uf  o.  Hl)  =::  const., 
dao8  laquelle  x^  pourra  entrer  en  jouant  le  r6le  de  constante. 

Cette  fonction  ip,  qui  reprösente  une  integrale  particuli^e  de 
la  premi^re  ^quation  (a),  substituons-la  dans  la  seconde  de  ces 
equations  ä  la  place  de  /^;  sübsfituons  le  r^sultat  ip|  de  cette 
sabstitution  dans  la  m^me  equation  ä  la  place  de  f^*  ^^  aiiisi  de 
suite.    Nons  obtieodroo»  aiitöi  la  s^rie  de  foDctions 

On  prouve  ais^roent»  au  moyen  du  Thöordroe  I  du  §.  17,  que 
leg  foDctions  '^i,  i^f,...  sont  des  Integrales  de  la  premiere  ^ua- 
tion  (a).    Ell  effet,  en  prenant  Tidentitö  qui  eicprime  ce  tb^or^me, 

[A,  (Ä,  C)]+[ß,  (C,  ^)]+[C,  (A,  B)]  :=  0, 

si  Ton  y  fait  A:=zpi — <W|',    B  ^=  p^ — w^,  et  que  Ton  ait  ägard  .ä 
ridentite  (a^^  on  trouve 

idenfite  qui  a  lieu  pour  toute  fonction  C  des  variables  Xi,..,  Xn, 

Pl9"9  />«• 

En  faisant  inaintenant  tour  ä  tour 

00  obtient  successivement  les  identites 

[Pi—^i^*  (p^-w,,  ^  )]  t=  0,    ou    (pi  — wi',  ^i)  =  0, 
[pi  — ö^i'^  (i»«-«'2»  -^i)]  =  0,    ou    (pi— wi',  *«)  =  0, 

qoi  d^montrent  le  th^ordme. 

Puisque  tf;^  ^^  tps»*--  reprösentent  des  integrales  de  la  pre- 
miere des  «^quations  (a),  il  s'ensuit  de  la  que 

^  =  const.9    "^i  =  const.«    if%  =  const.,  *  • . 

sont  des  integrales  du  Systeme  des  2n~4  ^quations  differentielles 
ordinaires  simultanöes  (ß).  Mais  ce  Systeme  n'admet  que  2n— 4 
integrales  distinctes  ou  ind^pendantes  entre  elles«  et  toutes  les 
autres  integrales  du  nieme  Systeme  en  sont  des  fonctions.  Donc 
si,  dans  le  calcul  de  la  serie  t|;,  ^i,  i|/s,..,  '^ty*,  on  ne  rencontre 
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pas  de  terme  qui  se  röduise  ä  une  constante  qnetconque  ou  a 
KÖro,  on  devra  alors  parvenir  n^cessairement  ä  uii  terme  if/i  qai 
s'exprime  en  fonction  des  pröeedents,  et  qui  pourra,  en  ontre, 
renfermer  x^  en  qualite  de  constaote.  Supposons  que  l'on  ait  ainsi 

l'indice  t  iie  devant  pas,  ^videmment,  surpasser  ^In  —  4. 

U  serait  inutite  de  pousser  plus  loin  le  calcol  de  la  serie  pro- 
cedente,  puisque  les  iiouveaux  termes  ajout^s  seraient  bien  des 
integrales  de  la  premlere  equation  (a),  mais  H'exprimeraient  tous 
en  fonction  des  integrales  dejä  trouv^es;  et  nous  savons  a  priori 
qu'une  fonction  arbitraire  d'une  ou  de  plusieurs  integrales  d'une 
öquation  lineaire  aux  deriv^es  partielles  est  aussi  une  integrale 
de  cette  equation.  En  profitant  de  ce  qu'on  peut  choisir  arbitrai- 
remeot  la  forme  de  la  fonction  des  variables  0^2»  'ps  '^w^  ^i—i 
qui  satisfait  ä  la  premiere  equation  (a),  on  pourra  dötermmer 
cette  forme  de  uianiöre  qu'elle  satisf^sse  en  outre  ä  la  seconde 
equation  (a). 

Seit  6(x2f  tf;,  rlfn..,  tpi.i)  la  fonction  cherchöe;  en  la  substi 
tuant  ä  la  place  de  f^  dans  la  seconde  equation  (a),  on  voit  qa'en 
vertu   de  la  formule  (8)  du  ^.  16  (art.  37),  cette  equation  prend 
la  forme 

(pa — wa»  ö) 
ou 

Bd  8d  de  „,  de 

L'integration  de  cette  equation  lineaire  se  ramene  ä  celle  du  Sys- 
teme d'equations  differentielles  ordinaires  simultanees 

1    ""  1^1  ""  l/^T  ^(^a>  '^f"»  '^-i)  * 

qui  se  rednisent  trds  -  simplement   ä  une  seule  equation  differen- 
tielle  ordinaire  de  Tordre  i,  entre  les  variables  x^'  et  1/;, 

d*l/;  _  dtf  d^-^f»      - 
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Si  Ton  dötermine  uoe  des  integrales  premidres  de  cette  ^uation 

et  qu*on  y  substitue  les  valeurs 

5^, -"f*'   5^«- *•••••' 

OD  aura  une  integrale  do  Systeme  prec^deot  d'öquations  simultan^es, 

X(^%*  tp,  ^1,..,  ^<-i)  =  const. 

Par  coDs^qaent,  f^:=zB^=.i  ®^'^  ^"^^  integrale  commune  des  eqoa- 
tions  (a).     En  posant 

^  =  %  =  const.  =  Os, 

on  an  deduira  la  valeur  ebercbee  de  p^  en  fonetion  de  p^^t  pn» 
^U"f  Xu,  Of  Ol,  1%,  Taleur  qae  nous  repr^senterons  par 

Si,  dans  le  caicul  de  la  saite  ^i,  if^^*.,  on  rencontre  an  terme 
qoi  se  r^duise  ä  une  constante,  alors  la  d^termination  de  l'int^- 
grale  commune  des  ^quations  (a)  se  fera  tr^s*slmplement.  Soit, 
en  effet»  tf/j  =  k,  k  ^ant  une  constante;  nous  aurons 

d'oü  Ton  tire,  en  int^grant 

,  ^^i  —  Aor^  =  const., 

et  par  suite 

f^  =  i/;,_i  —  Aar«. 

Si  Ar=0,  alors  f^^^i^i. 

77.  La  möthode  que  nous  venons  d'exposer  pour  la  d^ter- 
mination  de  l'int^grale  commune  des  ^quations  (a)  ne  präsente 
plus  les  imperfections  de  detail  dont  nous  avons  parl^  dans  la  Re- 
marque  1  du  §•  18.  Cefa  tient  ä  ce  que  dans  la  secqnde  des  ^ua- 
tions  (a)  se  trouve  la  variable  0:2»  qui  entre  comme  constante  dans 
la  premi^re  de  ces  ^quations.  Si  nous  öcbangions  les  rdles  des 
deux  equations  (a),  on  parviendrait  encore  aus  mdmes  cons^- 
quences,  parce  que  la  premi^re  equation  contient  la  variable  a^i, 
qui  entre  comme  constante  dans  la  seconde.    En  effet,  si  'f/i  est 
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{ 


Ipl  — Wi",  (p,-  018,   ^  )]  =  0,     ou     (p,  — <Wi",  ^i)  =  0, 

[F«-««äS  (Ps  -«s.  ^  )]  =  0,    ou    (p2— V»  <^i)  =  0; 
[Pi  -  «»i"*  (Ps  -  «8>  <^i)]  =  0,    ou    (pi  —  «,/',  <PJ  =  0, 


qui  dömontrent  la  proposition  önoncöe. 

Si  la  s^rie  ^,  ^i,  ^a,..  ne  «e  clot  pas  par  un  terme  egal 
a  une  constante  od  h.  zöro,  on  devra  alors  fiiiir  par  obtenir  an 
terme  qui  s'exprime  en  fonetion  des  pr^c^dents,  puisque  chacuoe 
des  deuz  preinidres  öquations  (y)  ne  peut  4tre  satisfaite  qae  par 
2n — 6  integrales  particuli^res  distinctes.  Soit  Ou  ee  terme,  dans 
Texpression  duquel,  outre  les  quantit^s  <P,  <Pi,..,  ^k-x,  pourra 
entrer  aussi  la  variable  x^,    Posons  done 

k  n'ötant  pas  plus  grand  que  2n  —  6. 

Puisqu'une  fonetion  arbitraire  des  variables  x^,  <P,  <I>|,..,  Ok-i 
satisfait  aux  deux  premi^res  ^quations  {y),  il  sufflt  de  determioer 
sa  forme  de  mani^re  k  satisfaire  k  la  troisi^me  öquation  {y) ;  eile 
satisfera  encore  egalement  aux  deux  premi^res.  Si  Ton  d^signe 
la  fonetion  cherchöe  par  n^  on  trouve,  pour  la  döterminer^  röqoa- 
tion  Unfaire 

dont  rintögration  se  ramöne  au  Systeme  d'äquations  simultan^ 

dx^  ^  dO dOi  __        _  d^k^i 

1    ^  Oi^-  O^ F     ' 

ou  ä  l'equation  d'ordre  k  k  deux  variables 

En  d^terminant  une  de  ses  integrales  premiöres 

^    dO  d^-^O 

et  y  substituant  les  valeurs 

dO  _  d^O_ 
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on  obtiendra  la  valeur  cherchöe 

de  la  foaction  f^  qui  «attsfait  a  l'ensemble  des  equations  (y). 

Si  dans  l'^galite  Ok=F,  Tindice  k:=:l,  la  fonction  F  sera  de 
Tune  des  formes 

F(a:^y  O),    F(0),    F^x^),    F=const,    F=:0. 

Dans  tous  ces  eas^  comme  nous  t'avons  mootr^  dans  Tart.  77^  la 
roetbode  pr^c^dente  ponr  !a  d<$termination  de  rint^grale  commune 
des  öquations  (y)  ne  tombe  pas  en  d^fant;  an  contraire,  son  appli- 
cation  se  trouve  simpliflee» 

79.  En  posant  /'3^^=:const.  =  a3,  on  tirera  de  cette  equa- 
tion  une  expression  de  p^  en  fonction  de  p^y.i  pn,  Xi,..,  Xn,  a, 
^1)  ^^2*  ^3»  ^o\i 

1 
I 

Par  la  Substitution  de  cette  valeur  de  p^  dans  les  fonctioa&  tui'y 
^'}  ^3>  si  Tön  designe  par  coi",  (o^\  0)3'  ce  que  deviennent  ces 
fonctions  respectivement^  on  aura  les  valeurs 

Pi  =  ^i"y    P%  =  «>«">    Pz  =  «»a' 

^^  Pu  P2f  P3  exprimees  au  moyen  des  memes  variables  que  p^. 

Pour  trouver  maintenant  Tequation  f^z=zconst=:a^,  qui  doit 
dooner  Texpression  de  p^  en  fonction  de  p^y,  pm  ^i«*-»  Xn»  il 
faudra  integrer  le  Systeme  des  quatre  equations  simultanäes  lineaires 
aox  derivees  partielles 

iPi  -  fl>i"',  U)  =a  0,    (p^  -  <',  f^)  =  0,    . 
(Ps^  »3'*  A)  =  0>    (P*-  »4»  A)  =  0- 

so.  Mais  Tessence  de  la  methode  a  etö  dejä  sufBssiinment 
expliquäe  par  les  dövelopp^i^ients  que  nous  avons  donnäs  sur  la 
inarche  generale  de  Tintegration  des  deux  systemes  (ck)  et  (7); 
de  Sorte  qu'il  est  maintenant  tres-facile  d'ötendre  l'application  de 
cette  ro^thode  au  Systeme  des  quatre  Equations  que  nous  venons 
d'ecrire,  ainsi  qu'aux  systemes  d'equations  suivants.  Supposons 
que  de  cette  maniere  00  ait  deja  integr^  72  —  2  systemes,  et  qu'il 
ne  reste  plü^ä  integrer  que  le  («— 1)»«"»«  et  dernier.    Soient 

25* 
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f^iPz*'"»  P^f  ^»••*  ^>  «*  ßi)  5=:  fl«, 

fn^^ipn—U  pui  ^ifi  Xn*  «>   «i».-»   Ofi-s)  ^  ö«— 2 

r^quation  donnäe  et  les  int^graUs  des  ft  syst^oias  d^ja  int^res. 

O'apr^  1«  m^thode  d'jntägratiQH  pr^c^dea^e,  od  dßvra  flrer 
de  chacune  d^  cqs  equations  les  ei^res3ioii8  d^  <:biicm)e  des 
n  —  1  preioierea  quantitäe  de  la  suite 

Pl*  P29"9   Pn—U  Pn9  Xi,.,,  Xuy  Q,  Oi,,,,  0«— a 

eD  fonction  des  2n  qui  la  suivent    Ep   coDservaiii^  les  notfitions 
precädentps,  repr^s^ntons  ces  expressipos  par 

'  II  faudra  ensuite  porter  les  valeors  de  pn-i,  pn-a» . . .  • ,  f^ 
fouTDies  par  les  ^qoations  du  Systeme  pr^^dent,  eo  remoi^ot 
depuis  la  deralöre,  daus  tootes  ceß  ^quations  jusqu'ä  la  preml^e. 
£n  conservant  le  mode  de  notation  d^j^  employ^,  marqaoiis  le 
nombre  des  sobstitutions  successives,  effectu^es  dans  chacune 
des  fonctions  wi,  ai2«-*»  en  affectaot  ces  fonctions  d'uD  Indice  ss- 
p^rieur  correspondant.    Od  aura  de  cette  maDlöre 

pour  les  expressions  de  pw»  pn—i  au  moyen  de  pn$  ^i«...>  Xtu 
a,  Ol,...,  a«— a* 

PassoDs  maiDteDaat  k  la  d^termiDatioD  de  P^oatloo 

fn-l(pn9  Xi,,.,  Xm»  Of  ^w»   Ob-tH)  =3  CODSt.  ^  flu— 1, 

d'oü  Ton  doit  tirer  pn  en  foDction  de  x^,..*,  Xn%  a,  ai»...,  a«.i. 
Pour  cela,  prenoDS  le  systdme  des  öquatioos  aux  döriy^es  par- 
tielles 

(pi   -«iC«-»),  A-i)  «=  0, 
(Pa  -W"-»^A-i)=0, 


(pn-l  —  Wo— 1,    fu-i)  =  0, 

lesquelles^  en  vertu  de  la  formule  (g),  Boat  de  la  forme 
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(^       /    aar,    "*"      dxu       Spu  dpn       dxu  * 


\    OXn—\ 


9(un—\   dfn—1         Swfi— 1    S/n— 1 


+  ^^^-i^ir-     =0. 


et  döterminons  leur  intögfale  coramund  /»-!•  Les  principe«  de 
la  m^hbde  d'iDt^gration  de  ces  sortes  de  systömes  d'^qoations 
oiit  ^t^  etpos^s  ei^dessiis  avec  detail;  c'est  pevrqaoi^  daafi  le  cas 
präsent,  nous  dous  bornerons  ä  de  courtes  explications. 

81.  Od  commencera  par  d^termiDer  une  iotägraie  particoliöre 
de  l'ane  deA  ^«ations  (d).  Si  Ton  ehoisit  la  premi^re»  od  devra 
chercher  une  de»  deox  integrales  du  Systeme  d'^aations  diff^- 
rentielles  ordinaires 

dx^ dXn dpn 

""       dpn  dXn 

Soit  £=con8t  cette  integrale,  £  ätant  une  fonction  des  va- 
riables pn,  Xi,  Xn»  et  pouvant  contenir  x^f»  Xn—i  comme  con- 
8tantes.  Substituons  cette  fonction  k  la  place  de  fn—i  dans  une 
des  autres  equations  (d),  dans  la  seconde,  par  exemple,  et  sub- 
stituons de  nouveau  ie  r^sultat  ä  la  place  de  fn^i  dans  la  m^me 
eqoation.     Nous  aurons  de  cette  maniere 

(;ia-aia(»-3),  £)  =  r,  (P2-«^(«-3),  s')  =  r.  ^ 

8i  I'  s'exprime  en  fonction  de  £,  x^,  x^,,...,  Xn,  Tintägrale 
commune  des  deux  premieres  equations  (S)  sera  d^termin^e  comme 
iotf^grale  de  T^quation  differentielle  ordinaire  du  premier  ordre 


(^')  dt  =  S'^ 


dl 

^2 


entre  les-  deux  variables  ^  et  x^,  les  quantit^s  0:39..,  Xn  pouvant 
y  ^tre  consid^räes  comme  des  constantes.  Dans  le  cas  contraire, 
I''  s^exprimera  näcessairement  en  fonction  de  ^,  $'  et  de  x^f  x^,.. 
•->  Xn'y  alors  l'intögrale  commune  cherchee  des  deux  premieres 
öquations  (d)  sera  une  dtds  deux  integrales  premieres  de  T^qua- 
tien  du  second  ordre 
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entre  les  deux  variables  §  et  x^^  pui^que  Ton  doit  considerer 
0:3,....,    Xn   comme  des  constantes.     £q  outre,  dacs  le  seeond 

roembre  de  l'equatioD,  on  devra  remplacer  |'   par  -3 — • 

Soit 

|j  =z=  const. 

une  integrale  de  Tune  ou  de  l'autre  des  deux  äquations  prece- 
dentes,  et  par  suite  une  integrale  commune  des  deux  premieres 
equations  (d).  Si  eile  est  tiröe  de  l'^quation  du  prämier  ordre 
(I0>  li  ^^^^  un^  foDction  de  ^,  x^,  x^,^.,  Xnl  si  eile  est  tiree  de 
Täquation  du  secood  ordre  (|"),  ^^   contiendra  en  plus  la  derivöe 

-j — 9  qu'il  faudra  remplacer  par  la  fonction  |'. 

£nsaite,  pour  döterminer  une  integrale  commune  des  trois  pre- 
mieres  Equations  (ö),  formons  les  fonctions 

Actuellement,  ou  ^i  s'exprimera  en  fonction  de  ii»  x^j, ,,  Xni  oa, 
si  non,  ^i''  s'exprimera  necessairement  au  moyen  de  ||,  5i'»  ^a»-« 
..,  Xn-  Dans  le  premier  cas^  on  determinera  l'integrale  de  l'equa- 
tion  du  premier  ordre^  entre  les  variables  ||  et  x^. 


'3 


dx,  —^1  ' 


dans  le  secoud  cas,  on  determinera  une  des  integrales  premieres 
de  l'equation  du  seeond  ordre^  entre  les  m^mes  variables, 

dx^^~^^  ' 

dans    le   seeond    membre  de    laquelle   on    aura    remplace    §|'   par 

dii       ^  ,. 
—j—  •     ooit 

^  =  const. 

une  integrale  de  Fune  ou  de  Tautre  de  ces  deux  Equations ,  et 
par  suite  une  integrale  commune  des  trois  premieres  equations 
(d).     Si  eile  est  tiree   de  requation   du  seeond  ordre,  alors  dans 

dli 
la  fonction  ^  on  substituera  1/  ä  la  place  de  ^~'' 

De  meme,  au  moyen  de  l^,  on  determinera  une  integrale 
commune  I3  des  quatre  premieres  Equations  (ß)\  et  ainsi  de  suite. 
Supposons   que,   en  continuant  ce  calcul,   nous  ayons   determioe 
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aoe  iotögraie  commune  ^—3  des  n  —  2  premieres  ^qoations  {S) ; 
poor  d^terminer  enfio  ane  intögrale  commune  de  toutes  les  equa- 
tions  de  ce  Systeme^  calciilons  les  fonctioos 

L'int^grale  commune  cheroh^e  du  Systeme  d'^quatioos  {S)  se  trou- 
vera  par  rintegration  de  l'äquation  du  premier  ordre 


rf6i~3 

dxn—i 


=  6.-8', 


si  £«-3'  est  nne  fonctioo  de  |n-3y  Xn-i»  Xn\  dans  le  cas  contraire, 
ce  sera  I'une  des  deux  integrales  premieres  de  F^quation  du  se- 
cond  ordre 

<m  I11.3"  sera  n^cessairemeot  une  fonction  de  Sn-s»  In— 3^  ^n-i» 
ar»,  dans  laqnelle  on  remplacera  ln-3'  par  -5 •     II    est    clair, 

en  ontre^  que  acn  devra  ^tre  coosidere  comme  une  coustante  dans 
les  deux  ^quations.    Seit  donc 

fn^i  =  coust.  =  a«-i 

une  Integrale  de  Tune  ou  de  Tautre  des  deux  ^quations  prece- 
denteSy  et  par  suite  une  integrale  commune  des  ^quatioos  (d)»  Si 
eile  est  tir^e   de  Fequation   du  second   ordre,   on  devra  alors   y 

I  J  d^n—Z  y  f 

remplacer  de  nouveau  -r- —  par  §n-3  • 

82.  Apres  la  d^iermination  de  l'^quation  fn^x  =  an-x»  le 
Probleme  s  ach^ve  de  la  nianiere  suivante.  Tirons  de  cette  ^qua- 
tion  la  valeur  de  pn  en  fonction  de  :r|,..,  Xny  u,  Oi,.,,  On—x,  et  seit 

pn  =  Wjt 

cette  valeur.  £u  la  substituant  dans  les  fonctions  wi^""^),..^  (an-^x^ 
qae  nous  d^signerons,  apres  la  Substitution ,  par  c^^g ("—'),..,  u^n-^x'y 
nous  aurons 


(P)    PX  =  Wl^"~^^  P%  =  W2^"""*^»«  •*  Pn-X  =  W«-l',  p„  = 


et/«, 


pour  les  expressions  des  d^riv^es  partielles  de  la  fonction  cber- 
cfa^e  2  au  moyen  des  variables  ind^pendantes  Xi^....^  Xn  et  des 
n  —  1  constantes  arbitraires  Oi,,,,  an-x.  Ces  expressions,  d'apr^s 
la  roötbode  roeme  qui  a  servi  ä  les  determiner,  doivent  remplir 
nöcessairement  les  conditions  d'integrabilit^  de  la  forme 
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poor  tootes  les  valeurs  de  t  et  de  A  prUes  dans  la  suite  des 
nombres  1,  2,..,  n.  Eit  \ed  sttbstitimnt  denfc  dilns  la  foroMÜe  ge- 
nerale de  la  diffärentielle  de  la  fonction  cberebee 

on  aura 

dz  =  wjC«-*)  dxi  +  wj^*""^)  dx^  +  •  •  •  +  ^ndxn' 

Eq  intägrant  cette  equation,  on  obtient 

z  =/(ttii(»»-i)dari  + . . .  +  fondxn)  +  a«, 

pour  Texpression  cherchäe  de  la  foncfäon  z  des  variables  Ind^pen- 
dantes  Xi,.,.,  Xn,  renfermant  n  cobStäntes  arbitraires  ai,...,  Sa; 
c'est-ä-dire  pour  l'intögrale  compl^te  du  probidme,  de  laquellc» 
par  la  Variation  des  constantes  arbitraires,  od  pourra  döduire  lln- 
t^gtäle  lä  pllis  gän^rale. 

83.  Nous  avons  avance  tont  ä  Tb  eure  que  les  expressions 
(p)  des  ddrivees  partielles  pi^.y  pn»  d'apres  la  mani^re  m^me 
dont  elles  ont  ^te  trouvöes,  doivent  satisfaire  aux  conditions  d'in« 
t^grabiiitö  (q),    Demontrons  cette  proposition. 

h^  e^k'eftiiloik^  (p)  sollt  tir^ed  du  sy^teme  d'^qttatioBS 

H(Xi,,.,  Xui  Pl9»'9  Pn)  =  ö» 
fl(Xi,..y  Xn,  P2f9  Pns  o)  =3  öj. 


(/) 


A— 1  (^1  *  •  •  •  *  Xn,  Pn,   ö>  «!>••>    ««-2)  =  Ä«— !• 


En  substituant  la  valenr  de  a,  d^tertninöe  par  la  premi^re  ^qna- 
tion^  dans  töutes  leiEf  autres  ^uatiöns;  puls  la  valöur  de  Of,  d^ 
terminöe  pär  la  seconde  ^quation,  dans  toutes  les  stiivantes,  et 
äliminant  de  nieme  les  constantes  a^,'»,  flu— a»  les  premiers roem« 
bres  fi,  ft9**'i  fn^i  des  equations  pr^cedentes  deviendront  des 
fonctions  des  reales  variables  Xj,  ••,  Xn»  pi»«**»  Pn»  et  hous  les. 
deslgneröns  respectivemeftt  par  Hi,  J7^>«4,  H^^a*  Nohs  davon« 
ainsi,  au  lieu  du  syst^e  pree^d^nt,  te%  autre  äquivalent 

(A)       II SIS  a,    JSfi  =  Ol,    IT«  =  ^2,. .,    -öfi-i  =;=  ««-i. 
II  est  Evident  que  du  Systeme  (A)  oti  d^uira  le«  m^mes  va- 
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Imm  d«  pi,..y  ^  qu^  da  «yst^ne  (/*);  dono,  eo  verlu  da  Tbe^ 
rtoe  II  da  {.  17«  lA  sal^ra  de  dämeiilrer  que  Iqs  premiers  mem<- 
bres  do0  ^Pfitipii«  ^ib)  vtfrifient  i^eotiqnepuent  ki  conditio» 

(a)  {Hu  Hk)  =  Q, 

p««v  loiites  l«s  valeur^  0.  l^^.^  n-^Y  altribii^es  aoz  hidiees  t  et 
Ä::  alors  la  proposition  en  questioo  sera  ötablie. 

84.  D^mpntrofiß  d'^bord  que  leis  premiers  membres  des  eqoa- 
tioDS  (/*)  vörifient  identiquemeDt  la  condition 

(6)  (/i,  A>^0« 

pour  les  m^mes  yaleor^  de  j   et  de  A:,  ep  supposa^it  en  outre 

^ = Ä 

En  effet,  les  n  —  1  syst^mes  d'^quations  simultan^es ,  dont 
riqtßgration  do««  a  fourai  (es  ^quations  (Z*),  sont,  comine  nons 
i'avens  vu,  des  eefi«4qvenees  iinni^diaUvi  des  n — 1  autres  sys- 
temes  d'öquations  sinioltan^es  dorniges  au  §.  20,  et  dont  (e  type 
gänärai  est 

OH,  en  supposant  t<Ä:, 

da:t4.i      da:ik4.i      m=i4.2  d/'m     dorm 
(c)       ^ 

Par  «op«^q«eiit,  les  M^^aies  des  4eax  systemes  en  qaestäoa 
sMt  fof^nies  par  tos  mdmee  ^qaatieDS  |/).  Bn  prenant  done, 
parmi  ees  4«rd^resy  d««nc  ^qnatioos 

et  tirant  de  la  premi^re  la  val^ur  ^e  pi-^x  eq  fpnction  de  pi^,.. 
••>  fn>  o?!,..,  07119  et  de  la  seconde  la  valeur  de  pk-^i  en  fonction 
^^  Pk^99^r»  Pn$  ^i»**y  ^«;  si  Yoj%  däsigne  ces  v^ileurs  respective- 
ment  par 

la  sobstitation  de  ces  valeurs  des  fooctions  m+i»  «c/t+i  rädoira 
r^^quation  (i;)  a,  uoe  i^en^ife.     Qf  11  e^t  #i^ö  4e  ypir  que  cette 
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derni^re  n'est  autre  chose  qae  requation  (b)  ecrite  sous  one  aotre 
forme.  £n  efl^et^  si  Ton  raet  dans  röquatioo  fi^=  ai  la  Taleor 
pi^x  =  aif^i,  et  daas  requation  fk^=zak  ^Xk  yaleur  ph\-i  »=  tou^v,  on 
changera  ces  Equations  eo  identit^s.  En  dösignant  donc  par  i 
uoe  des  variables  qui  entrent  dans  012*4.1  et  dans  toj^-f-i»  et  diffä- 
rentiant  les  identites  en  question  par  rapport  a  cetle  varlaUey 
il  vient  ^ 

dfi    doH^i  Sfi      dfk     doik-^i Sfi 

Spi^y      dt  dt*   dpk-{^i     Bt  8^* 

Si  donc  on  multiplie  l'ägalit^  (c)  par  "g— .^  0 »    on  troave 

Cr  cette  derniere  äquation  n'est  autre  chose  que  le  developpe* 
m^nt  de  ia  condition  qui  ^tait  ecrite  symboliquement  soas  la 
forme  (6). 

85.  Enfin^  pour  dämootrer  que  les  conditions  (a)  sont  «atis- 
faites  des  que  les  conditions  (6)  le  sont,  il  suffit  de  remarqner 
que  les  premi^res  s'expriment  sous  forme  unfaire  au  moyeo  des 
secondes.  £n  effet,  d'apr^s  ce  que  nous  avons  explique  plus  haut 
sur  le  passage  des  Equations  {f)  aus  Equations  (k),  on  a 

Hi  izzfiiXi,..,  Xny  /If+i,..,  pn^  jBF,  Zfi,..,   Ä-l), 

Cette  reraarque  faite,  dömontrons  4'abord  qu'uae  expr^ssion  de 
la  forme  (/i,  Hk)  s'exprime  sous  focme  lineaire  au  inoyen  des 
fonctions  qui  forment  les  premiers  membres  4^8  equations  (6). 
Car»  d'apres  la  formule  (8)  du  §.  16,  on  a 

oü  Ton  suppose  ävidemment  k*  ^k. 

En  appliquant  la  m^me  formule  au  developpement  de  (fi,  Hk'), 
nous  l'exprimerons  au  moyen  de  {fufk')  et  de  {fuHk^),  oü  A"<^^ 
En  continuant  de  la  sorte  i^ous  exprimerons  finalement  [/V,  Hk\ 
sous  forme  linäaire,  au  moyen  de 


« .   t     ,  /    '' 


{fi,  fk),  (fi.  ff),  (fu  fi-),..,  (fi.fo)  ={fi.Il),  ■ 
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et  comine,  en  verta  de  (6),  ces  dernidres  qnantit^  sont  identi- 
cjuemeot  nnlles»  il  s'ensuit  de  lä  qae 

(d)  [/i,  Ä]  =  0, 

poor  toates  les  valears  0>  1«  2^..^  n — 1  des  indices  i  et  k. 

Oe  plasy  en  vertu  de  la  formale  (5)  du  §.  16,  on  a 

(Hu  Hk)  =  ifi,  fk)  +*'2^'  (fi,  Hk-)^^ 

Or,  en  vertu  des  ^quations  (6)  et  (d) ,  les  trois  premiers  termes 
da  second  membre  de  requation  pr^c^dente  se  r^dulsent  ä  zero; 
par  cons^quent,  (Jät^  Bk)  s'exprime  lin^airement  au  moyen  des 
symboles  (Äf,  HkO^  <Jans  lesquels  t'<i,  A:'<A.  En  continuant 
ainsi,  on  exprimera  finalement  (Hi,  Hk)  sous  forme  lin^aire  an 
moyen  des  expressions  qui  forment  les  premiers  membres  des 
^galit^s  (6)  et  (d)^  et  qui  sont  identiquement  nulles.  On  a,  par 
consäquent, 

{Hi,  Hk)  =  0 

pour  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  k  pris^es  dans  la  suite  des 
nombres  0,  1,  2,..,  n— 1. 

86.  Le  mode  de  dömonstration  qui  vient  de  nous  servir  pour 
^tablir  le  tb^or^me  pröc^dent,  peut  s'employer  absolument  de 
ffltoe  pour  faire  voir  que^  si  toates  les  fonctions  qui  forment  les 
premiers  membres  des  ^quations  (/),  prises  deux  k  deux»  värifient 
l'identit^ 

{fu  fk)  =  0, 

cette  identitö  sabsistera  lorsqu'on  remplacera,  dans  l'une  des 
foDctions  fu  A»  ^^  ^^"®  toutes  les  deux,  une  on  plusieurs  des 
constantes  arbitraires  qui  y  entrent  par  les  fonctions  qui  leur  sont 
Egales  en  vertu  des  öquations  (/);  ou,  plus  g^n^ralement,  cette 
identit^  sabsistera ,  quelque  transformation  que  Ton  ait  fait.  subir 
aux  fonctions  /i,  fk  en  vertu  des  äquations  (f). 

§.22. 

87.  Pour  appr^cier  la  valeur  tbäorique  de  la  m^tbode  d'int^- 
gration  des  öquations  aux  d^riv^es  partielles  du  premier  ordre  que 
nous  T^ens  d'exposer,  on  ne  peut  pas  se  dispenser.  de  prendre 

Theil  L.  26 
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te  iHin$*A4ra^\n  ki  ^y4w4io«  ifiuif«mtet  C^lnbiion  y  a-t-il  «b  loiit 
d'int^grations  a  effectuer  poor  >obtenir  rtnt^gfal^  eUtoplete»  dam 


qui  en  dopend,  n'entre  dans  Vte^'uatioti  donnee  que  par  ses  d^ri* 
v^es  ^püelle«  dl»  {)T;eaii6r  ordre? 

La  m^thbd^ 'de  J*A'ci)hi  tohQtnt  »ut*te^k\^trbtent  %l  «dIfIfcreDts 
systdmes  d'equations  simultanees  de  la  forme 

,  .      dx dy du 

^"^      Fix,  y,..,  u)'^  fix,  yi%.,  u)  q)(x,qf^^.,  tö* 

dlM^  l^^'^uels  le  nonvbf^  des  Tariabl^l^  x,  y,,,,,  U  6'abaisse  gra- 
duellement;  et  eile  n'exige  pas  Tint^gration  complete  de  ces  eqoa- 
iiöhs,  mais  seulement  1a  di^et-minalfion  ^une  integrale  cle  clia^oe 
Systeme.  Cii  generale  la  difbcull^  de  satis'faire  ä  cette  condiÄon 
d^penä  äe  1^ ordre  de  requatloo  a  integrer,  leqäel  s^  d^erndtoe 
(i*apr^s  le  hombrie  des  cönstan'tes  arlbiträires  ttitroddltes  par  llo- 
t^ation  complete  d*un  ^st^hie  de  la  'forme  (ä),  et*]plar  suite  est 
ägal  au  nombre  äes  vläriables  x,  y,...,  u,  dimittcci  d'une  il^it^. 
Les  Byst^mes  de  la  forme  (a),  qui  se  tencohVt-ent  d^kis  lä  tni- 
thode  de  Jacobi,  se  divisent  en  principaux  et  aü^i  jtalres. 
Les  Premiers  sont  cbacuh  d'ttti  oi^fe  completement  determine, 
aon  susceptible  d'abaissement«  tandis  que»  |)our  les  seeonds^  on  ne 
peut  indiquer  d'avance  que  la  limite  suj)^rieure  a  laquelle  leür 
ordre  peut  s'älever. 

iPewr  *fait(e  ootnpfteiidre  )a  ^stidctidn -«ntre  les  i^jl^tefbes  fd^ 
-d^ättx  0t  «les  tsys^^iHesäuoiliatr^  Ksuffit  *de  «nonirer  imi  rjwiftar 
^iipptei^tnaM  It  ehmctttaie  'äe^^es  ÜhvoL  «las^es^  »Diams  de  .paragniq»he 
pr^c^denty  dous  avons  vu^  par  exempie,  que,  pour  drtfittMiatlr  li 
fonction  f^f  qui  devait  satisfüire  '$imi^tanämeDt  aux  deux  ^quatioos 

»(a)  (Pi—wi'i/a)^*!»   *(#!»*-«»  i/o)  *=0, 

W  fallait   trouver  une  des   integrales  de.  l'un   des  J^ystemes    d^e> 
quatioos 


diti 
1    — 

däo^ 

^=., 

>  «  ■*  » 

dSbh 

Bpn 

.11 

dpi, 
8x^ 

* 
•CS  •  *• 

Bx» 

dx^ 

I  ~ 

dx^ 

SP3 

■■i""  •  ■ 

•  ^^^ 

= 

dp9 

• 
* 

•  ■ 
■, .  < 

dpn 
'dXn 

t 

'l 


^üi  sopt  ^cfamMiti  ^e  l^dre^  nf«*:4y  .cet  ovdre   ne;.  piOAV^At   «Ire 


aux  äM9^e$  parffeiies  du  Premier  or4re,         CU,  V,  §.  22.    887 

eipauir.  ^ 

.  Lorsqq'on  a  trouv^  une  integrale  9=con9t.  de  Tan  defif  sys- 
t^mes  (6),  du  preniier  par  exeniptc,  on  obtient  aloTSi,  en  substi- 
iwmk  cetffl  int^gial^  is^m  U  $^(mde  äqwitioQ  (a),  une  ^^ie  d'lQ- 
tegrales  du  prenoier  Systeme  (6), 

Mais  comme  le  lunnbre  des  inti^grales  distinütea  qn'admet  ce 
aymthme  est  ägal  h  son  ordre  2n-^  4,  il  faadra  D^easairemeol  qne^ 
dsns  la  s4n%  ^  ^i»..»  on  rencontre  une  fonction  q«i  i^exprime 
an  noyen  des  pr^^dentes.  Suppesoiis  q«e  (pi  satt  la  pKemidre 
qui  soit  daos  ce  eas;  soo  iodiee  i  nedevra  pas  surpaaser  2n  "^  4* 
?ioDs  poorrops  alörs  ^erire  imm^diatenient  le  Systeme  d'^quations 

.  ,  dx^       dm  dtpi-i 

qoi  sera  de  l'ordrq  i,  et  dopt  une  de$  integrales  sera  la  valeur 
cberch^e  de  f^, 

Lq  Systeme  (c)  est  dit  auxiliaire;  tout  ce  que  Ton  s^it  sur 
ce  Systeme,  c'est  que  son  ordre  i  ne  peut  pas  ^tre  plus  ^lev^ 
que  Tordre  ^Ir^-r^i  des  ^quations  principales  correspondantes 
(6).  Mais  11  est  clair  que  Tordre  de  ce  Systeme  peut  etre  inf^ 
rieur  ä  cette  limite,  et  qu'il  doit  varier  g^D^ralemeiit^  quand^  au 
lieu  de  Tint^grale  9)=:coQst.,  oo  prend  une  autre  integrale  du 
prämier  systdme  (6),  ou  bien  une  int^gr^le  du  second  sj^ßtöme  (6). 

88.  D'apri^s  ce  que  nous  venoos  d'expliquer,  il  est  mainte- 
nant  facUe  de  r^pondre  k  la  question  pos<$e  au  commencement  de 
l'art.  pr^c^dent,  en  nous  plagant  dans  le  cas  le  plus  d^savan- 
tageux,  fa'est-ä-dire  dans  celni  o^  tous  les  syst^mes  auxiHaires 
sont  de  Tordre  le  plus  ^lev^  possible. 

Dans  ce  cas,  d'apr^s  ce  qui  a  ^tä  tu  au  paragraphe  pr^c^ 
deut,  la  mäthpde  de  Jacobi  exige  la  d^termination  d'une  seule 

n  (n  — —  1  ^ 

integrale  de  chacuo  des ^ syst^mes  d'^quations,  donjt  il  y  a 

1    de  Tordre  2ra — 2^    servant  ä  d^terminer  la  fonction  /|, 
2 2«-4, U 

3 ««-6, /a, 

.,..••    «    •    •    •..••••«••.».«»•• 

»• 2n-2t fi. 

n  —  1 2, /ii-i. 
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RemarqaoDs  d'ailleurs  que  le  cas  le  plus  d^favorable,  snp* 
pos^  dans  ce  tableau,  ne  se  rencontre  pas  d'ordinaire  dans  les 
applications,  l'ordre  des  equations  auxiliaires  etant  le  plus  souveot 
molndre  que  la  llmite  supörieüre.     Pour  ce  qui  est  du  nombre 

total         ^ des   iot^grales   exigäes,  lequel»  ^tant  an  nombre 

triangulaire»  croft  assez  rapidem ent  avec  le  nombre  n  des  varia- 
bles Inddpendantes,  on  peut  faire  a  ce  sujet  les  remarques  soi- 
vantes.  Le  problöme  qui  nous  oceupe  est,  par  sa  oatore  mtoe, 
indötermin^,  et  la  th^orie  de  Jacobi  präsente,  ä  chaque  pbase 
du  däveloppement  du  calenl,  une  latitude  considörable  dans  le 
choix  de  T^quation  doot  on  doit  d^terminer  une  integrale  pour 
faire  faire  au  caicul  du  probl^me  un  pas  en  avant  D'apr^s  cela, 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  on  peut  choisir  des  Equations  dont 
les  integrales  se  pr^sentent  d'une  manidre  Evidente ;  de  sorte  qoe 

n  (n  -       1  ^ 

le  total  gdn^ral  ^ —  des  int^grations  se  röduit  k  un  nombre 

beaucoup  moiodre  d'integrations  ä  effectuer  r^ellement. 

89.  Pour  montrer  une  application  de  la  m^thode  de  Jacobi 
sous  la  forme  expos^e  dans  le  paragraphe  pr^c^dent,  et  pour 
donoer  en  meme  temps  un  exemple  des  simplifications  que  neos 
venons  d'indiquer,  traitons  encore  un  cas  particulier« 


Soit  Töquation  du  premier  ordre 

hl 
dt 


$y  ^  Ub  ^ '(^-m 


+  (4»+5,.)|i  +  (3»+2.)^  +  |}  =  0. 


aux  d^rivees  partielles  de  la  fonction  z  des  variables  indöpendantes 
Introduisons  les  notations 

Si dz dz  dz dz 

dy—^^'     dw-^P^'      di^^*     di^^^'     di-^P^' 

dz 
et  tirons  de  requation  proposee  la  valeur  de  ^  ou  pi,  que  ooos 

represeuterons  par  a>|.    Nous  aurons 

A»i  =  —  (Sar«  +  '2a:^)pt  —  (4^:»  +  Sa:,) pj -  [0:4 +0:5(^8 -p^jp^— 


•a^ftW 


P4 


aux  dirip^€$  partteiies  Oh  premier  ordre.         CA.  V,  §.22.    889 
Po«r  obtenir  les  qnatre  öqaations 

A(P«»  Ps»  P4»  P6»  «!»••»  aTft)  SS  «1, 
A(P8»  P4»  P6»  *!»••»  *5>  öl)  =  <««> 
f%iP4fi  P59  ^If»  *5»  ^'l»  ö^  =  öt, 

f^iPb*  ^if»  ^59  <H,  Os,  fls)  =:  04, 

(a^y.»  04  d^signant  des  constantes  arbitraires),  qui,  jointes  ä  la 
proposee»  doiveot  foarnir  les  valears  de  pif..^  p^  poar  lesquelles 
Pidxi  -f  •  •  •  -f  Pidx^  deviendra  ane  diff^rentielle  ezacte,  il  faot» 
d'apr^  la  thöorie  qoe  ooaa  avons  expos^  procöder  comme 
il  soit: 

Od  d^termioera  la  fonction  fi    comme  integrale  particulidre 
de  r^quatlon  lin^aire 

(pi— Oll,  fi)=0, 

c'est-ä«dire  comme  iotegraie  da  syBtöme  d'äqnatioos  diffi^rentielles 
ordinaires 


dxi         dx^     dx^ 

1                 Btoi         •  •  •  —        g^y^ 

""  a^a           ""  Bp^ 

SS 

dp^    _^       _   dp^ 
Bx^                  Bx^ 

au  moyen  desqaelles  00  trouve 

^            d(p^'-Pz) 

*          Bo*i       Boii 

Bx2      Bx^ 

•  ^^2 

dip^—Pi) 

ce  qui  donne  immödiatement,  en  int^grant» 

En  tirant  de  lä  la  valeur  de  p^,  que  nous  dösignerons  par  a>2» 
et  la  portant  dana  Texpreasiou  de  a»|,  qui  devieot  aprös  la  Sub- 
stitution mi'y  il  viendra 

Pa  =  Ps  +  «1«""*»  =  <wt>    Pi  =  "*!'• 

La  fonction  f^  devra  ^tre  dätermin^e  comme  integrale  parti- 
culidre  des  äquations  linäaires  simultan^es 

L'intägration  de  la  premidre  de  ces  äquations  se  deduit  du  Sys- 
teme d'equations 
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Bx^  dx^ 


1                    d(02 

Spz 

0/^4                 dp^             Sx^ 

L'^quation 

■                                                                             ^ 

donne  rintiigrale 

ji                  ** 

'• 

<p  =  Pj  =  const. 

En  la  suJlit^taaQt  k  ^  dan»  U  secoüde  4#0  ^qnAtl^n^    lin^fUrfs 
pr^cedentesy  il  vient 

Or  5-^  =  0;  donc 
cx^ 

^  aa  -***  2)»<|-^^/^  ;=  —  7^  w  2Ä|C'*«t. 

Donc,  en  vertu  du  paragraphe  precödent»  la  valeqr  ehercMe  de 
la  fonctioo  /^.  B'obtiendra  comme  integrale  de  r^quation 

et  Ton  aura 

Tirant  de  la  Texpression  de  p^=zm^,  et  la  substituant  dans 
a>i',  que  nous  designerons,  apres  la  Substitution»  par  oii",  nous 
aurons 

La  fottcHon  /^s  deipra  etre  determin^  comme  integrale  des  equa- 
tions  Unfaires  simultan^es 

(Pa  —  ß>3*  /s)  —  0,    (pa  -  coa,  /i)  =  0,    (pi  —  g>i",  /J)  =  0. 

L*hitegratl0n  de  la  premS^e  d«  ees  ^quatfons  se  rami^e  a  celle 
du  Systeme  d'äquations  ■  ^ 

dx^  __   *^4    .       dx^    ^^    dp^   ^^   dp^ 
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L'equation  ^-^^^—^  dofiM  Hiit^grale 

tf;  =  P4  =  COllst 

En  la  substituant  dans  la  seconde  des  i^uations  Jji^i^res  pträcö- 
dentes,  on  trouve  identiquement 

fin  si^sMhiimt  «fy  an  Mu  de  f^  dutis  la  IroiKi^^  de  «e<eB  4ii^es 
^qoations,  il  ?ient 


«  6a)n  6coo 

a  cause  de  g-^  =  0,  ^  =  0;    d'oü  i/;i  =  —  p^,     Eii    substituant 

maintenant  ^i  ä  /^  dans  4a  ihdm^  -equiation,  il  vient 


=— flic-*iti  + 


* 


I , 


IPar  cons^uent,  la  fonction  cberdiee/^  s^obtient  coninie  integrale 
pfetiAfere  de  IT^qüafion  Sd  seconS  ordre 

Si  Ton  multiplie  le  |)reiiiier  membre  de  cette  äqnation  par  le  facteur 
^1 :  ^— - »  on  le  transfofttie  en  une  diff^rentielle  exacte»  dont  Tlot^- 

gt^te  tiSMiM  ütHB  tt/t«gtdle  ptenMte  de  *r#q(fätl^n,  eft  per  suite  on 
A  la  valeur 

^  =  *og  — ^; ai6-'i  =  const 


Eo 


A(; 


y   reffil^laCaiit  .^^  par  'thi  ou  trouvis* 


fn  =  log  ^  —  «I«"''  =  iog  (  —  ^)— aie-*i  =  const. 

Tirons  de  hi  valeur  p^:=^'ib^,  et  substftuons  -  la  dans  o)|",  qui 
devient  aiors  «Oi*^.    On  a 
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.— ar. 


Od   d^termiDera   la   fonction   f^   comme   integrale   commune  des 
eqaatioDs  Unfaires  simultanäes 

(/>4—  0)4,  f^  =  0,     (pt  —  C»8,     /*4)  =  0, 

(P«- »«,  A)  =  0.    (Pi -cöi«'.  /;)  =  0. 

L'intägratioii  de  la  premidre  de  cea  ^quationa  depeod  du  Systeme 

dx^ dx^ dp^ 

1    ""        80)4  ""    3w4  ' 
^        8^:5 


dont  ane  des  äquatioos 


dp6  ^  8«>4^  Q 

c2^4       do?^ 


a  pour  integrale 

6  =  p^z=z  const. 

Substituant  cette  ezpressioo  au  lieu  de  ^  dans  les  antres  ^qna- 
tlons  Unfaires»  les  resultats  de  la  substitutioo  dans  la  seconde 
et  dans  la  troisi^me  se  rädüisent  identiquement  k  z^ro,  et  la  qua- 
tridme  dqnne 


.— «. 


=  —  aic-«id— —  ««»«'"'*. ö  =  ö|. 


itägrale 


^^  +  («le-»«  +:?-  e«t«-'*)ö  =  0. 


d*oü  Tod  conclut 


A  =  log*— Ol«-»!  +  —  /  e«»«"^*  ctej  =  const 
De  Ik  faulte 


P5 = «*  (^'"'"'""-i^y*^**"""  ^0' 


saile 


aux  dirMes  parüeiies  du  pr emier  ordre.        CA.  V,  g.  22.    $9$ 


P4 

on  a,  de  plus» 


^1   fe^'^'^^'dxi 
=:a^a^e    ^^  5 


et  enfin 


pt  Ä  — 7(ara  +  «s)  ot«*'^'«  —  "J  (Sar^— arj)  e-*i 

En  substituant  ces  valeurs  de  TH»«*«*»  Ps  dans  Texpre^sioD 
Pidxi  + .. -i- p^dx^f  on  devra  obtenir  une  diflKreDtielle  exacte;  et 
en  effe^  en  int^graat  cette  expressien,  on  troure  Tint^ralo  com- 
ptete  du  probltoe  aovs  is  fonne 

Nene  noo6  bornerons  ici  ä  cet  exemple  simple,  d'aotant  que» 
dans  ce  qni  va  snirre,  nous  eonsid^rerons  l'application  des  prhi- 
cipes  contenns  dan«  la  tb^orie  de  Jacob i  h  des  qaestions  plus 
g^D^rales,  dont  les  exemples  particuliers  eondairont  k  employer 
les  mdmes  m^thodes  d'inh^gratioo. 


Chapitre  VI. 

InUgntion  des  ^qnations  siiiiiiltan^es  aux  d^riv^es  partielles 

du  Premier  ordre. 

§.23. 

90.  La  m^bode  que  neos  avoss  expos^  rain^ne  le  Pro- 
bleme de  rint^gration  d'une  äquation  quelconque  aux  d^riv^es 
partielles  du  premler  ordre  ä  rint^ratioti  de  plusieurs  systemes, 

26* 
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de  forme  particuli^re»  d'^qaations  linäaires  siroultani^es  aax  deri- 
v^es  partielles  du  premier  ordre,  compatibles  entre  elles.  Jacobi 
ne  s'est  pas  occup^  de  la  question  generale  de  rintegration  de 
plusieurs  ^quations  simultanees  aux  d^riv^es  partielles  du  prenier 
ordre  et  de  forme  quelconque;  mais  il  s'est  born^  au  cas  parti- 
culier  quil  a  rencontri^^  et  dans  lequel,  suivaot  la  remarque 
qu'il  a  faite  (Novamethodus,  §.  18),  on  peut  employer  ponr 
les  int^grations  une  methode  artificielle,  foiidee  principalement 
sur  le  Th^oröme  1  du  §.  17.  Et  cependant  il  ne  restait  que  peo 
de  chose  a  ajouter  pour  arriver  a  la  Solution  eomplete  de  la 
question  g^n^rale.  Bour  a  montr^^  en  effet,  dans  son  Memoire 
„Sur  Tintögration  des  equations  differentlelle«  partfeiles  da  pre- 
mier et  du  second  ordre^'  (Journal  de  Tficole  Polytech- 
nique,  39«  Cahief),  que  rintegration' des  Equations  simultanees 
de  forme  quelconque  aus  deriv^es  partielles  du  premier  ordre  se 
ram^ne  trös-simplenient  ä  Tintegration  d'öquations  simultanees  de 
la  forme  de  Celles  auxquelles  Jacobi  a  limite  ses  rechercbes. 

Pour  envisager  d'uft  potsl  de  Tue' oommiiii  les  iqaesüon  de 
rintegration  d'une  ou  de  plusieurs  Equations  au  dertv^es  partielles 
du  premier  ordre,  revenons  en  quelques  mots  sur  la  significatioD 
primitive  du  premier  de  ces  deux  prcHi^ldmes»  lequel>  dapr^s  son 
etendue,  forme  un  cas  particulier  du  second,  tandis  que,  d'apres  la 
methode  de  r^solution,  le  second  est  renlenpö  comme  cas  pIns 
simple  dans  le  premier.  /  ^      ' 

91.  Une  fonction  inconnue  z  ^^s  variables  ind^pendantes 
^u*«^  ^it  p^ut  etre  döterminee^  Lor^qn'pn  d^nne  les  eipressipns 
de/toutes  ses  derivöes  partielles  du. pre^mief  ordre 

;^_  '  di' .    "'      -  '  ■   • 

en  fonction  des  variables  ind^pendantes  oti,..,  xn*  Pour  cela,  il 
faut  seulement  s'assurer  que  les  expressions  donnöes  de/?|,..,  j^ 
conviennent  aux  d^riv^es  partielles  d'une  m^me  fonction,  c'est-ä* 
dire  qu*elles  satisfont  aux  conditions 

(\\  §£!-,§£* 

pour  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  k  prises  dans  la  särie  1,  2,^,  n. 

Dans  le  cas  oü  ces  conditions  sont  satisfaites,  la  fonction  x 
s*obtient  en  intägrant  l'expression  de  sa  differentieUe 
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92.  SU  au  lieu  des  valeurcr  explicites  de  pi,.*,  pn,  ^n^  f<mc-> 
tioD  des  variables  itid^pendafntes,  on  donne  n  ^qtiatlons 

dont  [es  premiers  membres  sont  des  fonctipns  de  Ww,  Xn$  Px^»  pth, 
il  existe  alors  des  caracteres  analytiques  gen^raux  pour.  ,recon- 
naitre  si  Ton  peut  resoudre  algöbriquement  ces  ^quations  par 
rapport  aux  7t  inconnues  pi,.*$  pm  et  si  les  expressions  de  ces 
quantitäs  verifient  les  conditions  (I).. 

8i  une  ou  plusieurs  des  foDctions  Ja,  Hi,..,  Hn—i  sont  expri- 
mables  au  moyen  des  autres  et  des  variables  a^i,..,  Xn,  alors  ou 
ies  äqoatioos  (3)  sont  insuflfisantes  pour  la  d^termination  des  in- 
eoonues  pi,...,  pn fOn  elles  sont  contradictoires.  Supposons,  en 
eSet,  que  Ton  ait 

En  vertu  des  ^quation^  donn^es,  nous  aurons 

Hits  tp(Xi,..,  Xn,  0,  0,...)=0. 

Si  cette  relation  est  identique»  il  faudra  alors  supprimer  une  unitö 
du  nombre  des  öquations  donn^es^  qui  deviennent  alors  insuflfi- 
santes pour  la  determination  des  n  incohnues  pi,...,  pn*  Si  la, 
relation  9=0  n'est  pas  identique»  alors  eile  eontredit  Thypoth^se 
de  Ifnd^pendance  des  Variables  Xi,.^,  Xn» 

Nous  avons  4^bM\  plus  baut  (§.3)  le  car&ct^re  analytiqne  in- 
dtqci^  par  JacobI,  et  d'apr^s  lequel  6n  peut  toujourit  juger  si 
parnii'les  fonctions  H,i.,  Hn^x  il  s'en  tronve  quelqu'une  qui  soit 
datis  le  cas  de  celle  que -nous  d^signions  tout  ä  rheore  par  Hi. 
Pour  cela,  en  eonsldörant  J^>...»  Hn^x  comme  des  fonctions  des 
S(»til^8  vatfabfe9j9i4.r.,  pm  on  formera  le  determinant  fonctionnel 


(4) 


dH^  djji 

dpi  dpn 


dpi     '  '  '     dpn 


=  z\. 


SI  ^  se  röduit  identiquement  ä  zäro »  alors  une  ou  plusieurs 
des  ^quations  H^^O,...,  Hn-^i  =  0  sont  contradictoires  avec  les 
autres,  ou  bien  identiqnes  avec  les  autres. 

93.    Mals  supposons  qüe  A  »e  soit  pas  nul ;  alors  se  präsente 
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C9lto  96coode  question:  les  expressions  de  pi,...,  pn»  tiröes  des 
öquations  (3)«  s^itisfon tolles  aux  cooditions  (1)? 

Supposons  que  les  valeurs  de  pi«..»  pn»  tMes  des  eqaations 
(3),  v^rifient  les  conditions  (I).  En  remettant  ces  valeurs  ä  la 
place  de  Pif,  pn  dans  les  öqaations  (3),  on  changera  Celles -ci 
en  identit^s.    Si  Tod  prend  deux  des  ideotit^s  ainsi  obtenoes» 

et  qu*on  les  traite  exactement  comme  nous  avons  trait^>  aa  §•  II, 
iQ9  identitös 

nous  en  conclurons  de  la  m^me  nianiere  qoe  les  fonctioos  Bu 
Hk  doivent  satisfaire  ä  la  condition 

(5)  {Hu  Bk)  =  0, 

pour  toutes  les  valeurs  0,  l,..»  n—  1  des  indices  t  et  k. 

R^ciproquement,  si  les  conditions  (5)  sont  satisfaites,  alors, 
en  vertu  du  Theoreme  II  du  §.  17>  nous  en  conclurons  que  les 
expressions  de  /?!,.. ,  pn*  tir^es  des  ^uations  (3)»  satisfonf  ä  la 
condition  (I) ;  par  consdquent,  il  n'y  aura  qu'ä  les  substituer  dans 
l*expression  (2),  dont  Tint^gration  donnera  la  fonction  z  *}• 

94.  Remarquons  que  les  conditions  (5)  peuvent  4tre  saüs- 
faites  ou  identiquement,  ou  en  vertu  de  quelques-unes  des  ^qoa- 
tions  donnees  (3).  Dans  ie  premier  cas,  il  est  ^ident  qn'an  lien 
des  äquations  donnees  (3)  ob  aurait  po  prendre  de«  eqoatioiis 
plus  gönerales,  en  dcrivant  dans  leurs  seconds  membres  des  coo- 
stantes  arbitraires  ä  la  place  de  zero.  Dans  Ie  second  cas,  oo  ne 
poiurra  g^n^raliser  de  cette  nianiere  que  celles  des  ^oatuMis  (^ 
qui  n'auroiit  pas  4A^  prises  en  consid^ration  pimr  la  vMieatiea 
des  equations  (5). 

95.  La  question  precedeute,  qui  est  entierement  dätermin^ 


*)  Bour,  dans  ann  M^nioire  cito  plus  hant,  donoe  eonstammeot  i 
la  condition  (5)  Ie  nom  de  Theoreme  deLiooFilley  et  ^jooCe  mdaie 
que  ce  g^oni^tre  k  d^montre  ce  theor^me  dans  Ie  coura  qa'il  a  profeee^ 
en  1853  au  College  de  France.  Ü'antre  pari,  dane  Ie  M^Boire  de 
Don k in:  „On  a  das«  of  differential  Eqaations,  etc.*%  publik  dana  let 
Philosephlcal  Transactiona  (1854,  Part  I),  noua  troovona  ce 
ai4aie  tb^or^me  (Theorem  12,  p.  83)  roentionne  (p.71)  panni  Ie«  rea«l- 
lata  ttouveatts  oblonat  par  TAutoor. 
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devieot  md^termiDäe  si,  an  Ueu  du  Systeme  complet  des  n  ^qaa- 
tions  (3)»  on  n'a  qu'un  systöoie  incomplet  de  m  öqnations  entre 
les  dem^es  partielles  da  premier  ordre,  en  supposant  i?t<n«  Le 
cas  de  fii  =  l  constitue  le  probl^me  de  rint^gration  d'une  seule 
^qaation  aux  d^riv^es  partielles  du  premier  ordre»  Nous  avons 
vu  plus  haut  que  la  Solution  de  ce  probl^me>  consid^^  au  point 
de  Tue  th^orique^'  est  toujours  possible,  c'est-ä-dire  que,  ^tant 
donn^e  T^quatioA 

entre  les  V^arlables  arg,...,  ^m  l'i»**«»  P»»  on  peut  toujours  döter- 
miner  n-^l  autres  öquatlons  entre  les  mdmes  variables, 

£f|  =r  CODSt  =  a|  , .  • ,     äw^  =:  CODSt.  =  ün^-lt 

donf  les  premiers  membres  satisfkssent  ä  ta  condition 

(Hu  m)  =  0, 

pimr  toutes  les  valeurs  Q,  ],«.,  n— 1  des  iodiees  i  ei  k* 

* 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  le  nombre  m  des  äquations 
donp^s  aux  d^rivöes  partielles  du  premier  ordre  soit  plus  grand 
que  l'unit^,  on  arrive  alors  ä  la  questiop  de  Tint^gration  simut- 
tanäe  de  plusieurs  öquations  aux  d^riv^es  partielles  du  premier 
ordre.  II  est  faeile  de  voir  que,  pour  un  m^me  nombre  de  varia* 
bles  ind^pendantes,  non-seulement  ce  nouveau  probidme  n'est  pas 
plus  eompliqu^  que  le  premier,  mais  encore  il  est  plus  simple; 
et  que  la  tbäorie  de  la  r^solation  du  second  probl^me  d^coule 
tout  naturellement  de  la  methode  de  r^solution  du  premier. 

96.  La  difference  essentielle  entre  les  deux  questions  con- 
siste  en  ce  que,  dans  le  cas  d'une  seule  ^quation  aux  derivees 
partielles  du  premier  ordre,  Tint^gration  est  toujours  possible,  et 
qoe  la  thöorie  g^n^rale  de  cette  Integration  ne  limite  en  rien  le 
cboix  de  l'^quation  propos^e;  tandis  que,  dans  le  cas  oä  Ton 
donne  plusieurs  ^quations  aux  därivöes  partielles  do  premier 
ordre,  elles  n'admettent  ane  integrale  commune  que  lorsqu'elles 
remplissent  certaines  conditions. 

En  effet,  si  Ton  choisit  arbitrairement  m  äqnations 

(6)  i^FjsaO,    jya  =  0,..,    «„  =  0, 

entre  les  variables  jfi,...,  .ar»,  /»i,...,  pm»  il  pourra  exister  entre 
ellee  deux  sortes  de  cas  d'incompatibilite:  incompatibilit^  alg^* 
brique  et  incompatibäUed'intägration.  Le  premier  cas  a  lieu. 
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lorsqu'une  ou  plusieurs  des  fonctions  H^,.,,,  Hm  s'expriment  en 
fonction  des  autres  et  des  variables  ari»..,  ar«;  alors  vtne  au  pla- 
sieurs  des  ^qaations  (6)  oa  seront  des  identit^s»  oü  seront  coo- 
tradictoires  avec  les  autres. 

Si  les,  öqaatioDS  donnäe«  ne.sont  pas  i^ffect^es  de  ceCte  eause 
d'incompatibilit^,  U  faut  encore  s'a/saurer  si  elles  app^rtienneot  k 
un  Systeme  de  n  ^quations  d'oü  Ton  puisse  tirer  pour  pi,...»  p% 
des  valeurs  v^rifiant  les  conditions  (1);  c'est-ä-dire  s'assurer  s'il 
est  possible  d'obtenir  une  inti^grale  satisfaisant  simultan^meDt  aox 
^quations  donnäes,  Pour  cela,  II  n'y&ura  qu'ä.examiner  ß\,  pour 
toutes  les  valeurs  ],  2,,.«  m  des  indices.t  et  ^9  les  conditions 

(7)  (Hi,  Bk)  =  0 

peuvent  4tre  sfttisfaites  fit  de  quelle  mani^re  elles  peuvent  l'^tre. 

97.  Si  les  equations  (7)  sont  satisfaites  seit  identiquement, 
soit  en  vertu  des  öquations  donnees  (6),  alors  l'lnt^grale  qui  satis- 
fait  ä  chaeune  de  ces  derni^res,  et  qui  renferine  dans  son  ex^ 
pression,  outre  les  variables  independantes«  n— M-fl  constantes 
arbitraltfes,  se  trouvera  par  les  proc^d^s  qoe  nous  avons  expos^ 
en  traitänt  de  Integration  d'une  seule  ^quation  aux  dörivees  pai* 
tielles  du  premier  ordre.  En  effet,  pour  ri^soadre  le  probltee 
de  cette  mani^re,  II  suffira  de  compMter  le  Systeme  donnö  par 
ft— m  äquations 

(8)  Bm^x  =  const.  =  a|  ^    Bm^%  =  coost.  =  a^, •  •  •« 

Bn  =3  const  =?  On-HH» 

dont  les  preraiers  membres  repr^sentent  des  fonctions  iud^pen- 
dantes  entre  elles  de  a?|«..»  Xn,  Pu»»»  pn»  lesquelles  devront  ^tre 
d^termioäes  de  mani^re  ä  satisfaire  ä  la  condition 

(£&,  £f*>  =  0, 

pour  toutes  les  valeurs  £=1,  2,..,  n,  et  /b  =  m-f  1»  m-|-2^..,  n. 

D'aprds  cela.  Ja  fonction  Bm-{^  peut  ^tre  d^terminöe  par  la 
m^tbode  exf^osäe  au  §.  18,  conime  int^ale  commune  du  Systeme 
des  nt  Equations  lin^aires 

(Bi,  Bm^i)  ^  0,    (Äa,  ifm+i)  =  0,..,    (»m,  B^i}  =  Ol 

On  d^terminera  de  la  m4me  mani^re  les  premiers  membres  des 
autres  Equations  (8);  et  ces  äquations,  jointes  aux  Equations  don- 
nees» fbront  connaitre  les  valeurs  de  pi^,,.,  pn$  lesquetles  renfer- 
meront  n— m  constantes  arbitraires.  Par  Suite,  Tiiit^grale  eher- 
cM«  s  contiendra  n-^m  +  l  constantes  arUtralres. 
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98.  S\  la  m^tbode  ^^icMente  se  trouve  inapplicable  (dans 
les  circonstances  ini^iquäes  dans  les  Remarques  du  §.  18,  art  49 
et  51),  ou  siy  pour  d'autres  motifs,  on  veat  ramener  les  ^quations 
qQ*U  Taut  integrer  k  conteoir  le  moindre  uombre  possible  de  va- 
riabieg;  on  exprimera  aiors,  k  l'aide  des  equatioos  (6)»  Pif,  Pm 
eo  foDciiop  de  pw$^i,-,  p»  ;ri>*«»  ^m^    Soient 

les  expresslons  troavees. 

Observons  quen  vertu  du  Th^ordme  111  (§•  17)  oq  deit  avoir 
les  ideotit^s. 

(9)  (pi—m,  pk—  m)  =  0, 

pour  toutes  les  valeurs  1,  2,.. 9  m  des  indices  i  et  k. 

Pour  d^terminer  ensuite  requatioo 

f\ (pm-i-iff  p%9  ^1,..,  scn)  =  const.  =  Ol, 

qoi  doit  fournir  la  valeur  pi»|.i=  lOn-i-i,  (om^-i  repr^sentant  une 
fonction  de  pm4-2,..,  p«,  ^i,*-«  ^n,  Oi),  formous  le  Systeme  des 
m  äquations  Uoeaires  slmultan^es 

(Pi  —  «>i»Ä)  =  0,    (ft— »t,  /i)  =  0,..,    {pm'-mmf  A)  =  0* 

oü  le  nombre  des  variables  est  2  (it  ^  m)  -f  1.  Leur  integrale 
commune. pourra  se  trouver»  k  l'aide  des  identitös  (9),  par  la  m^ 
tbode  exposäe  au  §.21. 

Ayant  däterminö  la  valeur  pm-\-\^^^m-^^»  flubstitnons-la  dans 
les  fonctions  lOi,..,  00»;  en  däsignant  par  a>i',..,  com'  ce  que  de* 
viendront  ces  fonctioos  apr^s  la  Substitution,  nous  formerons  le 
Systeme  des  m-^- 1  äquätioos  Unfaires  simultanäes 


I  t . 


/ .      ' 


iPt-—  Vi', /«)  ^ 0,     (pi— . 0%',  A)  SF  0> • . > 

(p*|i --••«•',  ^1)  »  0,     (pm^a-^'OHn+I,  /i)3=t0, 

eotre  2(n — m)  — 1  variables.     Leur  integrale  commune  f%  don- 
nera  r^q^atiom 

/a(pm-|-^**9  Jt^»  ^i>»»>  ^ii>  «i)  ^=  const  =  a^, 
d'oi  Ton  tirera,  la  valeur  de  pw^j^    Et  »insi  de  sulte. 


>  I 


99.    De,  cett^  man^i^re,  dana  ia  däterroination  successive  des 
w— 1»  Int^gcales.  demaadees^ 


•  i 


/l  -r-,  «1,     /a  =C.  Hs 9  •  • »     A-'«»  ^=^  ''n— 
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le  nombre  des  ^qnatlons  lln^ires  simoltaD^es  va  en  angmeBtaiit 
cfaaque  fois  d'one  anit^,  fandis  qoe  le  nombre  des  Tariables  qni 
y  entrent  va  en  dlminuant  de  denx  anU^s.  II  est  Evident  qo'eo 
proc^dant  ainsi,  l'int^grale  commune  des  ^nationa  (6)  qne  Ton 
obtiendra  renfennera  dans  son  expression  an  nombre  de  eonstantes 
arbitraires  ^gal  au  nombre  des  variables  ind^eodantes,  moins  b 
nombre  des  öquations  donnees  dimlnuä  de  Tanil^,  e'est-ä-dire  ^ 
ä  n — 111+ 1. 

Une  teile  integrale  commune  des  äquations  (6)  peut  4tre  ap- 
pei^  rint^grale  complöte.  On  peut  former  par  son  moyei 
Hnt^grale  la  plus  gän^rale»  renfermant  une  fonction  arbltraire  de 
n — fit  quantitös  variables«  en  se  servant  de  la  Variation  des  cm- 
stantes  arbitraires  (§§*!2  — 4). 

On  voity  par  ce  qui  präc^de,  qne  llntögration  des  nt  öquatioiw 
simultanäes  (6)»  qui  satisfont  aux  conditions  (7),  se  fait  en  opärant 
exaetement  comme  lorsqn'on  veut  achever  riot^gratioo  d'ane  seole 
equatlon  aux  därivöes  partielles  du  premier  ordre 

i5fi=0, 

aprds  avoir  däjä  trouvö,  au  moyen  de  eette  ^uation>  las  SU'- 1 
äquations 

H^  ^  0,    H^  =  Oy  • .  9    Hm  =  0, 

salisfalsant  aux  conditions  (T),  et  qu*oii  demande  de  d^ttfmüMr 
encore  les  n — m  öquations  restantes 

A  ce  point  de  vue,  il  est  clair  que  le  probl^me  de  rint^gratiOB 
simultan^e  de  plusieurs  ^quations  est  p|las  simple  que  le  pn* 
bl^me  de  Tintegration  d'une  seule  equatlon  aux  därivöes  partielles 
du  premier  ordre»  pour  un  m^me  nombre  de  variables  Indöpen- 
dantes«  pnisque  le  premier  n'exige  qa'ane  paiftle  des  calculs  n^ 
cessaires  pour  la  Solution  du  second. 


100«  Examinons  maintenant  dans  quels  cas  les 
proposöes  (6)  sont  incompa.tibles  au  point  de  vue  de  rint^ratioD, 
c'est-ä-dire  n'admettent  pas  d*int^grale  commune;  dans  queUeB 
circonstances  il  peut  rester  de  rincertitsde  sur  lear  compaHbilH^ 
et  comment  on  doit  procäder  alors  pour  obtenir  la  Solution  It 
plus  oomplÄte  (c'est-ä^dire  renfermant  le  plus  grand  nombre  pos* 
sible  de  constantes  arbitraires)»  si  cette  solotion  est  possible. 

Les  öquations  (6)  sont  tncompatfUes»  si  les  conditions  (7)  ne 
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p«ovent  ^tre  satisfaites  ni  identiqnenieot,  di  en  vertu  des  ^qaa- 
tions  dorniges  >  ni  en  vertu  des  n — m  ^quations  qui  sont  encore 
inconnues  et  qa'il  faudrait  trouver  ponr  Compiler  le  Systeme 
donne  (6).  Ce  cas  aara  lieu  ^idemment  lorsqu'ane  ou  pinsieofs 
des  expressioDS  (Hu  Bk),  qui  entrent  dans  les  conditions  (7),  se 
T^dairont  ä  des  constantes  quelconqoes  diffi^reotes  de  z^ro,  on  k 
des  fonctions  de  Xi, .  * ,  xn, -Bis .  • ,  Hm»  ne  s'annulant  pas  en  vertu 
des  ^uations  donn^es. 

Mais  si  quelques  -  unes  des  expressions  qui  entrent  dans  ies 
conditions  (7)  sont  de  la  forme 

(Hu  Hk)  =  Hm^i...,    (Hu  HkO  =  Hmy» 

Hm^\y.9  Hm^i  d^signant  des  fonctions  qui  renferment  non*seu- 
lement  Xiy.y  Xn»  Hi»..,  Hm,  mais  encore  Pi»..,  pn»  et  qui  ne 
s'annulent  pas  en  vertu  des  ^quations  donn^es  (6);  alors  on  n'a 
plus  le  droit  d'affirmer  que  les  equatioos  donnees  soient  incompa-« 
tibles;  ear  les  fonctions  i7m-t-i » •  •  •  • »  Hm-^  peuvent  s'annuler  en 
vertu  de  quelques -unes  des  n-^m  dquations^  encore  inconnues» 
qui  doivent  completer  le  Systeme  donn^  (6). 

Pour  qu'il  en  seit  effeetivement  ainsi»  il  suffit  d'admettre  que 
les  ^quations 

Hm-^-l  =  0,..,     Hm-\-l  =  0 

fassent  partie  des  n  —  m  ^quations  inconnues.  Or,  en  ajoutant 
de  cette  maniere  au  Systeme  donn^  (6)  /  nouvelles  ^quations,  II 
faudra  soumettre  Celles -ci  k  la  m^me  ^preuve  ä  laquelle  on  a  du 
soumettre  les  premieres,  e'est-ä-dire  examiner  de  quelle  maniere 
on  peut  satisfaire  aux  conditions 

(HuHk)=0 

pour  les  indices  i=l,  2,..,  «i  +  /,  et  Ä=m+1,..,  tn  +  l. 

101.  Le  caicul  des  expressions  qui  entrent  dans  ces  con- 
ditions forme  la  partie  laborieuse  de  la  m^thqde  que  nous  ex- 
posons;  par  consequent,  il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  le 
Theoreme  I  du  §.  17  peut  ^pargner  une  partie  notable  de  ce  cai- 
cul. Si  Ton  designe  parj  un  des  nombres  1^  2,..,  m,  on  a,  en 
vertu  de  ce  thäordme, 

(Hj,  Hm^i)=\Hi,  (Hu  Hk^^-^lHu  (Hk»  Hj)]^[Hk.  (Hj.  Hi)]; 

par  conseqnent,  si,  dans  la  verification  des  conditions  (7),  on  a  d^jä 
trouve  (Hh  Hj)=:0,  (Hj,  //,•)=  0,  il  est  Evident,  sans  nonve^ 
caicul,  que  Ton  aura  aussi 

Theil  L.  27 
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]Q2.  SupfKiAons  qu'en  apipUquaol  ane  ou  plusieurs  fois  k 
froc6d6  que  dous  venons  d'indiquer«  oo  alt  ajout^  au  Systeme 
donn^  {6)  ud  certaia  nombre  r  d'^quatioiMU  Oo  devra  se  trouver 
aUrs  dans  ud  des  trois  cas  suivaots; 

P.  Le  nombre  m  -i-  r  est  ^gal  ä  n,  et  les  conditioDs 
(Hi,  Hk)^=0  ne  sont  pas  encore  salisfaites  pour  toutes  les  valeore 
\,  2,..^  m-f  r  des  tndices  i  et  k.  Alers  les  äqtiations  propos^es 
(6)  ne  pourront  avoir  une  integrale  commttne. 

2^.  Le  "noviibre  fn  +  r  e8t  meindre  «qu«  n}  mais  une  ou  pIn* 
sieurs  des  expressions  qui  entrent  dans  les  conditions  prec^dentes 
se  rddulsent  ä  des  constantes  ou  ä  des  fonctions  de  a?|,....,  Xm 
£fi,..,  Hm^r»  diff^rentes  de  zäro.  Alors  les  equations  propos^ 
sont  encor.e  incompatibles. 

3^.  Le  nombre  m-f  r  n'est  pas  pflu's  grand  quie  n,  et  toutes 
les  conditions  präc^dentes  sont  satisfaltes.  Alors,  par  la  ibethrode 
exposäe  plus  haut,  on  pourra  d^ermlner  une  integrale  comnraire 
4es  Equations  (6),  reoferniant  n— »m^r^l  constantes  arbitraires. 

103.  Apr^s  l'apergu  que  nous  venons  de  donner  et  qui  ren- 
ferme  la  theorie  gän^ale  de  la  räsotution  des  probl^mes  däter- 
minäs  et  indätermines  aux  därivees  partielles  du  premier  ordre, 
il  reste  encore  ä  completer  cette  thäorie  par  quelques  remarques 
et  ä  r^claircir  par  des  exemples. 

^ous  avons  considärä  les  äquatiotis  aux  däriväes  partielles  du 
premier  ordre  avec  une  certaine  restriction  dans  leuir  forme,  savoir, 
en  supposant  que  la  fouction  ioconnue  z  n'entrait  pas  dans  ces 
äquations  par  elle-meme,  mais  seulemeut  par  ses  därivees  par- 
tielles Piff  pn.  Si  la  fonction  z  entre  elle-m^fme  dans  kes  ^q««* 
tions  proposäes,  ce  cas  pourra  se  ramener  au  präcedeni,  au  moyen 
de  la  transformation  indiquäe  au  §.  14.  En  effet,  si  Ton  met  TiD- 
tögrale  z  söus  ia  forme  d*une  fonction  impliclte  donnäe  par  Te- 
quation 

et  qu'oD  diffi^rentie  cette  äquation,  ii  vient 

8j?m  Qm  .         *        SV  BT 


<6)  ^  =  -  -^j-  =  -  ^^,  en  ,posaiit  5-«'=  g;^.  g^i  =  ^. 

dz 
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La  subütitutioo  des  valeurs  de  pm,  pour  mz=:i,  %,....,  n, 
dans  les  equatioiis  donn^es  ramenera  Celles -ci  ä  une  forme  teile, 
qu'elles  renfermeront  les  n  +  1  variables  independantes  o^i^..,  otm, 
z,  et  les  ddriv^es  partielles  9i»*.>  gn,  fjfn^i  de  la  fonction  V,  la- 
quelle  n'eiitrera  pas  elle-mecne  dans  ces  ^quations.  Lorsqu'on  aura 
obtenu  une  integrale  des  ^quatious  transform^esy  alors,  en  rejetant 
la  constante  qui  y  eutre  par  simple  addition  et  egalant  cette  in* 
tägrale  ä  zero,  on  aura  une  equation  qui  donnera  une  valeur  de 
z  satisfaisant  aux  equations  non  transformees  >  d'apr^s  ee  qui  a 
ete  demontr^  ä  la  fin  du  §.  14. 

104.  Comme  exemple  d'application  du  tbdor^me  de  Lion* 
ville  ou  de  Denk  in  ä  des  probl^mes  d^termines  aux  därivees 
partielles  du  premier  ordre ^  prenons  la  question  gdom^trique 
suivante: 

Considerons  la  ligne  dont  Töquation  en  coordonnäes  polaires  est 

(1)  r  =  F(sinö,  cosö), 

0  ^tant  Tangle  polaire  et  r  le  rayon  vecteur^  et  en  chaque  point 
de  cette  Kgne  elevons  une  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  cor- 
respondant.  On  demande  de  trouver  la  trajectoire  orthogonale  de 
ces  perpendiculaires^  c'est-ä-dire  la  courbe  ä  laquelle  ces  perpen- 
diculaires  sont  normales. 

En  prenant  le  p61e  pour  origine  des  coordonn^es  rectangu- 
laires  x,  ^y  et  Taxe  polaire  pour  axe  des  Xy  T^quation  d'une  de 
ces  perpendiculaires  sera 

(2)  xco&B-\-fS\n  &  =  F(sin  ß,  eos  6). 

L'^quation  de  la  trajectoire  cberch^e  donnera  y  en  fonction 
de  Xy  ou  vice  versa.  Les  tangentes  des  angles  que  fönt  avec 
Taxe  des  x  la  normale  ä  la  courbe  cherchee  et  la  droite  {'1)  ont 
respectivement  pour  expressions 

dx  cos  6 . 

dy*         »in  Ö  ' 

ces  tangentes  devant  etre  ^g^l^s»  T^quation  diff^rentielle  du  pro- 
bleme  sera 

(3)  sin  6 .  dj:— cos  d.dy  =^0. 

II  ne  reste  plus  roainteciant  qu'ä  exprimer  sind  et  cosd  en  x 
et  y,  au  moyen  de  requation  (2),  et  ä  integrer  l'equation  ä  deux 
variables  (3).    Mais  il  est  aisö  de  voir  que^   quelle  que  soit  la 
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f6n6/ioD  F,  81110  et  —  cos  6  doivent  s'exprimer  en  o;  et  ^  de  teile 
iDani^re  que  la  conditioo 

dsind       8  cos  6 ^ 

soit  satisfaite«  d'oü  il  s'ensait  qae  le  premier  membre  de  r^aa- 
tion  (3)  forme  une  differentielle  ezacte.  En  effeC  en  faisant,  poor 
abröger, 

sin  d  =  |i,    cos6  =  —  flr, 
ecrivons  TequatioD  (2)  sous  la  forme 

— fl'«  +  PJF— ^(p»— «)  =  0, 
equation  ä  laquelle  nous  pourrons  joindre  encore  la  sulvante^ 

En  desigDant  respectiremeot  par  ^  et  tf;  les  premiers  oien- 
bres  de  ces  equatioDs,  il  est  aise  de  s'assurer  que  la  conditk» 

dfpdif       dqf  d^;       dgf  d^       dq>  dy^f ^ 

est  identiquement  sattsfaite.    Par  cooseqnent^ 

dp dq 

Preiious  le  oas  parttcolier  oü  la  fonction  F  se  redoit  a  une 
coustaiite  a ;  alors  Tequatioii  de  la  eoarbe  donaee,  r=a,  represeote 
un  cerele.  Le  Systeme  des  perpeodievlatres  est  eeliii  des  ta»- 
geotes  au  cerele»  et  leur  trajectoire  ortbogooale  est  la  d^eloppante 
du  cerele.     Les  equattons  qui  determiiieDt  jt>  et  ^  sont 

—  9ar+/yy-a  =  0,    j»*  +  9*— 1  =0; 

en  les  resolvant,  oo  trouve 

tfy  db  3?  V^^  -f  y^ —  «*  — fl^r+y  V^ap*+y*  —  o* 

Partant,  requation  (3)  pread  la  forme 

et  le  premier  membre  de  cette  equation  dott  ^tre  aae  diferentiele 
exacte.     Eii  effet,  on  peut  fecrire  soas  la  forme 


aux  (krMes  partielies  du  premier  ordre.        CA,  VI,  g,  23.    405 
ydx — ydy       {xdx  -f  ydy)  V  ä?^  -f-  y* —  ft* 


ou,  eD  posant 


=  a.a arctaog  -  +i «~r"~« ^ 


arctang'  =  r ,    a?*  +  «•  —  o*  =  w*. 


=  0, 


Or 


/u*du  ^       u 

^^nf^=u-o  arctaog-. 

Donc  rint^rale  de  l'^quation  präc^dente  est 


at)  j:  tf  7  o  arctang  -  =:  const. , 


ou 


a  arctang  -  ±  V  a?*  +  y*  —  a*  T  «  arctang ^ =  const. 

105.  Prenons  maiutenant  un  probleme  indetenninö  anx  d^ri« 
vees  partielles  du  premier  ordre.  Sapposons  que  Ton  demande 
de  däterminer  Tintegrale  commune  des  deux  äquations 

ftr     8z  __  dz    dz  


En  posant 


dz  dz  dz  dz  

d^i^p^'  w^^p^'  w^^p^'  äs;""^*' 


Dous  ecrirons  les  equations  de  cette  mani^re, 

^i  =  Pi  P9'^^±^4  =  0*     Äj  =  j9a;?4  —  a?|ar8  =  0. 
Pour  essayer  leur  compatibilitä,  formons  l'expression 

(Hl ,  H^  = 


0,  —arg 

— ar4,  0, 

0,  -Xi 

— ar«,  0 

+ 

Ö,     /?4 

+ 

+ 

Pz>    0 

Pu    0 

0,     p. 

=  «8 /'s  — ^\P\  +  ^1  P\  ""^«P»« 

Cette  expression  ne  se  reduit  pas  a  zäro  en  vertu  des  öquations 
donnöes;  mais  eile  peut  s'annuler  en  vertu  des  äquations  encore 
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incoiinues.    Pour  qa*il  en  soit  r^ellement  ainsi,  ßupposons  qu^uoe 
des  deux  ^qaations  encore  inconnues  soit 

* 

La  condition  (Hi ,  H^)  est  maiBtenant  remplie,  et  il  reste  ä  exa* 
miner  si  les  expressions 


(H, ,  H,)  = 


0,   Pi 

• 

+ 

Pa>  *i 

—^4»  — P« 

0.    ih 

• 

+ 

+ 

0.     —  ar. 

Pi>  «■ 

0,         — ^4 


=  ""  PlPi  +  ^2^4^PiP9  +  ^«^4  =  —  2Äi, 


(Ä„Äa)  = 


— ar3,  pi 
0,     xi 


—  «1»  F» 

+ 

0. 

-P* 

0,     *, 

Pt' 

-*4 

0,  — />« 

=  —  üCiO!^  +P%Pa^^l^^  +Pal^4  ==  2^a» 
peuvent  se  r^duire  ä  z^ro. 

Or,  il  est  Evident  qu'elles  s^anuulent  en  vertu  des  ^qyations 
donnöes;  donc  les  öquatiöns 

sont  compatibles  et  adniettent  une  integrale  commune,  qui  con- 
tiendra  dana  son  expressioii  la  plus  compl^te  4— 3-|-l  =  2  con- 
staalea  arbitraires.  Pas«otts  a  la  d^terniinatHMi  de  cette  intei 


Pour  ramener  au  plus  petit  nombre  possible  de  variables  les 
equations  ä  integrer,  r^solvons  les  öquations  pree^dentes  par  rap- 
port  ä  pi»  ps»  /^.    Des  Equations  J^i  =  0,  H^zziO  on  tire 


^    ^g^4 


"  P4 


En  substituant  ces  vaienrs  Hans  T^quation  ff^  =  0,  on  obtient, 
pour  la  determination  de  p^,  une  equation  du  seeond  degre  an  pea 
compüquäe.  Par  suite,  il  est  pref^rabte  de  calculer  une  de  »es 
racines  (c6  qui  neos.  sviBra),  de  la  maaiere  suivante.  Mvitipliaot 
entre  elles  les  equations  donnees 


il  vient 


d*oü  Ton  tire 


PiPz^  ^«•2*4»     ^i^z  =  PiP^ 


PlXi  .pjOTa  =  p^2*P4^^ 


Pl  ^1  ,_  P4^4  _  Pl^t  ^P^4 
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Or,  d'apr^s  Täquation  H^  =  0^  on  a 


donc 


Mettant  cette  valeur  dans  l'expression  de  pi,  il  vient 


on  a,  de  plus» 


P.=-j^=«.; 


»»  = =  00«. 

^  P4 


Pour  determiner  ensuite  l'äquation 

/(P^ß  *i»  ^»»  -Tt»  ^4)  ='Const., 

qoi  doit  fDurnir  f expressrion  de  p^  an  noyeti  des  vaHables  iell^- 
peodantes,  il  fairdra 'inti^grer  fl/rraiMan^tnent  Im  trois  äquafions 
unfaires 

(Pi  ^  »1»  /*)  =  ö,    (/?«—««,  /*)  =  0,    (pa— 1»8,  f)  =  0. 

Les  systemes  d'equations  diffärentielles  ordinaires  torrespondants 
aux  deux  premi^res  de  ces  ^quations  unfaires  soot 

dxi  ^^^    jdx^        ii//?4    dx%        .d^         dp^ 


J  x^x^ 


P4*  P4* 

Par  suite,  rint^gmle  (p=^p«=const.  «eia  CMnoione  aux  deax  pre* 
mi^res  ^quations  linäaires.  En  la  mettant  daos  la  troisieme  k  la 
place  de  /»  on  aura 

;,^  .8fi98  ft  -V 

(P8  -  «8.   <P)  =  äi"  ==,^  =  ^  =  9>1. 

Donc  Y^int^grale  commune  aux  trois  ^qnatiojis  Iln^^res  s'obtiendra 
par  Tint^grätion  de  I'^quadon 

«MTj         arg  ^ 

et  sera 

iog^g»  ***iogdr8  sioeast,     «u    ^c=ooo«tÄ5i«. 

Par  cons^quenty 
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Donc 


a 


+  a  {x^dx^  +  x^dx^. 


En  int^grant,   on    tire  de  lä  Tint^grale  commune   cherch^e  des 
eqaations  donnäes» 

i  =  ~—  +  ax^x^  +  const. 


§.24. 

106.  Consid^rons  Tapplication  de  l'int^gration  simultan^e  aux 
eqaatioos  unfaires  par  rapport  aux  d^rivees  partielles  du  premier 
ordre.    Supposoos  que  les  öquation  dounäes  soient 

«1^^^  Pl  +  ««^^^  P%  +  •  •  +  «n-l^*^  P«-l  +  ön^*^  p«  =  0, 


•       • 


en  posant 

dz  dz 

et  d^signaot  par 

fit.n  fonctions  donn^es  des  variables  indäpendantes  Xi,,,,  xn* 

Nous  repräsenterons  les  premiers  membres  de  ces  ^quations 
de  deux  mani^res :  soit  par  les  lettres  correspondantes  Hi ,,.,  Hm 
soit  par  les  symboles  Ai(z),..,  Amiji)*  Dans  le  second  Systeme 
de  notations,  le  rösultat  de  la  Substitution  d*une  fonction  qaei- 
conque  9  ä  la  place  de  z  daus  la  premi^re  ^quation,  par  exemple, 
sera  exprimä  par  Ai  (g>) ;  le  r^sultat  de  la  möme  Substitution  daos 
la  deml^re  ^quation  sera  Am(g>)' 

107.  En  admettant  que  les  äquations  donn^es  soient  algebri- 
quement  compatibles,  il  faudra  examiner  si  les  expressions  (Hi,  Bk) 
pourront  ^tre  räduites  k  z^ro  pour  toutes  les  valeurs  1»  2y...9  m 
des  indtces  i  et  k. 


_i 
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Ces  expressloos  seront  ^videmment  des  fonctioos  lin^aires' 
par  rapport  ä  p^  •  • »  /»a»  doot  la  forme  g^D^rale  s'obtieDt  ais^meDt 
comme  il  aalt.  D'apr^a  la  formule  do  commencement  du  ^  16«  on  a 


{Hu  Hk)  = 


* ' 


80,0        .       .  8a«-iW  .   80«»  ,. 

■8^'^+--»--85r'^*+"8ir'^'  '^^^ 


Ed  groupant  ensembiey  dans  le  second  membre  de  cette  ögalit^, 
les  termes  qui  contiennent  en  facteurs  communs  les  quantites 
Pi,....,  pu9  et  appliquant  la  Dotation  indiqu^e  dans  Part,  pr^c, 
il  Fient 


•   •   • 


(ft,  Hk)  =  [A(ai«)-A(ai(*))];?,  +  . 

+  [A(af.-i(«'))-4(a«-i(*))]/Hi-i  +  [A(a««)-A(a«(*)  )]/?,.. 

Oq  voit  par  lä  qoe  les  expressions  (Hty  Hk)  se  r^dobent  ä 
zero:  P  en  vertu  des  äquations  donnöes,  si  elles  se  rdduisent  a 
des  fonctions  Unfaires  homogenes  de  quelques-unes  des  quantitäs. 
Hu..,Hm'9  2^  identiquenienty  si  les  eoefficients  de  pi» ••>/'»  dans 
ces  ^quations  sont  nuls  säpar^ment  Si  elles  ne  s'annulent  d'au* 
cune  de  ce»  4^ux  manieres,  alors,  en  ägalant  ces  expressions  a 
z^ro^  on  ajoutera  aux  ^quations  lineaires  donndes  d'autres  ^qua- 
tions  ögalement  linöaires. 

En  appliquant  pareillement  ce  ealeul  aux  nouvelles  öquations 
lioteires  que  Ton  vient  de  former «  supposons  que  Ton  ait  ajoutö 
aax  ^quations  donn^es  en  tout  r  äquations 

if»4.i  =  0,     lfm4-2  =  0»..5     lf«H-r  =  0, 

m*f  r  n'^tant  pas  plus  grand  que  n,  et  les  eonditions  (ffu  Hk)=0 
ätant  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs  1,  2,...,  m  +  r  des  in- 
dices  i  et  k.  On  pourra,  dans  ce  cas,  trourer  une  integrale  satis- 
faisant  simaltanäment  aux  ^quations  donn^s«  et  dont  Texpression ' 
compl^te  contiendra  n — m-^r+l  constantes  arbltraires,  y  com- 
pris  Celle  qui  y  entre  par  simple  addition;  et  de  cette  integrale 
00  dMaira  tr^s-simplement  Texpression  de  Tintögrale  la  plus  ge- 

27* 
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B^rale,  renfermant  mie  feiicHon  arbitraire  de  fi«^m-*r  foiicfioDs 
doDD^eeu 

108.  La  marche  du  calcul  de  Tinti^grale  compl^te  a  ^t^  ex« 
pos^e  präcädemmeDt  dans  uo  cas  plus  g^o^ral  celui  des  ^uatioos 
simaitan^es  noo  lin^aires,  et  eile  s  applique  ici  sans  modification. 
Pour  montrer  seuiement  rapplicatioD  de  la  nouvelle  forme  des 
cooditions  d'intögrabilit^y  prenons  un  exemple  particulier :  Trouver, 
s'ü  est  posfiible,  une  iotägrale  satisfaisänt  simultanömeot  aux 
deox  ^quations  Unfaires 

Hl  =g^+(/+iry  +  arti)g^  +  (y  +  tt— 3ar)gj=0, 

^«  =  4  "*^^^"*  +2^""^)  8i  +  («**-y>  gj  =  0. 

Pour  esaayer  leur  conipatibilitä«  repräseotons  par  A(2)  et  B(i) 
les  Premiers  membres  de  ces  äquations,  et  formons  rexpressioo 

(Ä^  Ht)z=     [4(0)-Ä(l)]^  +  [^(l)-fi(0)]| 
+  [Aimt+y-xyy-Bit+xy+xu)]^ 

+  [^(«<-y)-Ä(y+tt-ar)]gj. 

Les  deuz  premiers  termes  sont  nuis;  pour  calcnler  les  autres,  on 
trouve 

il  (ante— y— ary)  =  ti/— y  +  (l  +  Ä^ +«i)a?e+ (y+n— ar)a;m 
B(t  +  xy  +  xü)^=:x  +  (xut-{-y^xy)X'^ut'-y, 
A  (ut-^y)  =  (t  +  xy  +  xu)  /  +  (y  + 1«— 3ar)  ti, 
JB(y+t«— 3a?)  =  l  +  (xut+y—xy). 

Eo  portaut  ces  valeurs  daos  les  coefficients  de  Texpression  pro« 
cädeote«  od  la  ram^ne  k  la  forme 

(a:ye  +  <*  +  tt«+yt«— 3artt  +  ay -y  -  l)(a:g^  +  gp. 

II  est  clair,  d'aprds  cela»  quo  la  condition  (Jä^  i7|)=0  sera  satia- 
faite»  si  Ton  pose 

^»  =  ^aS  +  8i  =  ®- 
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£o  repr«8eDtftnt  le  premier  membre  de  cette  derni^e  ^qoa* 
tion  par  C  (i),  il  vient 

(ff„  Hy)  =  [^(O)-C(l)]  g  +  [^{0)-C(0)]^ 

+  [/<  (j;)  -  C(<  +  a;y + a:u)]  g^  +  [^  (1)  -  C(y  +  a -3a;)]  ^, 

(ff,.  H^  =  [ß(0)  -C(0)]  ^  +  [ß(0)-  Cd)]  I 

f  [ß(a:)-C(ar«/  +  y-ary)]  g^  +  [ß(I)-C(»l-y)]  |. 
Cr  on  a 

Donc 

Partant,  les  conditioiis  (^9,  £f|)  ==  0,  (ifa,  if«)  ==  0  sont  satia* 
faites  eo  vertu  de  röquation  H^  =  0. 

Ainsi  les  trois  ^quations  lineaires 

jyj  =  o,  /ra  =  o.  ^8  =  0 

remplissent  toutes  les  cotiditions  d'intägrabilitd.  Donc«  confor- 
m^ment  aux  conclusions  de  la  tb^orie  gönärale,  Tint^grale  qui 
coDviendra  simaltan^ment  ä  ces  trois  öquations  devra  contenir 
dans  soD  expression  complete  deux  coiistantes  arbitraires  (dont 
uoe  par  simple  addition).  De  cette  integrale  complete  on  däduira 
Tintegrale  la  plus  g^n^rale,  exprim^e  au  moyen  d'une  fonction 
arbitraire  d'une  certaine  fonction  donnee. 

Cherchons  d^abord  Tlnt^grale  complete.  En  posant,  pour  abreger^ 

dz  dz  dz  dz 

8^  =  /'»'    8^  =  ''»'    81  =  '''"    di-P*' 

d^ternninons ,  ä  Taide  des  öquations  pr^c^dentes,  les  expressions 
des  trois  premi^res  de  ces  quantites  en  fonction  de  la  quatridme 
et  des  variables  iudependantes.  Si  Ton  d^igne,  pour  abräger, 
ces  expressions  par  q)|,  m^  Qg,  on  aura 
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D'apr^s  cela,  pour  determtner  r^qoation 

f(p^  a?,  y,  t,  u)  =  const, 

qar  donnera  la  valear  de  p^^  cherchoDS  mie   integrale  eommooe 
ded  trois  äquations  lin^aires 

Les  systömes  d'^quations  siroultan^es  ant  diffi^rentielles  ord'maires 
correspondantes  aux  equatioos  precädentes  seront 

dx  __     du dp^        dy  ^     du dp^ 

l  8(öi         8a|  '      J   ~"       8a>a         8»t   , 

8^4  Sil  8p4  du 

rf<_^     rftt dp^ 

1  8(03         dcos 

8/?4         8i« 

Or,  comme  on  a  -k-  =  -q—  ^  -k—  =  0,  1  integrale 

f=zp^^z,  CODSt.  =  « 

eoDviendra  ä  chacun  des  trois  syst^mes  d'öquations  simultaD^s 
et  ä  chacune  des  trois  ^quations  Unfaires  pröe^dentes.  Pftr 
suite>  ies  expressions  des  d^riv^es  partielles  de  la  fonetion  eher- 
ehde  z  seront 

;?i  =  —  (3a:*  +  0  «>    Pt^^  —  y^y    P4  =  —  ««,    P4  =  «• 

Donc 

dz  =  —  a  [(3ia;*  +  ^)  rfa?  +3^%  +  xdt — Äii], 

d'oü  Ton  tire^  eo  integrant,  l'expression  de  I'int^grale  coroplete 


1=1  a  (m  —  ar' — a:t  -"%")  +  const. 


Enfin,  FexpressioD  de  Tint^grale  la  plus  g^n^rale  peut  etre 
donnee  sous  deux  formes:  soit  au  rooyen  des  ^quations 

zz=z  a  (w— a:'  — a:<  — •■^)  +  «(a), 
soit  au  moyen  de  requatlon  unique 
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x  =  js(u  — a?'— a;<— ^), 

7t  d^signaot  dans  les  denx  cas  ane  fonction  entidremeDt  arbitraire. 
II  est  ävident  que  ces  deox  expressions  de  Fintegrale  g^nörale 
sont  äquivalentes  entre  elles. 


109.  Üaos  ie  probl^me  pröcedent»  nous  avons  fait  usage  de 
la  forme  particuliere  que  prennent  les  coiiditions  d'intägrabilite 
des  ^qtfatioDS  simultaoees  linöairesanx  d^riv^s  partielles  du  pre- 
mier ordre.  U  est  ä-propos  de  siguaier  encore  ict  une  autre 
forme  de  ces  m^mes  eonditions,  dont  Jacob i  s'est  servi  pour 
^tablir  Ie  Theoreme  fondamental  I  du  §.  17. 

Prenons  deux  expressions  linäaires  par  rapport  aux  dörivöes 
partielles  de  la  fonction  z, 

8i    .         dz   ^        .        dz 

Ol,  a%9*»»  On  et  6|,  A^,..>  6«  däsignant  des  fonctions  de  ai^^^fO^n, 
et  repräsentons  la  premi^re  de  ces  expressions  par  A{z),  la  se* 
conde  par  ß(z). 

On  peut  coDsid^rer  A  et  B  comme  des  signes  d'opärations 
compl^tement  d^termin^es,  et  nommer  la  premi^re  de  ces  Opera- 
tions Top^ratlon  A,  la  seconde  rop^ration  B.  En  soumet- 
tant  ä  Top^ration  A  une  fonction  quelconque  z  des  variables  Xi,*. 
•  •>  Xn,  nous  obtiendrons  pour  r^sultat  une  nouvelle  fonction  des 
m^mes  variable^,  sur  laquelle  nous  pourrons  effectuer  l'opöration 
B.    Repr^sentons  symboliquement  par 


Ie  r^sultat  de  ces  deux  Operations  successives.  Si  Ton  execute 
les  memes  Operations  dans  l'ordre  inverse,  on  pourra  reprösenter 
Ie  nouveau  rösultat  par 

A[ßi£)]. 

Voyons  quelle  sera,  en  gön^ral^  la  diffärence  de  ces  deux  r^sultats. 

On  a 
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RX4UW-       A   ?^X   A    ^^W  .  ..    Ö^W 

^  8«»      .      .         8*»    ) 

*"  "'  8;r,«  +  *^  8j:,8a:,  +  •  •  +  ««  8;r,8j:.  ] 

'     •  \8«a  8^1      80:4  8a:a  •"*      8af,  dj;« 

8«t  8«z  8««    ) 

•  A    f  ?!?!.    ^'  4.  ?24  ^  4.    4.  ?2£    ^' 
"18««  §^     8a;ii  dx^'"^dxn  S^ 

ou 

.  .       8*1    .  .        8**    L      LA       ^* 
+  Mi  g— i  +  6«o,  j^  + . .  +  6„  a,  g^, 

d*z  8*2 

8«2 

+ . .  +  (6»_i  «,  +  6„fl„-i)  gj— 7^,- 
On  trouve  de  indme 

+  <"«*«+"«*•>  8i^, +  ••+<"'*"+"»*>)  8i^ 

+  . .  f  (a,-i  6»  +  an  bs^i)  g^^^^g^^- 

En  comparant  ces  deux  expressions^  on  remarque  que  cenx 
de  leurs  termes  qui  renferment  les  dörivöes  du  second  ordre  de 
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la  foDCtion  x  Bomt  identiqiies  de  part  et  d'autre;  done,  si  Ton  sous- 
trait  ces  expressions  Tune  de  Tautre,  ces  termes  se  dötruiront,  et 
la  diffärence  sera  exprim^e  par  la  foodion  lin^aire  suivante  des 
dörivöes  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonctton  z, 

B[Aiz)]^A[B(z)]  =  {B(aO  -  A  (^)| ^ 

dz  dz 

110.  U^sIgDODS  maintenant  les  d^rivi^s  0 — >  •  •  •  9   kz"  re- 

spectivement  par  Pi,..»  pnf  et  posons 

«iPi  +•••  +  Onpu  =  i4  (z)  =  £f, 
*iPi +•..  +  *••/>•  =  B{z)=&  G. 
D'apr^s  ce  qui  a  ^t^  d^montr^  au  §.  24,  art«  107,  doqs  aarons 
(Ä,  (?)  =  lÄ(a,)-^(6i)|p,  +...+{B{an)-A(bn)\pn. 

En  comparant  ce  r^saltat  ä  celut  de  Tart.  pr^^dent«  11  s'ensuit 
que  ron  a 

(if,  G)^B[A(z)]^A[B(z)]. 

Od  en  conclut  qae  les  deax  ^^atioos  unfaires 

A(z)=zO,    iß(z)  =  0 

seront  compatibles»  si  la  coDdition 

B[A(z)]  =  A[B(t)] 

est  satisfaite>  et  il  est  ävident  que  eette  noavelle  forme  de  la 
conditioD  dHotögrabilitö  des  äquations  unfaires  simultanäes  est 
äquivalente  k  la  pr^Mente. 

111.  Cons^quence.  -^  Supposons  maintenant  que  q>s  i^f  et 
z  reprästentent  des  fonctions  quelconques  des  Tariables  Xi^..,  Xn, 
Ptff  Pn»  ot  prenoBs  deiix  expressjons  lin^aWes  par  rapport  anx 
d^riväes  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction  z»  de  la  forme 
snivante» 

...        ,    '  dq)    dz       dg>    dz  dg>    dz       dg>    dz 

^  (,)  =.  (V,  «)  «  g^  j^-^  g^ +..  +  g^  ^-^  g^, 

»/.\_r-.  ,\-^  ^»     d^  dz  Bfiß  dz     d^  dx 
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Eo  verta  de  la  fbnrale  dteesMe  plus  haut  (art  100}»  ob  a 

Or  A(x)  =  (q>,  X),  Bit)  =  (i|>,  *);  dooc 

J5[J(i)]  =  [t(s  (fp,  x)],    J[JB(*)]  =  [9,  (♦,  X)]. 
et 

Ä[J(»)]-J(Ä(i)]  =  [*,  (y.  x)]-b.  (♦,  .)] 

=  [♦,  (9»,  *)]  +  W,  («>  ♦)]. 
De  ploR, 

par  coDs^qoenty  eo  vertu  de  la  formale  (4)  du  §.  16« 

de  inline 

D'apr^s  cela»  T^galit^  (a)  preod  la  forme 

[t»  (9>»  «)]  +  [9p.  (*.  »)] 

OQ»  en  faisant  passer  tons  les  termes  dans  le  premier  membre, 

[**  (9>*  *)]  +  [v»  fe  V')]  +  [«.  (*,  V)]  =  0. 

112.  Teile  est»  eo  substance,  la  d^monstration  qoe  Jacobi 
a  donn^e  de  cette  proposition  (Nova  Methodus,  §§.23. — 26.). 
Maisy  comme  cette  d^monstration  est  ^troitement  lläe  k  la  th^rie 
de  rint^gratioo  des  ^quatioos  Unfaires  simultanäes  aux  d^rivto 
partielles  du  premier  ordre,  j*ai  cru  präförable  de  la  präsenter  ea 
mdme  temps  que  TexpositioD  de  cette  partie  de  la  m^tbode»  et 
j'ai  donn^  plus  haut  (§.  17)  une  autre  dämonstration«  qui  m'a  sembW 
n'^tre  pas  plus  compliqu^e  et  se  d^duire  immädiatement  des  pro- 
pri^täs  fondamentales  des  expressions  de  la  forme  (7»  ^). 
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Remarqoofis  qae  ce  Th^or^me  <§tait  di^jä  conmi  a^ant  la  pu* 
blication  de  la  »»Noavelle  mi^thode*'  de  Jacob  i.  Ed  effet»  dans 
le  Memoire  cit^  plus  haut  (§.22)  de  Donkin^  „Or  a  Class  of 
Differential  Equations,  etc. 'S  on  troave  ce  Thi^or^me  (page  92, 
Section  11,  §.21),  et  aa  bas  de  la  page  71,  il  est  mentionne  parmi 
les  r^sultats  troaväs  poor  la  premi^re  fois  oa  d^montres  d'une  ma* 
nl^re  noavelle  par  TAateor. 

La  dtfmoostratioB  de  Donkin  poorrail  pliit6t  ^tre  coosid^r^ 
comme  ane  v^rification  da  Tböor^me  en  qaestion.  Dq  reste,  ä 
caase  de  sa  brl<§veti$,  eile  peat  ^tre  utile  pour  nne  ezpositiefi 
abr^g^  de  la  th^orie  de  JacobI;  c'ecrt  pourquoi  je  pense  qull 
ne  sera  pas  stiperflu  de  la  rapporter  ici. 

113.  ,,Tli^riine*  S\  p^  q^  r  sont  des  fonctions  quel- 
cooques  des  2n  variables  ^i>..»  ^«>  9i»..>  ^a»  od  a    » 

(«)  [(p,  q\  r]  +  [{q,  r),  p\  +  [(r,  p),  q]  =a  0. 

„S\  Tod  d^veloppe  cette  expressioo«  il  est  Evident  qae  cbacan 
de  ses  termes  se  compose  du  prodolt  d'ane  d^riv^e  du  second 
ordre  de  l'une  des  fonctioos  /?,  q^  r,  par  des  döriv^es  du  premier 
ordre  de  cbacune  des  deux  autres  fonctions. 

„  Consid<§rons  les  termes  conteuant  des  d^rlvöes  du  second 
ordre  de  p;  ils  seront  de  l'une  des  formes 

8*p      dq^    dr         d^p      dq    dr_        3^      89»  Jr 
dxidyj  dxj  ^Syl*    Sxioxj  dyt   dy/     dyi  dtfj  Bxi  Bxj* 

i  pouvant  ^tre  ögal  k  j,  et  cbacun  d'euz  proviendra  du  premier  ou 
du  troisierae  terme  de  T^quation  (a). 
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,En  examinant  maintenant  cbacune  de  ces  formes,  il  est  aisä 
de  voir  que,  pour  cbaqne  terme  provenant  du  premier  terme  de 
r^oatioD  (ä),  il  se  tcoore  un  terme  aemblable»  mais  affectö 
d'uo  signe  eontraire,  provenant  du  troisi^me  terme  de  cette 
eqnation;  et  comme  la  m^me  chose  est  vraie  pour  les  termes  oü 
entrent  les  deriv^es  secondes  de  9^  ou  de  r,  il  s'ensuit  que  le 
premier  membre  de  l'äqoation  (a)  tout  entier  se  reduit  identique- 
raent  ä  zero.     Dooc  le  Theoreme  est  demontr^.^' 


§.  26. 

114  Considerons  encore  rapptieation  de  la  m^thede  dlnte- 
gration  des  ^quatlons  simultanes  aux  d^iv^es  partielles  du  pte«^ 
roier  ordre  ä  la  d^termination  des  conditions  d'int^grabilitä  imta^dia(6^ 

Theil  L.  28 
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d'une  ezpression  diff^rentielle  cootenant  une  variable  indtfpendante, 
et  des  foDctions  de  cette  variabie  avec  lears  döriv^s  d'ordres 
quelcoDques. 

Cette  question,  qai  a  ete,  coninie  on  sait,  r^solue  par  Euler 
et  par  Condorcet,  et  dont  Lexell^  Lagraoge,  Poisson, 
Sarrus^  Bertrand,  Binet  et  d'autres  gäom^tres  ont  fait  Tobjet 
de  leurs  recberches,  präsente  une  applicatiou  facile  et  interes- 
sante de  la  thöorie  qui  nous  occupe.  La  nouv^e  mäthode  de 
solutiop  peut  ^tre  comparöe»  sous  le  rapport  de  la  simplicite  ele- 
mentaire»  k  ceiie  qui  a  öt^  donnee  par  Condorcet*)  et  perfec- 
tionn^e  par  Sarrus**);  et  tandis  qu^elle  fournit  absolument  de 
la  mdme  mani^re  les  expressions  des  dörivöes  partielles  du  pre- 
mier  ordre  de  la  fonetion  cbercböe  par  rapport  ä  toutes  les  va- 
riables qui  y  entrent^  eile  ram^ne  la  determination  de  cette  fonc* 
tion  ä  l'int^gration  d'une  diff^rentielle  totale.  Mais^  avec  cela, 
on  obtient  Fune  aprös  Tautre  toutes  les  conditions  qui  doivent 
^tre  n^cessairement  remplies  par  la  fonetion  donnäe  pour  qu'elle 
soit  la  döriv^e  exacte  d'une  autre  fonetion.  Sl,  dans  le  cas  donne, 
l'ezistence  de  cette  derni^re  fonetion  est  demontr^e  impossible, 
on  s'en  apergoit,  en  gönöra),  avant  d'arriver  k  la  condition  connue 
d'Euler,  laquelle  s'obtient  la  derniere  dans  notre  mötbode.  II 
est  ä  propos  d'observer  qoe  cette  condition  est  donnee  ici  soos 
une  nouvelle  forme  symbolique^  doubiement  remarquable. 

Pour  complöter  la  Solution  d'apr^s  cette  m^tbode,  il  oe 
resterait  plus  qu'ä  trouver  un  moyen  simple  pour  d^montrer  que 
toutes  les  conditions  n^cessaires  sont  remplies,  des  que  la  con- 
dition uniqne  d'Euler  est  satisfaite.  En  l'absence  d'one  teile 
dömonstration ,  on  doit  en  attendant  donner  la  pr^förence»  pour 
la  Solution  du  probl^me  propose,  aux  mötbodes  nioins  directes  et 
moins  simples  du  Caicul  des  variations. 

Le  proc^de  indiqu^  ci-dessus  est  du  ä  Boole***),  qai  pre- 
sente  ce  probl^me  comme  exemple  Aß  Tapplication  de  la  möthode 


*)  Dans  8on  Caicul  integral.  Voyez  aussi  Ijacrolx»  Trait^ 
du  Caicul  differentiel  et  du  Caicul  integral,  tome  IL,  pag.  238 
—  249. 

**)  Annales  de  Math^matiqaes  de  Cferg^onne»  tome  XIT« 
Voyez  auMi  Todhunter,  Historj  of  the  Progres«  of  the  Cal- 
cuIds  of  Variations,  p.  523 — 529. 

***)  Dans  son  Memoire  „On  simultaneous  DifferentialB^na- 
(iont  of  the  first  Order,  etc.<*  (Philosophical  Trantacfiont, 
1862,  Part  I,  p.  453). 
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donn^e  par  iui  pour  rintegration  des  equations  simultanöes  du 
Premier  ordre  aox  diff^renti alles  ordinaires»  dans  lesquelles  le 
Dombre  des  variables  surpasse  de  plus  d'une  unit^  le  nombre  des 
^quatioiis.  Mais  on  voit,  d'apres  ses  rechercbes»  que  cette  ques- 
tion  gönörale  est  ^troitement  liöe  avec  le  probUme  de  Tiotägra- 
tion  des  ^quations  unfaires  simultanees  aux  di^riv^es  partielles  du 
premier  ordre.  L'Auteur^  ne  eonsid^rant  pas  ce  dernier  probleme 
k  ce  point  de  vue  conimuD^  que  Bour  a  Indiqu^*),  applique  les 
cooditions  de  eompatibllit^  des  deux  ^quatious  ÜDäaires 

Ä  =  i^(2)  =  0,    G  =  B{z)  =  0, 

ezclasivement  sous  la  forme  ^ 

BiA{x)\  =  A[B  {z)l 

DU»  suivant  son  mode  de  Dotation, 

{AB-BA)z^O. 

A  la  suite  de  cela,  dans  l'application  au  probleme  consid^r^,  il 
introduit  toute  une  serie  de  symboles,  qui,  tout  en  permettant 
d'exprimer  la  Solution  sous  une  forme  tr^s-condens^e»  Iui  dtent 
cependant  l'avantage  de  la  clarte  et  de  la  simplicit^  d^sirables. 

J'adopterai,  eo  consequence,  le  mode  d'exposition  de  Ber- 
trand, qui,  dans  une  de  ses  le^ons  professöes  au  College  de 
France,  en  J863,  a  remarqu^  que,  dans  rapplieation  au  probleme 
actuel,  il  vant  mieux  faire  usage  de  la  eondition  de  compatibiiitö 
des  ^quations  Unfaires  sous  la  forme  {H,  Cr)  =  0,  et  a  fait  voir 
comment  od  d^duit  la  eondition  d'Euler  dans  le  cas  pacticulier 
oü  Fexpression  differentieiie  donn^e  contient  une  variable  ind^- 
pendante,  une  fonction  de  cette  variable  et  les  däriv^es  de  cette 
fonction  jusqu'au  second  ordre.  Je  traiterai  la  Solution  de  la 
questioD  sous  sa  forme  g^n^rale,  parce  que,  dans  le  cas  parti- 
calier  considärö  par  Bertrand,  on  n'apergoit  pas  certains  cdtös 
de  la  questioD  qui  ne  sont  pas  sans  intör^t. 

115.  En  reprösentant  par  x  la  variable  independante,  par  y 
une  fonction  de  cette  variable,  et  par 


•)  Dans  le  Memoire  cite  plus  haut  (art.  90).  Co  Memoire  ayant 
paru  aa  m^me  raoment  que  le  travail  de  Boole,  il  est  probable  que 
celui-ci  n'en  avait  pas  eu  connaissance. 
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les  n  premi^res  d^riv^es  de  cette  fooction,  soit 

Texpression  donn^e,  et  proposons  -  nou8  ce  probl^me: 

Dötermhier»  eil  est  possible,  une  fonction  V  des  variables 
^9  y>  y'>"9  y^^^y  m^j,  ^tant  diffi^renti^e  par  rapport  k  of,  non-seo- 
lemeot  en  tant  qae  x  y  entre  explicitement,  mais  aassi  en  taot 
que  X  entre  dans  les  fonctions  y^  y'^y  y^^K  reproduise  l'expres- 
sion  F. 

dV 
^    Employons  la  notation  -^  pour  d^signer  cette  d^riv^e  totale; 

nous  aurons 

dF      SF      BV   ,      dF  „  ^      .     BF      ,,,  BF    ,  ^,, 

et  röqaation  fondamentale  da  probl^m6  sera 

dF     BF  BF  BF 

Remarquons,  eo  oatre,  que: 

P.  Si  la  fonction  F  etait  döjä  connue»  l'^quation  (1)  devien- 
drait  identique,  la  fonction  y  restant  complötement  ind^terminee. 

Or  F  ne  contient  pas  y(»+*);  donc  le  terme  g~(^)  y  ^""^^^ »    n'ayant 

aucan  terme  semblable  ä  lui  ni  dans  le  premier^  ni  dans  le  se- 
cond  membre  de  T^quation  (1)^  doit  s'annuler  de  lui-mdme.  On 
doit  donc  avoir  n^essairement 

2^.     II    est   övident   que,    si    la    fonction   donnee  F  provient 

effectivement   de   la  diff^rentiation  complete   d*une   autre  fonctiop 

F  par  rapport  k  Xy  F  doit  etre  de  forme  lineaire  par  rapport  a 

y^^),  puisqae  cette  forme  est  celle  du  premier  membre  de   Töqoa- 

tion  (1).    Par  suite,  ii  faut  que  Ton  ait 

(a)  F=^+^y(»), 

A  ei  B  ötant  des  fonctions  de  or,  y,  y\n.i  y^^'~^'^y  et,  pour  qoe 
requätion  (1)  soit  verifiäe  identiquement  pour  toute  valeur  de  jf> 
on  devra  poser  eucore  la  condition 
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B  poavant  facilement  s'ezpriiner  au  moyen  de  F.  Eo  effet»  en 
difiKrentiant  partiellemeot  les  deox  membres  de  T^galit^  (a)  par 
rapport  k  y^^)^  il  vient 

Par  soite,  ei  Toii  repr^sente^  pour  plus  de  simplicit^,  par 

F«,     Vy,     F(i),     F(*),...,     F(ii-i),     F(«) 

les  d^riv^es  partielles 

dV      dV      dV      dV  8F  8F 

IGp'     8y*    8y"    W*'*    8y(«-i)'     8y(«)' 

et  que  Tod  adopte  ponr  les  d^riv^s  partielles  de  F  une  Dotation 
analogue;  les  trois  ^qnations  da  probl^me,  eignirimäes  au  moyeii 
des  deriv^es  partielles  de  la  fonction   V,  seront 

(1)  H  =  F.+  Vyy'^  rwy'+..+  F(„-DyC)  +  F(B)y«+»)-F=0, 

(2)  G  =  F(«)  =  0, 

(3)  ^1=  F(,-i)-F(«)=:0. 

116.  Ayant  ainsi  trois  ^quations  simultan^es  aQx  dörlvöes 
partielles  du  premier  ordre^  il  faudra»  pour  les  integrer,  appliquer 
la  niethode  expos^e  dans  les  paragraphes  pr^cödents.  Pour  cela, 
coDsid^rant  H,  G,  Hi  comme  des  fonctions  des  2(n-h2)  varia- 
bles Xy  Vx,  y»  Vy,  y\  F(i),..,  y^^^y   Fe«),  formons  les  expressions 

(H,  G)=  F(«-i)-Fo,), 

La  premiere  se  r^dnit  k  z^ro«  en  vertu  de  T^quation  J7|=3  0. 
La  seeonde  est  identiquement  ögale  k  z^ro»  puisque  F^n)  =  B,  et 
que  JB  ne  contient  pas  ^(")>  d'ou  il  s'ensuit  que 

BFcn)  ^SB  _ 

8y(«)  ""  8y(n)  ""  "• 
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La  troisi^me  expression  ne  s'annule  nl  identiqoementy  ni  en  vertu 
des  ^qaatioDs  donni^es;  mais  eile  eontient  la  döriv^e  partielle 
F(n_s)  de  la  fonctioii  cherchöe.  Ed  la  posant  donc  ^gale  ä  z^ro, 
on  ajoutera  aus  ^quations  donnöes  uue  quatri^me  ^quation 

äi  Ton  remarque  que,  dans  cette  äquation,  on  a 

on  poorra  ^crire  cette  ^quatlon  sous  la  forme 
ou 

H^  ==   F(«--2)  —  «Du-«  =  0, 

en  faisant^  poar  abr^ger 
117.    Od  trouve  ensuite 

La  premiere  de  ces  expressions  esf  identiquement  nulle,  comme 
on  peut  le  d^montrer»  8oit  en  se  fondant  sur  l'^galit^  (n),  soit, 
ce  qui  est  pr^f^rable,  par  une  autre  m^thode,  qui  s'appliquera 
plus  tard  ä  d'autres  cas  analogues«  pour  lesquels  Temploi  de  la 
premiere  möthode  prösenterait  des  difficultes.  En  effet,  par  le 
Theoreme  l  du  §.  17,  on  a 

Or  on  a  (G,  H{)  =  0,  (ff,  G)  =:  Hi;  donc 

(G,  ff^  =  (Äi,  H,)  =  0. 
De  plus,  la  valeur  de  (£f|,  £ft)  trouv^e  plus  haut   est  ex- 
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primae  en  fonetion  des  seules  variable«  x,  ^>...»  ^(");  eile  doit 
done  se  r^daire  identiqaement  k  zero,  sans  qaol  la  Solution  do 
problöme  serait  impossible.  Ainsi  nous  sapposerons  qne  la  fone- 
tion F  satisfasse  ä  la  condition 

dont  la  n^cessit^  s'apergoit  encore  plas  clairement,  sl  Ton  re- 
marque  qa*elle  condoit  a  l'ögalitö 

Enfin,  la  valeur  de  (H,  H^)  peut  dtre  ^gal^e  k  z4to,  puls- 
qa'elle  renferroe  la  deriv^e  partielle  Fdi-s)*  De  cette  maniere, 
aux  quatre  ^quations  pr^c^dentes  nous  en  ajouterons  une  cinquiöme 

—  ^(n-3)—    ^2     +  —^ ^-(„-2)  =  0. 

ou 

Hz  =  F(fi— 3) —  »n-3  ==  0> 

eo  posani 

a,,-3   -  F(^) ^^   +   -g-^. 

118.    On  obtient  ensuite  facilement  les  ezpressions 

/!#       „  X  _    8«n~8  8F(n) 

li^t»  ^s;  —  g^(«-«)  -  3^(11-3) ' 

(^,  ä;i)  =  F(„-4)+^-F(«.3). 

La  prenii^re  de  ces  expressions  est  nulle  en  vertu  des  ^qua- 
tions  stabiles  pr^c^demment  Eo  effet,  le  Tb^or^me  1  du  §.  17 
donne 

{G,  JSr.)  =  [G,  {H,  B^]  =  -  [H,  (J5t  G)]-[Ht.  {G,  H)]; 
OT  (Cr,  H^  =:  0,  {G,  H)  =>  —  Bi ;  par  consöqaent 
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(G.  i^a)  =  (i5f„  H{)  =  0. 

Enauite  les  valeurs  de  (Hi^  Bt)  ^^  ^  i^t»  ^t)»  s'ezpnmant 
au  moyen  des  seales  variables  a?,  y,>»',  y^*^,  doivent  se  nkiuire 
identiquement  ä  zöro,  si  la  fonctioD  cherch^e  V  eziste;  et,  eo 
effet,  les  conditions  (Hi,  H^)  ==  0^  (B^  B^)  =  0  n'expriment  pas 
autre  chose  que  les  relations  n^essaires  pour  qd'oo  ait  les  ^galit^ 

8  F(ii~8)  _  8  F(»-,i)      8  F(n~3)  _  8F(«-«) 

Enfin,  en  ^galant  k  z^ro,  Texpression  (£f,  ^fs)»  ^d  obtient 
une  noavelle  ^qaation,  qai  devient,  en  remplagant  a»«-.3  par  sa 
valeur, 

119.  On  voit  maintetiaDt  comment  on  devra  continuer  ä  pro- 
c^der  pour  la  Solution  du  probl^me  qai  nous  occnpe.  Si  la  fonc- 
tion  F  satisfait  ä  toates  les  conditions  nöcessaires,  lesquelles  se 
r^dairont  finalement  k  ce  que  les  valenrs  d^ermin^es  successive 
ment  pour  les  d^rivees  partielles  satisfassent  auz  conditions 

8F(«-^_  8ro,-t), 

on  obtiendra  alors,  outre  les  öquations  pr^c^entes,  les  ^oations 

Ä5  =  0,..,  Äi  =  0...,  Ä.  =  0, 
qui  seront  gänöralement  de  la  forme 

ce  quI  devient,  pour  izsn, 

Pour  d^cider  de  la  coa^atürilitö  d«  la  demi^re  ^^|iiatioD  avec 
les  pr^cädentes»  possvia 

et  formons  les  ezpressions 
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(G,    A)=g^, 

/ff     n\—    ^"o        8  «»'■-« 

Toates  ces  expressioDS  sont  des  fonctions  des  seules  varia« 
bles  x,ff,ff',..,yi'*),  et  par  snite  doivent  se  r^doire  ideaö^pieiiieot 
ä  zöro.  Mais  Fexpressiop  {G,  Hn)  se  r^duit  däjä  k  zöro  en  yerti^ 
des  conditioDS  dont  on  a  reconnu  pr^c^demmeDt  la  n^cessit^.  Od 
a»  en  effet»  d*apres  le  Theoreme  1  da  §.  17, 

Dofic  (G,Bn)  est  nul,  puisqu'on  a  (G,  /fa.i)=tO,  (J?i,  i?»^i)sO.' 
De  plus,  les  cooditions 

(#1,  jy«)  =  o,  (^^  jy,)  =  o,..,  (Bn^i,Hn)=o 

sont  näcessaires  pour  que  l'on  ait  les  ögalitäs 

8Fy   _8F(,-i)       8Fy    _8F«,-t)  8Fy_8F(i^ 

120.  La  s^rie  pr^cMente  de  toutes  les  conditions  nöcessaU 
res«  que  dpit  remplir  la  foDction  difförentielle  donn^e  F,  est  ren* 
fermöe  dans  la  condition  } 

£;=(^.Ä)  =  F,-^  +  ^>-..  +  (-i)-^Jo, 

IrouTee,  comme  od  sait,  ä  l'aide  du  Caicul  des  Variation«!  par 
Euler,  qui  a;  d^mootrö  que  cette  condition  ätait  non-seulefient 
n^eessaire,  mais  encore  süffisante  *). 


*)  Bertrand  a  fait  voir  (Journal  de  l'Ecole  Poljtech- 
Bt^me,  X&XVIUe  Cafaier,  p.  2SP^2öl)  qi|e  Lagrange,  Poisson  e^ 
d'aatre«  geomötres  >»e  sont  tronp^s  en  a^an^apt  qu'£aler  n^avait  pa« 
d^asoiilr^  q^ie  sacQndiUon  ,^tait  suffitaate. 


i 
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Od  a,  eo  vertu  de  ce  qoi  pr^c^de, 

Hn  =  (ff,  ff— l),  ff— I  =  (ff,  ff— •),..,  ffi  =  (ff,   G). 

Donc,  par  des  sabstititations  trdsr«imple6,  on  peiirra  ^rire  la 
conditioo  d' Euler  sous  la  forme 

[ff,  (ff,  (...,  (ff,    (?)...))]  :=0, 

ff  et  Cr  ayant  les  valenrs  donn^es  dans  Fart.  115. 

Ed  supposant  que  la  fonction  F  reiapUase  tont««  lea  coDdi- 
tions  nöcessaires,  on  pourra  di^terminer  trds-simplemenl  son  inte- 
grale F.    En  effet,  les  equatlons 

G  =  0,    ffi=0,..,    ff«=0 

fournlaaent  des  e^pressioos  4o  toqtiQS  les  d^n^^s  partielies  de 
la  fenction  oberchöe^  k  TexceptioA  d'me  .«^ul^,  savoir 

F(ii)  =  0,    F(n-l)  =  F(n),    Fe—S)  =  0)11-2,...,     F|^  =  O)«. 

En  les  substituant  dans  T^quation  ff  =  0,  il  vient 

Partant,  la.  fonction  F  sera  d^t^rmin^p.  par  rint^gration  de  la 
difförentielle  exacte 

rf  F  =  (F—  c»o.v'  -  • .  —  a)«-«^("-i)  —  F(n)y(«) )  dx 
+  «0  ^y  +  •  •  +  "«-«  djf  ^-Ä  +  F{n)  %(•»-*) . 

Dans  les  applieatlons  ä  ded  tas  ^atrticnliers,  il  est  tr^s-com* 
mode  de  disposer  les  catculs' oomme  l'indique  le  tableau  snivant: 

F{u),        F(ii-i)>  •   •   •>  -fci)*  Fy^ 

dF(^n)  dF^v)  dF{i) 


(^)       .,  ,_„.-...^§.,  (..^...ie-^P». 


''(«),         o>ii-.«,  .  .  . ,  »0,  Et 

oü  Ton  peut  caiculer  les  unes  apr^s  les  autres  les  lignes  b«ri«' 
zontales,  en  allant  de  haut  en  bas,  on  les  lignes  rertioales,  es 
allant  de  gaucbe  ä  droite.    La  somme  des  termesde  la  demf^r« 
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colonne  k  droite  doone  la  valenr  de  l'ezpresslon  E.  Si  eile  e^t 
egale  a  zöro^  alors  les  somnies  des  ternies  de  chacune  des  co- 
lonnes  ä  pr^cMentes  en  femontant  vers  la  gauche^  seront  res« 
pectivement  les  valeura  des  d^riv^es  partielles  Fy,  F(i),..9  Fe«-«}» 

fiiXemple*    8oit 
En  formant  le  tableau  {Ä)y  op  troave 

•    +2,  0, 

0 


-■^^■^■fc    I.    ^a*  ■ 


F(i^5=;i:«.   F(i)=-^a:,  F,=5.2;fy,  iE=0. 

Par  suite^ 

F,  =  F-arV  +  ^3r^-2ayys=2ary'-y+y«+g)(ar). 

DODC 

dF=  [2a:y— /  +  y«+9)(ar)Jda:+ar«dy'— a:dy'  +  2a?y<iy, 
d'oü  l'oD  tire,  en  intögrant« 

F  3»  ^y — ^y'  +  y*^  +/9>  (^)  ÄJ?  +  const. 

121.  Quoiqu'it  suffise  de  former  la  seute  ezpression  E^  qui 
entre  dans  la  condition  d'CuIer,  ponr  juger  de  rintögrabilit^ 
immediate  de  la  fonction  differentielle  donnöe  F^  cependant,  comme 
eile  est  plos  compliqnäe,  que  les  expressions  quI  entrent  dans 
toutes  les  autres  condltions  necessaires,  il  est  gänöralement  plus 
coainiode  d'employer  ces  dernieres.  Eclaireissons  cela  par  un 
exeniple. 

Soit  la  fonction 

Ici  la  premiere  condition  nöcessdire^  en  vertu  de  laquelle  F  doit 
^tre  nne  fonction  lin^aire  par  rapport  a  la  d^rivöe  la  plus  ^leväe, 
est-  remplie*  ExamlnooB  sl  F  satisfait  ä  la  condition  qur  vieat 
ioimödlatemeBt  apres.  Formons,  poiir  cela,  les  deux  premieres 
coloDoes  du  tableau  {Ä)\  il  vient 
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-^ -  -  ' 1 ■  ■     TT  ■  II  ■        I  ^_ 

F(4)  ==  xy'\  ö>a=— Z'  +  ^y' +  ar. 

La  condition  n^cesaalre 

n'est  pas  remplie  övidemment  dans  le  cas  actuel.  Cela  nous  fait 
Yoir  tr^s-simplemeBt  que  la  fonction  donn^e  F  n'eat  paa  iiBm^- 
diatement  integrable,  tandis  que,  pour  obtenir  rexpression  £J,  il 
aarait  fallu  un  caicul  beaucoup  plus  compliqu^. 

Remarquons,  en  terminant,  que  la  m^thode  pröc^dente  ponr 
obtenir  la  condition  d'intögrablliti^  imm^iate,  peut  s'^tendre  tr^s- 
facilement  an  cas  oü  la  fonction  diff^lrentieile  donn^  contient 
plusieurs  fonctions  indötermln^es  y^  z,  n,...  de  la  variable  ind^- 
pendante  x,  avec  leurs  d^riv^es  de  divers  ordres.  Mais  cette 
g^nöraiisation  est  si  simple  que  je  crois  inutlle  de  m'y  arr^ter. 


Chapitre  TU. 

De  rint^gration  des  systdmes  caBoniques  d'^quittieiis  simultiui^es 
aux  diff^rentielles  ordinaires  du  premier  ordre. 

§.27. 

122.  Un  Systeme  d'equations  diff^rentielles  simultan^es  du 
premier  ordre  entre  une  variable  independante  t  et  2n  fonctions 
inconnues  oT]»..,  o?«,  yiyy  yn  de  cette  variable,  peut  se  mettre, 
en  g^neral,  sous  la  forme 

dxi  __  dx^ .  dxn . 

"S?""^*'         dt       ^'''      W^^*' 

An  ^1»...,  Any  Bn  etaut  des  fonctions  donn^s  de  ia  variable  in- 
dependante t  et  des  variables  döpendantes  Xi»  yi»**»  Xn»  y«* 

On  appelle  Systeme   canonique  le  cas  particulier  de  la 
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fomie  giSn^räte  pr^i^detite^  dans  l^qn^t  les  coeffidents  Ai,  £*!,.. 
..^  Any  Bn  sollt  form^s  avec  Fes  d^rivi^es  partielles  d'one  mdme 

fbnction 

< 

prii/es  pi|T  wppoft  aux  variaJblts  ^L^pendanlsa»  eo  d^rl^  qua  l'^n, 
ait  g^n^ralement 

I  d^signant  saccessivement  chacuo  des  nombres  l,  2,..,  n. 

1  , 

D*aprö8  eela,  un  Systeme  canonique  d'eqoatlons  simultanöes 
aura  post  forme  g^n^rale 

dxi       dH  dx^      i_ä  dxn_dH 

dt       dyi '         dt       %a*****  dt      ^yn* 

%i__aB      rfy2__a*f  ^ Sä 

•   dt  "*•      Sj?!  *     rff ""     '  dx^  »•••»-    ^1  g^^ . 

Dans  le  cas  particuUer  pu  la  fonction  donnee  H  est  de  la  forme 

H^  f(Xiy..y  xnt  yiyy  yn), 

c*est«ä-dire  ne  coatient  paa  ezplicitemeDt  la  yariable  Indepeadante 
t,  les  ^quatioDs  (1)  aoot  dites,  de  forme  bamlltonienDe. 

123.  Gelte  d^nomination  vieiit  du  nom  du  cöl^bre  g^om^tre 
anglais  V/,  R.  Hamilton,  qui  a  rameiiä  k  la  forme  en  question 
les  ^qnations  gönörales  du  mouvement  d'un  Systeme  de  points 
mat^riels  soumis  ä  la  seule  action  des  forces  d'attraction  ou  de 
ri^pulsion  mutuelles*).  En  d'autres  termes,  un  eystdme  hamiito- 
nien  represente  sous  la  forme  la  plus  simple  les  öquations  de 
tout  Probleme  de  Dynamique  auquel  s'applique  le  principe  des 
forces  vives;  par  cooseqoent,  deux  problemes  de  cette  classe 
De  se  distinguent  Tun  de  Fautre  que  par  le  nombre  des  variables 
et  par  la  forme  de  la  fonction  £f==/.  En  se  rappelant  cette 
remarqae,  on  comprendra  facilement  toute  Timportance  de  ce  pro- 
bl^me:  »^Trouver  une  methode  generale  d'integration  pour  les 
öqoations  de  la  forme  des  equations  (I).*' 

Hamilton   a  commenc^   la  sörie  des  döcouvertes  quI  con- 


*)  Voy.  Philosoph.  Transact,  1835,  P.  I:  „Second  Essay  on 
a  General  Method  in  Dynamics.  By  W.  R.  Hamilton''  (pag. 
96—08). 
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di   -^dyi'  dt  ""8^,"'  dt  -^' 

^^      Vy|^_3i5r      dp__iB  ^^^8*^ 

oü  Ton  sappose 

H  =5  F(*,  xx „.,  jPiH  .Vi*-  •*  yn). 
1^  däsignant  ane  fonction  donn^e  de  i,  ^ir**»  ^n»  Vw*  y«* 

On  appelle  integrale  des  ^quations  diff^renfieltes  (l)  une 
^qaatlon 

dans  laqaelle  a  est  nne  constaote  arbitraire,  et  Ü  une  foDction 
de  U  Xi,..,  Xn,  yi9'»»  yn»  ne  renfermant  point  a,  et  teile,  de  plos, 
que  sa  d^riv^e  totale  par  rapport  ä  f  se  rMuise  identlquement 
ä  z^ro,  lorsqa'oD  ^limine,  aa  moyen  des  -^qaations  donndes  (1), 
les  di^riv^es  des  foDctions  Xi,.,,  Xn»  9i>***  yn*  prises  par  rapport 
a  cette  variable  t 

125*  La  därivöe  totale  de  la  fonction  ü  par  rapport  ä  <  a 
poar  expression  ^ 

dü^dU     dU  dxi     BO  ^         .?J^^«  .  ?^  ^9» 
'St'^lF^S^i  dt^Byi    dt*'*^Bxnai*dyi,W 

Si  Ton  y  snbstitue  les  valears  de  -j/ *  •  •  >  -^  firmes  des  ^qoa- 
tiMB'  (1),  on  devra  avoir  identiquement 

iV.^iff^Büdti'        dU  BB/dü  dff 

identiM  qii>  pevt  encore  s'^rire»  an.  noyen  de^  la.iiotalion  de 

"■'■•:■  BV  -.    -  r   . 

(2)  ^  +  (ü.  jy)  =  0- 

Done  r^qoation  (2)  fonrnit  le  criti^riam  d'apr^s  lequel  on  peut 
juger  si  une  fonction  donnäei  t7,  ^gal^e  k  ude  cotisKante  arUtraire, 
repr^ente  on  non  nne  integrale  des  ^qnations  (1).  Si  i'on  sob- 
stitaa,  paiL  exemple»  O.  k  \ß  pJac,e;d|9  ü  dans  röqna^tion  (2)»  od 
voit  que  l#  second  terme  du  premier  membre  prend  la  forme 
(B,  H),  et  par  snite  se  r^duit  k  z4fo;  il  reste  alors.le  teme 
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dB 

-igTi  qoi  est  aussi  ^gai  ä  zero,  lorsqae  H  ne   contient  pa9  t  ex- 

plicitenient.  C'est  ce  qoi  a  lieu  effectivement  pour  les  ^quatioiiB 
de  la  Dyoamique  de  la  forme  hamiltonienney  dans  le  cas  oü  Ton 
pent  appliqaer  le  principe  des  forees  vives.    Aiors 

H  =  const 

est  nne  des  intögrales  des  ^qoations  (1),  et  s'appelle  l'iDtegrale 
des  forces  vives.  Mais  ii  n'en  est  plas  ainsi  dans  le  cas 
plos  g^D^ral  qae  uous  consid^rons  actaellenient,  et  dans  lequel 
OD  soppose  que  H  contient  I  ezpiicitement. 

126.  La  Solution  complete  des  ^quations  (I)  se  compose  de 
2ft  integrales  distinctes,  reufermant  2»  constaotes  arbitraires.  En 
r^olvant  les  ^uations  integrales  par  rapport  ä  ces  constaotes, 
on  pourra  les  ramener  ä  la  forme 

9>i  SS  Ol»     ^%^=^  a%ß"9     9>i»  =  o»» 

'^i  =  ^1*     ^%  =  b%,..,     iHi  =  Öuf 

^19  6i»*->  ^9  ^n  representant  des  constantes  arbitraires,  et  q^i, 
fl^iff  (fn,  t/;n  des  fonctions  de  t,  Xi,  yw»  Xn,  yny  ne  renfermanf 
point  ces  constantes,  et  satisfaisant  cbacane  ä  la  condition  (2). 

D^montrons  maintenant  la  proposition  qui  sert  de  base  k  la 
thöorie  de  rintögration  des  eqaations  (1). 

Tli^orime  1.  Si  Ton  connait  n  integrales  des  equations  (1), 

(3)  q>i  =  «i,    ^s  =  ^,. •  >    9)«  =  fl», 
telles  que  la  condition 

(4)  {fpi>  9>0.=  ^,  te  S^-  3^   5^;  ==  0 

soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  1,  2,..,  n  des  indices  i  et 
kl  les  n  autres  integrales,  qu'il  faut  joindre  aux  integrales  doo- 
n^s  (3)  pour  obtenir  le  Systeme  complet  des  equations  qui  con- 
tiennent  la  Solution  des  equations  (1),  s'obtiendront : 

1^.     En  integrant  la  differentielle  exacte 

oü  Ton  anra  remplace  yu»-»  yn  par  leors  valeurs  tirees  des  equa- 
tions (3); 

Theü  L.  29 
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2^.  Ed  ^galant  ä  de  Douveiles  constantes  arbitraires  6^^.,  bn 
ies  d^riv^es  partielles  de  Fint^graie  de  la  differentielle  pr^e- 
deute,  prises  par  rapport  ä  ai,..,  an. 

127.  Les  conditioDS  donnöes  (4)  fönt  voir,  eo  vertu  du  T4i^- 
r^me  II  du  §.17,  que  les  valeurs  de  ^i>..,  yns  tir^es  des  äqua- 
tions  (3),  satisfoot  aux  conditions 

(5)  M— ^, 

pour  toutes  les  valeurs  1,  S,..,  n  des  indices  i  et  k;  par  conse- 
quent,  i'expressiou  yida:i-i-..'i'ynda:n  est  une  differentielle  exacte 
par  rapport  aux  variables  otx,..,  ^r».  De  plus,  si  Ton  designe  par 
(H)  le  r^sultat  de  la  Substitution  des  valeurs  de  ^i,..»  yn  dans 
la  fonetion  F(t,  a:i,..,  Xm  yu*-»  yn)=^H»  nous  allons  dömontrer 
que  l'expression 

(6)  yidxi  + . .  +  yndxn  —  {H)  dt 

est  aussi  une  differentielle  exacte,  par  rapport  a  Xi,».,,  Xn*  t. 
Pour  cela,  il  suffit  de  v^rifier  que  les  conditions 

S(H)  8yi 

dxi  ~        dt 

sont  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs  de  2=1,  2,..,  n. 

Cr  on  a 

Sxi        dxi      Syi  dxi  "*""'*"  Syn  8xi 
ou,  en  vertu  de  r^galite  (5)  et  des  äquations  donnöes  (I), 

8  (H)  _  _  dyi      dxx   dyj  dxn  dyt 

dxi  dt  "^  dt    dxi      ' '  "^"dt    dxn 

Nous  avoDS  supposö,  de  plus,  qu'au  moyen  des  äquations  (3),  yi 
est  exprimö  en  fonetion  de  t,  o^i,..,  Xni  par  suite 

^_?yt*      Sg^d^  dyi  dxn 

dt  —  dt  "*"Sa?i    dt  ■*"''^aa?»    dt  ' 

Substituant  cette  valeur  de  -^  daus  i'ögalite  präc^dente ,  il  vient, 
aprds  reduction, 

d(H)_dyi 
dxi  "~        dt  ' 
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et  cette  ögalitö  a  lieu  pour  tootes  ies  valeurs  de  t=:l,  2,...,  n; 
ce  qu'il  fallait  dömootrer. 

En  int^grant^  par  la  mötbode  connue,  la  difföreotieile  exacte 
(6),  on  dötermine  soo  integrale  V  en  fonction  des  Tariables  t^ 
Xi,..y  Xn  et  des  constantes  Oi,..,  an,  et  en  oi|tre,  d'une  constaote 
qui  y  entre  par  simple  addition.     On  anra>  par  cons^quent, 

dV  dV  dV 

^^  5^:  =  ***  8^=2^*"-  8^;;=^"' 

et 

Les  n  premi^res  de  ces  ^quations  repr^sentent  ^videroment  Ies 
eqaations  (3),  rösoloes  par  rapport  ä  jyi,...,  yn\  la  deroi^re  est 
une  Identitö. 

128.  Passons  maintenant  ä  la  seconde  partie  du  th^oreme, 
et  dämontrons  que  les  öquations 

/«x  8^-.Ä  3^-A  ^^-A 

sont  des  integrales  des  ^quations  (1).  Pour  ceia^  il  suffira  de 
v^rlfier^  d'apr^s  ce  qui  a  etä  ötabli  tout  ä  Theure,  que  les  diffö- 
rentielles  totales  par  rapport  ä  t  des  premiers  membres  des  ^qua- 
tions    (8)    se   röduisent    ä    zöro    par    r^limination    des    d^riv^es^ 

"rf/ ,...»  -^  au  moyeo  des  ^quations  (1).    En  effet»  on  a 

d^f:         gif         8—  8— 

hai   _      8a<  8at    dx^  ,  ,        Sfli    dxn 

~ir~''      dt      ■*■    a^Ti      dt'^""^  ~dxr  dt* 

ou»  eo  intervertissaot  l'ordre  des  difförentiations  partielles  de  la 
fonction   F, 

+    •••+      8a«      W 
Ensuite,  en  ayant  ^gard  aux  equatious  (7)  et  (a)»  et  ^iimlnant,  ä 

dX\  dxn     •■      • 

Taide  des  ^quations  (1),   les  derivöes  "^  >•••»  "^  >  "  vient 


^8F 

da; 

dt 

•=■ 

+ 

dt 
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dt  doi       dtti  dtfi       *  * '       dat  dym 

Mais,  d*apres  la  mani^re  dont  nous  avons  d^fioi  la  quantite  (£/), 
on  a 

dai        dyi  Oot  dyn  Bat' 

DoDC  le  second  niembre  de  l*^quation  pr^cädente  se  rödait  iden- 
tiquement  a  z^ro,  et  par  suite  il  en  est  de  m^rne  du  premier,  de 
Sorte  qu'on  a 

^"'    =  0, 


dt 

pour  toutes  les  valeurs  de  t  =  l,  2>..,  n.    Le  thöor^me  est  donc 
deraoDtrö. 

129.  La  d^monstration  pröeödeote  conduit  ä  des  conclu- 
sioDS  importantes,  savoir,  que: 

i^.  Le  probieme  de  l*int^gration  des  ^quations  (1)  est  r^solo 
d^s  que  Ton  coniiait  la  fonctiou  V,  puisqu'alors  les  öquations  (7) 
et  (8)  fournissent  le  Systeme  complet  des  2n  integrales  des  Eqna- 
tions donn^es. 

2^.  La  fonction  V  peut  Etre  d^terminEe  Immädiatement  de 
la  mani^re  suivante.    L'^qoation 

BV 
(a)  -^+(H)  =  0, 

comme  nous  Tavoos  d^jä  remarquE«  doit  avoir  lieu  identiquement 
Cr  son  second  terme  (H)  repräsente  le  räsultat  de  la  Substitution 
dans  la  fonction  F{t,  Xi,.  .^Xn,  yi>"»yn)  des  valeurs  de  yif,y* 
tiröes  des  eqnations  (3),  et  ces  valeurs  sont  les  mdmes  que  Celles 
que  donnent  les  öquations  (7).  Par  consäquent,  la  fonction  F 
doit  changer  en  identitä,  c'est-ä-dire  värifier  Täquation 

Comme  la  fonction  V,  outre  les  variables  t,  ^i*..>  ^m»  doit  cod- 
tenir  n  constantes  arbitraires  a|,..,  an  (sans  compter  celle  qai  y 
entre  par  simple  addition),  il  s'ensuit  de  \k  qu'elle  doit  Etre  d^ 
terniinöe  comme  une  des  integrales  compl^tes  de  r^quatioD 
aux  derivees  partielles  da  premier  ordre  (9). 
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130.  Les  conclasioos  pr^cödentes»  d^daites  comme  cons^aences 
du  Tb^or^me  I,  ont  nne  teile  importance  poar  la  th^orie  de  l'in- 
ti^gratioD  des  ^quations  (1),  qa'il  ne  sera  pas  inutile  de  les  d^ 
montrer,  ou,  pour  inieox  dire,  de  les  v^rifier  directement. 

Tli^orime  II.  81  V  repräsente  uue  des  integrales  com- 
pl^tes  de  r^quation  (9)  [c'est-a-dire  une  integrale  renfermant,  outre 
la  constante  qui  y  entre  par  simple  addition,  n  constantes  arbi> 
traires  a|,..>  an,  de  teile  mani^re  que  ces  derni^res  ne  puisseot 
^tre  toutes  äliminäes  qu'en  faisant  asage  de  toutes  les  n  +  l 
öquations  qui  donnent  les  valeurs  des  döriväes  partielles  de  la 
fonction  V  par  rapport  k  Xi,..,  Xn*  ^]>  cette  integrale  compiMe 
jouira  des  propriätäs  de  la  fonction  priocipale  de  Hamilton, 
c'est  ä-dire  qu'elle  donnera  le  Systeme  complet  des  2n  integrales 
des  öquations  (l),  sous  la  forme  des  öquations  (7)  et  (8),  parce 
que  les  öquations  diffi6rentielles  (1)  sont  une  consöquence  directe 
de  ces  integrales. 

£n  prenant  one  des  äquations  (8), 

et  la  differentiant  totalement  par  rapport  h  t,  on  trouve 

Si  Ton  differentie,  d'autre  part,  Täquation  (9)  par  rapport  k  au  et 
qu'on  alt  ägard  en  mäme  temps  aux  öquations  (7),  il  vient 

^F      dF    8^V  BF    8»F 

En  faisant  successivement,   dans  les  öquations  (6)  et  (c),  t=:  1, 
2,..9  n,  on  obtiendra  deux  systömes  d*equationSy  par  la  compa- 

//'T  äff 

raison  desquels  on  voit  aisöment  que  les  valeurs  de  --^>  •  • »  --Tr> 

tirees  du  premier,  spnt  identiques  respectivement  avec  les  valeurs 

dF  dF 

^ — ,..,  K— >  tiröes  du  second.    Par  suite,  n  des  öquations  (I), 

de  la  forme 

dxi_d£ 
dt       3^t ' 

sont  une  consöqueoce  neccssaire  des  öquations  intögrales  (7)  et 
(8),  c'est  a-dire  qu  eiles  sont  satlsfaites  par  ces  intögrales. 


i 
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oü  Ton  pose,  pour  abr^ger,  gr  ==y»  et  g^öralementÄ— .=yi,  on 
obtient  les  n  Equations 

f   ^(t  ^1».«»   ^n»  ynt  Ol»..,   Öfi— l)  =  «n» 

ai,..,  an  etant  des  constantes  arbitraires«  et  les  fonctions /i  ^ . . , /n 
etant  determin^es  de  mani^re  k  satisfaire  aux  conditions 

(f,fi)^0,    et    (/i,A)  =  0. 

pour  toutes  les  valeurs  1^  2,*,,  n  des  indices  t  et  k. 

£n  öliniioant  les  constantes  Oi,,,,  an-i  des  premiers  mero- 
bres  des  äquations  (10)^  au  moyen  de  ces  Equations  elles  memes, 
on  räduira  ces  Equations  ä  la  forme 


(ii) 


-"1  ^^  ^1>   -"2  ^^  ^2 9" 9   Bn  =  ön> 


Hl,..  9  Hn  ätant  des  fonetions  de  £>  ^i»*«»  ^n»  yif»  yn  ne  coo* 
tenant  par  la  variable  j^,  et  telles  qu'on  ait,  en  g^nöral, 

Hi'=ifi{t,  Xiy.y  ar«,  yf,..,  yn»  fi»  H^f»  Bi~-i). 

En  vertu  de  ee  qiti  a  öt^  dömonträ  au  §.  21,  les  premiers  mem- 
bres  des  Equations  (11)  doivent  satisfaire  aus  conditions 

(/;  Ä)  =  0,    et    (Hi,  Ä*)=0, 

pour  toutes  les  valeurs  1,  2,,.,  n  des  Indices  t  et  k. 

La  premidre  s^rie  de  ces  conditions  d^montre  que  les   equa- 
tions (11)  sont  des  Integrales  des  Equations  (1).    Ko  effet. 


{/•.  Äi)  = 


dF    dm 

dt'     dt 
1.       0 


m=sn 

+    £ 


dF     dtii 
dF     BHi 


Bym'  Sym 

ce  qui  dämontre,  d'apr^s  la  eondition  (2),  qoe  T^quatlon  Hi  =  m 
est  une  integrale  des  öquations  (1). 

Les  conditions  (Jät,  £f&)=0  sont  ceUes-lä  m^mes  qui,  d'apres 
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le  Tb^or^me  I  <att.  126)9  d^rent  4tre  satfisfaite^  par  les  foitttions 
9>i9*-9  9>n'    Par  suite,  Tint^rate  de  Texpression 

oü  ^19«. 9  yn  doivent  ^tre  reniplac^s  par  leurs  valeurs  tirees  des 
equations  (10),  jouit  des  meines  propri^t^  que  la  fonctioo  F  du 
Th^or^me  I. 

134.  Remarqne.  Dans  la  demonstration  du  Theoreme  I, 
nous  avoDS  va  que  l'expressioo  (6)  doit  etre  une  differeotielle 
exacte.  On  peut  deniontrer  de  la  meme  mani^re  que  i'expression 

doit  ^tre  une  differentiefle  exacte,  si  Ton  y  rempläee  :r|,...,  a:n 
par  leurs  valeurs  tirees  des  equations  (3).  II  est  facile  de  voir, 
d'apr^s  cela,  que,  si  l'on  d^sigfie  par  W  Tint^graie  de  la  diffi^- 
rentielle  pr^cedente,  ou  une  integrale  complete  de  l'^quation  aux 
d^rivöes  partielles  du  Premier  or6te 

on  pourra  mettre  le  Systeme  complet  des  2n  integrales  des  equa- 
tions (1)  sous  la  forme 

dW  dW  dW  _ 

SW_.,    SW__.,       »W'^A/ 


dai  '"''1'    da^  -«/«,•>    9^^ 


fi  • 


§.  28. 

135.  La  Remarque  pr^cedente  nous  offre  un  exeinple  de  la 
tnani^re  dont  le  m^me  probl^me  de  Tintegration  des  equations 
(1)  peut  ^tre  tarnend  ä  Pintegration  d^öquations  aux  d^rivees  par- 
fleHes  de  formes  difförentes,  (9)  ou  (12),  suivant  le  choix  que 
l*on  a  fait  des  variables  independantes.  Cela  nous  donne  l'occa- 
sion  d'exposer  la  möthode  tout  ä  fait  &:^nerale,  indiquee  par 
Jacobi  (Nova  methodus,  p.  122,  §.57),  pour  le  cbangement 
de  variables  tant  dans  une  equation  aux  d^rivees  partielles  du 
premier  ordre,  que  dans  le  Systeme  * d'^quations  canoniques  qui 
lui  correspond;  mäthode  qui  fournit  des  Equations  transform^es 
du   m^me  t^pe  que  les  Equations  primitives. 

29* 
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La  forme  generale  d'une  ^qoatioD  aax  d4fiw6ea  parUelles  do 
preraier  ordre  peut  ^tre  repr^sentee  par 

dV 
ou ,  en  posant  genäralement  yt  =i  -g—"  * 

gj  =  —  '{t»  ^iff  ^ns  yi»"»  .V«)« 

Le  syst^nie  canonique  correspondant ,  dont  l'int^gratioD  compl^te 
däpend  de  la  d^termiDation  d'une  integrale  compl^te  de  i'öquatioa 
{A),  se  composera  des  2n  öquations 

^    '  dt        dyi*      dt  daci* 

i  desigoant  saccessivement  chacan  des  oombres  1»  2,..»  n. 

L'^quation  {Ä)  doone  TexpreasioD  de  l'une  des  deriv^es  par- 

dV 
tielles  -^  en  fonction  des  anti^s  därivees  partielles  yx»*"»  9»  ^^ 

des  variables  ind^pendantes  t,  ^i»...»  o?«;  donc  eile  est  äquiva« 
lente  k  F^quatiön 

(O    dV='-F(t,  a?!,..,  0:«,^!,..,  yfOdi+yidxii- ..+yndxny 

et,  81  nous  exprimons  l'öquation  (C)  au  moyen  des  nouvelles  va- 
riables, oous  transformerons  en  mtoe  temps  röqnation  (A)^  et 
par  suite  aussi  les  öquations  (B). 

136.  Conservons  la  variable  t  sans  changement,  et  introdul* 
sons,  au  lieu  de  Xi,..,  Xn,  de  uou volles  variables  fi»..*  9«.  Poor 
cela,  entre  les  anciennes  variables  et  les  nouveiles  on  devra 
dooner  n  equations.  En  supposant  Texistence  de  ces  ^uations, 
sans  toutefois  spöcialiser  leur  forme«  prenons  une  fonction  entl^re- 
ment  arbitraire  C7  des  anciennes  variables  t,  jti»«.»  arn»  et  des 
nouveiles  9i>  •  •  >  ^a.  En  falsant  subir  des  accroissements  infiniment 
petits  aux  variables  de  Tun  des  syst^mes«  eelles  de  l'autre  Sys- 
teme prendront  des  accroissements  inflniment  petits  correspoa- 
dants,  et  la  diffi^rentielle  totale  de  la  fonction  ü  aura  pour  ex- 
pression 

•^  ^  =  W**  +  Sil '^l  +  • + §i"„ '^^ +8^  ***•  ■•^  •  •  +  8^ '^■• 
Si  l'oD  retraocbe  de  cette  ^quatioo  l'^quatioo  (C),  il  vient 
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'du 


dt 


Comme  la  d^pendance  entre  le»  anciennes  variables  et  les  Doa- 
velles  n'est  pas  encore  fix^e,  d^terminoDs  •  la  de  teile  mani^re 
qae  Ton  ait 

,^,  du  dV  du  dV 

Eo  dä^ignant,  de  plus,  par  W  la  difföreoce  des  deux  fonctions  V 
et  F,  oous  donneroos  k  l'öqaation  pr^cödente  la  forme 


dV 


<'W^  =  j^^+^(t  art,..,  xn»  yi,..,  yii)J 


dt 


Daos  le  second  membre  de  cette  derni^re  ^quation,  le  coef- 
fieieiit  de  dt  repr^eote  övidemroeot  la  d^ivi^  partielle  par  rap- 
port  ä  <  de  la  fonction  IF=s  (7— F;  yoyons  comment  s'ezprtment 
les  d^riir^es  partielles  de  cette  fooction  par  rapport  ä  qi^f  gn» 

Pour  cela,  en  difföreotiant  W  par  rapport  k  qu  et  considerant 
^i»-M  x%  comme  des  fonctioDS  de  cette  variable»  on  a 

8iy_8(t7--F) 
dqt  "~        dqt 

_a£     8Ü8^  8üa£5_aF3£i_      _8F8^ 

dqi      Sa?!  dqt     '      3:r«  8^<     8x1  dqi       *  * "     8^:«  dqt 

du     /du      8F\8ari  /du      dV\dxn 

-^  d^i^\ßh^dxiJ^i*''*'\dxn''&dqr  ' 

on»  eo  vertu  Aes  öquations  (Z>), 

Des  tfqaations  semblables  aaront  liea  pour  toutes  le«  valeurs  de 
t  s  1,  2, . . ,  n.    Donc 


rflF  =r g^  +  F(t,  ar„ ...  a-«,  .Vi ,. .,  y,)J 


dt 


•  • 


on  aura  ainüi 

dW=:  —  (p(t,  gi,..,  gn,  g^' '  * '  g^)  «^  +  j^»5'i +•• +gr;^»9'«^- 

üe  cette  mavi^re,  F^quation  (C)  se  trooTe  exprimee  an  moyea 
des  ooavelles  variable«»,  et  conime  eile  est  inai»teiia»t  äquivalente 
ä  ceJIe-ci 

dW  dW         dW 

cette  deroi^re    equation   repr^sente   la  transform^e  de    l'^qoation 

dW 
(Ä),    ßnfin^  si  Ton  pose  g^näralement  ^—7  =  pi,  on  pourra  ^crire 

imm^diatetuent  le  Systeme  canonique  correspondant  h  l'äquation 
{A^),  et  composö  des  2n  ^quations 

'^     ^  dt  ^dpi      dt'-'^^i' 

pour  £  =  1,  2,..,  n;  et  ce  Systeme  repr^seote  le  systtoe  (B)  ex- 
primö  au  moyen  des  Douvelles  variables. 

137.  D^s  que  Ton  connattra  Tiutegrale  eomplete  de  l'uoe  des 
äquations  (A)  on  (A^)^  Tint^grale  cempl^t»  de  lautre  peurra  se 
döterminer  au  moyen  de  la  relation 

W+V=  ü. 

En  effet,  supposons  connue  Tintögrale  eomplete  de  T^quation  (A'), 

^=X('»  9i9"9  gn,  «1,..,  «n)  +  const.. 


444  Imsckeneishp:    JSur  IHni^rmlion  des  equaUana 

II  ne  reste  plus  maioteoaiit  qu'ä  exprimer  le  coefficieut  de  dt 
au  moyen  des  d^riv^es  partielles  de  la  fonction  W  et  des  varia- 
bles gi»..9  qn-  Pour  cela,  en  ayant  4gard  aux  ^quations  (D), 
noos  le  ram^erons  k  la  fo#me 

dt  +''^''  ^W'f  *«»  ax|"'  dxj* 

80US  laquelle  il  ne  contieut  que  les  variables  t,  Xi,..,  Xn  et  qi,,» 
..,  qn*    Si  ensuite,  a  IVide  des  equations  (E),   011  exprime  ^r^,.. 

..,  Xn  en  fonction  de  U  ^1,..,  ^n,  0 — >••>    0 — *  S*^   ram^nera   le 

coefficient  consider^  ä  la  forme  demand^e.     En  repr^entant  cette 
forme  par 
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«!»••»  o»  <^taDt  des  constante»  arbitraires.  An  aioyen  de  la  rela- 
tion  pr^c^dente,  on  aura 

et  les  variables  9i»..>  ^n»  qui  entreot  dans  les  fonctioos  XJ  et  %, 
pourroDt  ^tre  exprim^es  en  /,  OTi»..«  OTiiy  au  moyen  des  n  equa- 
tions  (£). 

Si,   au  contraire,  on  connait  i'int^grale  compl^te  de  T^qua- 
tlon  {A), 

V='tlß(t,  J?!,..,  Xu,  «1,..,   an)  +  CODSt., 

on  aara  alors 

W=  ü — ij} — const.» 

et»  dans  l'expression  de  W,  les  variables  Xn^,,  Xn  pourront  6tre 
^liminäes  au  moyen  des  n  ^quations  (Z>). 

Si  Tmi.  fait,  en  partloulier» 

C7  =  Xiqi  +..  +  j:«9h, 
on  trouvera  que  les  öquations  (Z>)  et  (£)  prendront  la  forme 

dY  dW 

Par  consi^quieBt«  leB  equatiims  <C),  {A)  et  {B)  se  transformeroBt 
dans  les  sulvantes« 

(Ci)  dW=:  F{t.  ä^."»ä^.  Vi.-..  9»}dt 


(Äl) 


rf9,__aF      rfpt  _  BF 
dt  dpi'      dt       dqt' 


poin  «SS  1,  2^..,  K. 

Les  öquations  {A)  et  (2I1)  ont  evidemment  entre  elles  la 
m^me  corrölation  que  les  ^quations  (9)  et  (12)  du  paragraphe  pre- 
cädent;  donc  la  d^pendance  entre  les  Integrales  des  deux  pre- 
mi^res  öquations  ou  entre  les  integrales  des  deux  derni^res  sVx- 
primera  de  la  roaniere  süivante, 
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§.  29. 

138.  Les  conclasioDS  g^n^rales  relatives  k  la  theorie  de  Tio- 
t^grations  des  öquatioDS  canoniqoes  de  la  forme  g^närale  (1)  s'ap- 
pliqaent  aussi  ao  cas  particulier,  qui  repräsente  les  äquations 
du  moavement  dans  les  questions  oü  le  principe  des  forces  vives 
a  liea»  et  poor  leqael  la  fonction  donnäe  H  oe  contient  pas  < 
ezplicitement;  c'e8t*li*dire  qa*elle  est  de  la  forme 

Les  äqoations  diffi^rentielles  conservent  ieur  type  primittf 

.  dxi dH      ^^       ö^ 

^'^  äi  ""  d^i*     dt dxi* 

poor  i=:  1,  %...,  n;  mais  maintenant  ia  variable  t  n'y  entre  qae 
par  sa  diffärentielle  dt.  Eo  äliminant  celle-ei,  oo  a  les  2ft  —  1 
^aations 

dxi    dxn tfyt       _       d^n 

BH dH    ~   _dB _8Ä  ' 

S^  Byn  &ri  dxm 

entre  les  seules  variables  :Pi,  yi,...,  Xn,  y«*    Lintägration  com- 

plöte  de  ce  Systeme  d'öqnations  donnera  les  ezpressions  de  toutes 

les  variables  en  fonction  de  l'une  d*entre  elles,  de  Xi,  par  ezemple, 

et  de  2n — 1  constantes   arbitraires  0|,...,  osi»-.i.    Si  Ton  porte 

dx       du 
ces  ezpressions  dans  röqnation  "^^äT"*  ^^  obtiendra  la  der- 

ni^re  integrale  da  Systeme  (1),  la  seule  qoi  renfermera  t  explici- 
teroent,  au  moyen  d'une  quadrature, 

t^^  =  l       dB      • 

Celafait  voir  que  le  Systeme  complet  des  integrales  des 
equations  (1),  räsolues  par  rapport  aox  constantes  arbitraires, 
pent  etre  reprösentä  par  2« — 1  öquations  de  la  forme 

et  par  une  (2n)'^<"«  equation  de  la  forme 

as«=:  9«*  — f» 
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iPi  et  g>9u  dösignaot  des  foncHoos  qni  oe  contiennent  pas  I  ezpll- 
cttement.  La  niöthode  g^n^rale  da  §.  27  donne  les  integrales  des 
öquations  (1)  pröcisömeot  soas  cette  forme»  mais  par  nne  voie 
plos  simple. 

130.  D'apr^s  la  remarqae  que  nous  avons  faite  au  commen- 
cement  da  §.  27,  en  posant 

(2)  B  =  const.  =  h, 

Dous  aorons  immödiatemeat  une  des  intägrales  ne  conteoaDt  pas 
t  des  öquations  (1).  Sopposons  qu'avec  cela  on  connaisse  encore 
n  — 1  autres  iotögrales  de  ces  ^aatioos, 

(3)  Ipi  ZS  Ol,     92  ===  ^t » •  *  >      Vn—l  =  Ofli—l, 

Ol,.,.,  a«.!  etaat  des  coostantes  arbitraires,  et  9>i,...,  ^n^i  des 
fonctions  de  a?|,..,  o?««  yi,..,  yu,  ne  contenant  pas  t  ezplicite- 
inent;  et  satisfaisant  aux  eonditioos 

(4)  (<pu  9*)  =  0, 

poor  toutes  les  vaiears  1,  2, ..,  n  — 1  des  indices  i  et  k. 

Sous  ces  conditions,  II  est  facile,  k  l'aide  do  Th^ortoe  I  du 
§•  27^  de  d^terminer  les  Integrales  restantes  des  öqaations  (1).  La 
demonstration  de  ce  Theoreme  se  trouve  m^me  simplifiee.  En 
eilet«  Texpression 

en  y  substituant  les  valeurs  de  ^i,..,  y«  tir^es  des  öquatlons  (2) 
et  (3),   devient  one  differentielle   exaete,    puisqoe  les   ögalites 

^  =£|~  anront  lieu  pour  toutes  les  valeurs  1,  2,...,  n  des  In- 
dices i  et  k,  en  vertu  des  conditlons  (4)  et  de  la  supposition  que 
les  equations  (3)  reprösentent  des  integrales  independantes  de  t 
des  equations  (l). 

Ensuite,  les  egalitäs  '^  = g —  [(^)  repr^sentant  ce  que 

devient  ^  lorsqu*on  y  substitue  les  valeurs  de  yi,..,  ^n]  sont  sa- 
tisfaites  pour  toutes  les  valeurs  de  t=l,  2,..,  n,  parce  que  y<  ne 
contient  pas  explicitement  ^  et  que,  Täquation  (2)  etant  du  nombre 
de  Celles  qui  ont  servi  k  däterminer  les  valeurs  de  yi,...,  ^n»  ia 
Substitution  de  ces  valeurs  r^duit  identiquement  son  premier 
membre  k  la  constante  h. 

L'integrale  de  la  differentielle  exacte  pr^cedente  a  pour  expression 
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V  d^signant  Unt^grale  de  la  differentielle  exacte 

yidxi-^ ...  -t-^ndxn* 

Ed  vertu  du  TMot^mß  l  du  §.27»  les.n  ttttä^ales  chercb^fei»  de« 
^quations  (1)  s'obtiendront  eu  posant 

—  —  —  =  Ä  -^  =    ^^    -Ä 

(S)  1   ^^*         ^^*  !»•••»       San— 1         Son—l  "~ 

äi9'*9  bu--i9  g  d^signant  de  nouvelies  constautes  arbitraires.  En 
effet,  si  Ton  repräsente  par  a  une  des  constantbs  arbitraires  «i^.. 
..,  Ofi—iy  A>  on  a 


ou  enflo 


M         .8F 
"Sa           *'8tt    rfa:, 
d*     —     i\xi    dt    +    ••  + 

j,8F 

da 

dxn 

fl®^ 

g8r 

' 

=     8«      8^. +••  + 

8a7ii 

8Ä 

_8«8^                8Ä 

8y,    8o  "*"  "■      8y, 

8y« 
8^' 

**  8a      _  d{ff) 
dt             So  * 

J« 

Or   Texpr^ssion  (H)  est    identiqueroent    ägale    a   h;    doric,    p#iir 
a  =  Ol , . . ,  ün—if  on  a  ^   , 

^^    =0. 


dt 

et,  pour  a=:  h. 

■ 

dt 

Doiic  on  a  identiquement 

1 


dt  -0 
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ponr  tootes  les  valears  de  a  =  a| , . . ,  <Vn— i»  A. 

140.    Remarqaons  qae  T^galit^  ^  •=  ^   n'est  pas  d^traite. 

lorsqu'oD  prend  les  derivees  partielies  de  ses  deax  membres  par 
rapport  ä  a.  On  aura  donc,  pour  toates  les  valeurs  1,  2,...,  n 
des  indices  i  et  Ar, 

^87  ^8^ 


Sxk  9xi 

Donc  le  Systeme  des  integrales  (5)  peut  s'obtenir  sans  determiner 
la  fonction  F,  et  en  intögrant  une  suite  de  diffiäreotielies  exactes; 
et  il  poarra  se  mettre  sous  la  forme  g^närale 

en  faisant  soccessiveraent  t  =  1,  S,...,  n  —  1. 

Quant  ä  la  d^termination  immediate  de  la  fonction  V,  il  est 
clair  que  les  valeurs  yi  z=:^— ,...,,  yn  =  ä —    doivent    etre    iden- 

tiques  avec  eelles  que  Fon  tire  des  ^quations  (2)  et  (3);  donc  la 
fonction   V  doit  n^cessairement  changer  en  identit^  T^quation 

fi  SF  »In-* 

et  il  sufBt  qu'elle  soit  d^termin^e  comme  integrale  compl^te  de 
cette  dquation. 

141.  La  m^tbode  que  nous  venons  d'exposer  ne  s'appllque 
pas,  il  est  vrai^  avec  le  m^me  avantage  ä  la  rösolution  des  dlffö- 
rentes  questions  de  Dynamique^  de  nature  plus  ou  moins  com- 
piiquäe.  Ayant  seulement  en  vue  d'^clatrcir  par  des  exemples 
particuliers  la  th^orie  pr^c^dente  de  Fint^gration  des  ^quations 
de  forme  canonique»  je  vais  traiter  une  des  questions  les  plus 
simples,  k  la  Solution  de  laquelle  eile  s'applique  sans  aucune 
diflficultö. 

Considörons  le  probleme  du  mouvemeot  d*un  point  mat^riel 
attir^  vers  un  centre  ixe  par  une  force  exprim^e  en  fonction  de 
la  distance. 

Theil  L.  30 
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Prenons  le  plan  dans  lequel  doit  s'effectaer  le  monvemeot 
pOQr  plan  des  coordonnäes  rectangulaires  x,  y,  doot  TorigiDe  est 
au  centre  d'attraction ;  dösignons  par  r  le  rayon  vecteur  da  point 
iDobile,  et  par  g>(r)  la  force  accölöratnce  qui  agit  sur  ce  point 
dans  la  direction  du  centre  d^attraction.  Eo  considörant  les  coor- 
donn^es  o;  et  ^  du  mobile  comme  des  fonctions  du  temps  tf  on  a, 
pour  les  ezpressions  göo^rales  des  composantes  de  la  force  acc^ 

l^ratrice  paralleles  auz  axes  coordonn^s,   ^  et  ^^«    D'on  autre 

c6t6,  ces  m^mes  composantes  >  dans  le  cas  actuel»  ont  pour  va- 

leurs    respectives q>(r)  et  —  ^  9  (r).    Donc  les  ^quations  do 

mouvement  sont 

en  faisant  r*  =  a?*  +  y*. 

Pour  obtenir  l'int^grale  des  forces  viVes,  ajoutons  les  eqna- 
tions  (l)y  aprds  les  avoir  multipliöes  respectivement  par  dx,  dff, 
ce  qui  donne 

dxd^x  +  dyd^y                       xdx  -{-ydy 
2?  =  -  9>  (r) jr^^* 

ou 


doü  Ton  tire,  en  intögrant, 

(2)  H  =  i  («'«  +  /«)  +/?>  (r)  dr  =  const.  =s  *, 

x',  y'  ötant  les  composantes  de  la  vitesse  du  mobile  parallilemeat 
aux  axes  des  x  et  des  y,  savoir  ." 

^^  dt-'''      dt-y- 

Si  l'on  remarqae  maintenaDt  que  l'on  a 

dH  __  dH_  dfq>(r)dr  dr  __  x 

ix'-"'   äi—     h^     8i-''^'^r' 

^^-„f      SH_8/v(r)drdr  _  i, 

ay'-y-  ^-     §;~^-''<'>;' 

OD  poorra  ramener  les  ^qaations  da  moavement  (3)  et  (1)  &  la 
forme  canonique  ordinaire 
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dx  _dH  dy  _dH 

dt  ""8ar"      dt  ""ay 

d^__^Ji       d^ dH 

dt  dx*      dt  dy  * 

Comme  il  n'entre  daos  ces  ^qaatioDS  que  qaatre  fonctions 
incoonues  de  la  Tariable  ty  il  suffit  de  connattre,  outre  l'int^grale 
(2)^  ane  autre  integrale  qui  ne  renferme  pas  le  temps  explicite- 
meot.  Le  principe  des  aires  fournit  Tint^grale  demaud^e.  Si 
Tod  ^limine,  en  effet,  eotre  les  öqoations  (1),  les  termes  qui  cod- 
tiennent  r,  il  vient 

dy        dx 

*rfF-»Ä^=®'   ""    dt =^' 

d'ou  l'oD  tire,  en  int^grant^ 

(4)  q>  =  a:y'  —  yx'  =  const.  =  a. 

La  condition  (H,  9>)  =  0  doit  ^tre  ^videmment  satisfaite,  ce  qu'ii 
est,  du  reste,  ais^  de  v^rifler  directement«  puisque 

(£r,  (p)  =  —  yW^-y— «'•»'  +  9>Wf^-ar+y.ar'. 

Ensuite  li  faut  tirer  des  ^quations  (2)  et  (4)  les  valeurs  de  x^  et 
de  y' ,  qui  rendent  x^dx  +  y'dy  une  diff^rentielle  exacte.  Pour 
cela»  en  ^liminant  y'  de  i'^quation  (2)  ä  l'aide  de  (4) ,  on  obtient 
une  öquation  du  second  degr^  en  x', 

(a;«+y«)^'«  +  2ay.a;'  =  2[Ä— /g>(r)dr]  a:«-a«, 

d'oü«  k  cause  de  a;^-f  2^^  =  **^!  et  en  faisant«  pour  abr^ger, 

Ä=  V2[Ä— /g)(r)dr]  t^-^a^ 


on  tire 


On  trouve  de  mdme 


f ax  jzyR 

%f  1*9 


Donc 


dy:=za  ^^y^y^  A  ^^ + y^y  r 

y       dv 
=  a,d arctang -  ±  —  Ä, 

X  M 


i 
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d'oü  l*on  tire,  en  int^grant, 

F=a. arctang|  ±J^.R. 

Maintenant  les  deux  integrales  du  probleme  qai  restent  a 
trouver  s'exprimeroDt  comme  il  suit, 

dV  prdr 

^^--t=z±J  -^-f  =  ^  =  const. 

La  premiere  de  ces  integrales  donne  T^quation  de  la  trajec- 
toire  do  point  mobile;  la  seconde  donne  le  temps  en  fonction  da 
rayon  vecteur.  Les  quadratures  qui  y  entrent  pourront  g^n^rale- 
ment  etre  determinees^  lorsqu'on  donnera  la  forme  de  La  foDction 

q>{r),     Eu  supposant»  par  exemple«  q>(r)  =  ^^  fi  ötant  une  con- 

stante,  on  obtiendra  des  resultats  conformes  k  ceux  que  les  Trait^s 
de  Mecanique  etablissent  ordinairement  par  uue  autre  vole. 

Reniarquons  encore  que  la  fonction  V  repr^sente  uue  integrale 
compiete  de  Täquation  aux  deriv^es  partielies  du  premler  ordre 

que  Ton  tire  de  r^quation  (2),  en  y  rempla^ant  x'  et  y'  par  lenrs 

dV    ,  dV 
valeurs  5-  et  5-.  ^ 

ox       oy 


§.  30. 

142.  Pour  terminer  cette  esquisse  de  la  th^orie  de  Fiote* 
gration  des  ^quations  simultan^es  aux  difförentielles  ordinaires  de 
forme  canonique,  consid^rons  une  propriete  trds-remarquable  de 
ieurs  Integrales,  qui  constitue  le  Theoreme  de  Poissoo,  et 
que  nous  avoos  dejä  etablie  d'une  maniere  indirecte  au  §.  18, 
apres  avoir  indique  au  eommenceraent  de  ce  paragraphe  (art  46) 
sa  haute  importance  dans  la  theorie  de  Tintegration  des  equatioos 
aux  derivees  partielles  du  preraier  ordre.  La  deraonstration  la 
plus  directe  et  la  plus  simple  de  ce  theoröme,  que  nous  allons 
exposer  tout  ä  Theure,  montre  effectivenient  qu'il  est  une  coosä« 
quence  immediate  de  Tegalite  triodme  qui  exprime  le  Theoreme  I 
du  §.  17.     De  lä  il  est  facile  de  voir  que  l'existence  de  cette 
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identit^  pöavait  dtre  coDclae  en  s'appuyant  seolement  sur  le  th^o- 
r^me  de  Poissoo.   . 

ReprenoDs  le  Systeme  canonique  de  2n  ^quations  de  lä  forme 

dxj      dH     dyi^ dH^ 

en  sapposant  H :=  F(t,  Xi^  2f]>****  Xn»  yn),  et  donnant  k  riodice 
t  toutes  les  valeurs  1^  2«..,  n.    Soient 

(2)    q)(U  Xi,  yi,..,  Xn,  y«)=con8t.,  ^(t,  Xu  tfi»-,  ««»  y«)  =  consL 

denx  integrales  de  ee  Systeme»  q>  et  iff  ötant  des   fonctions  don- 
nees.    Le  theor^me  de  Poissoo  consiste  en  ee  qae  Texpressioii 


^gal^e  k  une  constante  arbitraire«    est   aussi   une  integrale  des 

equations  (1). 

Comme  les  ^qaations  (2)  repr^sentent  des  Integrales  de  (1), 
les  fonctions  g)  et  tj;,  en  vertu  de  ce  qui  a  M4  d^monti^^  aa  §.  27, 
doivent  verifier  identiqaement  les  conditions 

1^  +  (<p.  Ä)  =  0,     ^  +  (^.  a)  =  o. 

Si  requation  (97,  '^)  =r  const.  et  aussi  une  integrale  des  öquations 
(1)^  Ja  fonctiou  (q),  tf;)  devra  v^rifier  identiqaement  la  condition 

Or,  en  vertu  de  la  formule  (9)  du  §.  16^  on  a 

En  substitnant  ici  les  valeurs 
il  vient 


dt 


=  [{H,  9),  1/;]  +  [y,  (H,  ip)l 


Oone  la  condition  relative  a  la  fonetion  (9,  ip)  prend  la  forme  de 
requation 
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En  prenant  une  fonction  arbUraire  «9  des  variables  ^,  tf^i»..»  il^ai— i^ 
on  a 

(9,  w)  =  i^iä;7 +  ij;t5— +..  +  F(^,  i|;i,..,  ^«-1) 


Donc^  si  nou8  vouloos  d^terminer  od  de  mani^re  que  (9),  <o)  soit 
identiquement  ^gal  ä  1  ou  ä  0,  on  devra  iut^grer  T^uation  linöaire 

dt6  doo  r*  9^  f  ^ 

^5^  +  '''«ä^+-  +  '^<*'  Vi....  *— ')ä^|;;;r^=}7  • 

Donc  les  integrales  du  Systeme  d'^qaations  simultanees 

^  ~   tpa  ^     ""l(oul)) 

donnent  les  valeurs  de  la  fonction  o  au  moyen  desquelles  od 
formera  soo  expression  la  plus  gön^rale,  qui  sera  Tint^grale  g<^ 
n^rale  de  i'^quation  unfaire  pröc^deote. 

La  ro^thode  de  Bertrand  pour  rintägration  des  equations 
de  la  Dynamique  de  forme  hamiltenienne  (1),  oü  H^=f{xii  STi»— 
•••*  ^«9  yn)*  consiste  dans  ce  qui  suit.  On  d^termioera  une  Inte- 
grale des  Equations  (1)> 

9i^u  yif"»  ^«»  yn)  =  const., 

diffi^rente  de  l'int^grale  des  forces  vives,  et  Ton  cherchera  uoe 
autre  intägrale 

'^(^i*  yif'-p  a:u*yn)  =  const. 
par  la  condition  que  la  fonction  ^  donne  Tldentit^ 


(9,  tf;)  =|oa  . 


145.  Comme  application,  prenons  le  probidme  du  mouveiaeBl 
d'un  point  mat^riel  attir^  vers  un  centre  fixe  par  une  force  föne- 
tion  de  la  distance. 

Sous  les  m^mes  conditions  qu*au  paragraphe  pröc^dent,  les 
Equations  du  mouvement  seront 

dx ,  dy  ^ 

di  ■"^'  dt  ""^^ 
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Le  principe  des  airee  donne  TiDtägrale 

(2)  ^=  xy'  — y«'  =  const. 
Sapposon«  qae 

(3)  iff(x,  y,  x',  y\  <)  =  const 

« 

8oit  ane  seconde  integrale«  En  ezprimant  la  eonditieo  qoe  cette 
inti^ale»  combin^e  avec  la  preroi^re,  donne  identiqaemeDl  {%  f) 
^gal  k  s^ro  oa  ä  ranit<^y  on  a  lea  deux  ^quations  linäaires 

L'int^gratton  de  la  premi^re  de  ces  ^qnations  condait  au  Sys- 
teme d'öqaations  simultan^es 

dx dx^  d^ ^^  ^  d^ 

dont  une  des  integrales  est 

et  il  est  facile  de  troover  les  trois  aotres 

^19  ^  H*  ^4  etaot  des  constantes  arbitraires. 
Par  suite,  en  posant,  ponr  abr^ger, 

on  anra,  poar  la  valenr  la  plus  g^n^rale  de  la  fonctioo  ^  qni 
satisfasse  k  la  premiöre  ^quation  (4), 

(«)  if  =  n(u,  e,  w)y 

n  d^ignant  une  fonction  arbitraire«  Si  t  devait  entrer  explicite- 
ment  dans  Tint^grale  (3)»  on  poserait  alors 

(a')  '^sst+ii^iu,  V,  w). 

i 
SI  l'oB  prend,  pour  d^terminer  ^,  la  seconde  Aes  öquations 

lln^ires  (4),  on  devra  integrer  le  Systeme  des  ^uations 

dx  _^  dx'  dy d^ d^ 

—  y~  — y'"  a  '^  x'  ""X* 

Ott 

dx  dy  dx'  ,      dy'         , 
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dont  les  integrales  sont  e^rim^B  par  1e^  .^nktioiid 

a,  ß,A,  B  d^signant  des  constantes  arbitraires.  De  ces  ^qua- 
tions  OD;  tire  ais^meiit  les  sniTietesi     .")•,>' 

C,  C",  C*^,  C^^  ^tant  des  constantes  arbitraires.  Donc  lex- 
presdtbn '^^ti^rate  de  la  fonctlou  «^  lsatfsfki£(knt  k  h,  seeond^  de» 
equations  (4),  sera  " 

Mpi=:  arctang  ^  +  w  (m,  v,  w), 

OD 

o  ^tant  une  fonetion  entiörement  arbitfälre. 

]46. '  11  faut  maintenant  completer  la  determination  des  ex- 
pressions  trouv^es  (a),  (o^X '(^)  ^^^'I^^i^^mmt  i/;'par  kicondltioti 
que  chacune  d'elles^  .^tant  egal^e  ä  upe  constantß  ^rbitraire,  re- 
präsente  une  integrale  des  i^quatioh^  (l).  Pour  c^a,  il  faut  ex- 
primer  que  les  d^rivees  tot&Jes  4e  ce»  fonotions  par  rapport  a  i 
se  räduisent  identiquement  ä  zero,  par  F^liniination  des  deriv^es 
de  X,  y,  x\  y'  prises  par  rappöf-t'ä  t  Eri'  <*onliiie6^ant  par  Tex- 
pression  (a),  on  trouvi?  ..;•..        »     .-     }    *  .  ..i,  j 

8a:  "^  8t« '         8tr  *     *      8w  "~  8m  *  ^     8w  *  ^  * 

8-0;       dn  ^  ,     dn       •     d^       8«  ,,  1  .  8«    :  : 


I  > '  ■ 


^     ( 


ety  ^n  posaot»  poot  abr^er#  -^Hnr-r-"  t^i  <l^(ti)^  odi  a,  eo:  risrta  des 
Equations  (1), 

Donc  la  cäsditioli  ^  lac  0  s'«xprimera  ^  la  nif  ni^re  si^ivaote. 


aux  ditiviet  ptuUelles  du  premfer  ordre:.         CU,  VII,  f.  30.    i^ 
2|^  (*^' +  »/)  +  2  ^  (**' +  y/)  <»  («) 

+  ^  [*'*+ y'« +(«• +y*^  «(«)]  =  0. 


OU 


Cette  ikiuation,  lifi^ire  par  up|por,t  a»^  di§riv^d  partielles  de 
TS,  perniet  de  determiner  la  forme  de  cette  fonctiot»  tonform^ment 
an  but  propoa^  au  oipyen  de  rlntegratioo  des  ^uations 

du dv      ^^         dw dn 

Une  des  integrales  de  pes  ^quations  sera  v^z=z^q^i  ud^  spätre  a'oby-, 
tiendra  au  nioyen  de  r^quatiou 

dv 
du  i=  ^x  y    d'oH    V  — /  0{u)  du  =  iCa- 

Enfin,  en  ecrivant  les  equations  donn.ees  sous  la  forme 
vdu         üdv  '  Stüdtt?     vdu  '-\-udt 

on  obtient  r^quation 

d'oü  Ton  tire  la  troisieme  integrale 

w* — UV  =  Ca« 
Donc  Tc^pression  de  la  foDction  n  doit  ^tre 

il  d^signant  une  fonction  arbitraire;  ou,  en  rempla^at  u,  v,  w  et 
O  (ü)  par  leurs  valeurs,  et  remarquant  que  du  =  ^2rdr,  et  que 

4 

c'est-ä-dire  que  Tintegrale  des  Equations  (1)^  if;  =  const.,  obtenue 
de  cette  maniöre,  repräsentera  une  combinaison  alg^brique  arbi- 
traire des  equations  des  forces  vires  et  des  aires,  laqueHe  ne 
peut  coQstituer  une  nonvelle  integrale. 

147.     En  prenant  maintenant  la  forme  (a^  pour  repr^senter 


i 
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immi^diatenient  des  donnäes  da  probl^me,  chacun  des  saiTants  ne 
poovant  dtre  form^  qa'aprös  rint^gration  compidte  du  Systeme 
pröc^dent.  Cauchy,  qui  a  fait  cholx  d'uo  autre  procödö,  et 
Jacobiy  qui  s*est  oceup^  de  simpliGer  la  m^thode  de  Pfaff,  out 
d^montr^  l'uo  et  Tautre  que,  pour  obtenir  Fintägrale  compl^te  d'Doe 
äquation  aux  d^riv^es  partielles  du  premier  ordre,  il  suffit  dlnte* 
grer  compl^tement  le  premier  des  syst^mes  d'^quations  siinultanto 
de  la  m^thode  de  Pfaff«  Consid^rant  la  parfaite  conformitö  des 
concluslons  finales  des  m^thodes  de  Cauehy  et  de  Jacobi,je 
me  borDerai  ä  exposer  seulement  la  premi^re  de  ees  m^thodes 
sous  la  forme  la  plas  g^ndrale. 

151.  8olent  Xi^..,  Xn*  n  variables  Ind^peodaBtes;  x  aae  foM^ 
tion  incoDnue  de  ces  variables; 

dz 

g^  =  JW,    pour  t=:l,  2,..,  it, 

les  däriv^es  partielles  de  cette  fonction. 

La  forme  g^n^rale  d'une  öquation  aux  d^riv^es  partielles  du 
premier  ordre  peut  dtre  repräsent^  par 

(1)  F(Xit..,  Xn,  «,  Pi»'**  pii)  =  0. 

La  d^terminatioD  de  la  fonction  t  qui  satisfait  ä  l'^uatioD 
(I)  coDstitoe  un  probl^me  indätermln^  de  sa  nature;  et,  en  efA 
fexpression  la  plus  g^n^rale  de  x  doit  renfermer  une  fooetioD  ar- 
bitraire.  Mais  Caueby  rend  la  question  tout  k  fait  dötermin^ 
en  y  ajoutant  cette  condition  compl^mentaire^  quo,  pour  une  ?aleor 
particuli^re  doon^e  de  l'une  des  variables  Ind^peodantes«  seit  potf 

Xn  =  Of 

* 

la  fonction  x  et  neB  d^riv^es  partielles  pif,  pn  prennent  respc^ 
tivement  les  valeurs  i,  »if»  flo»;  £  ditoignant  une  fonction  di 
Xif,  Xn^x  donn^  arbitrairement»  solt 

fl»i,...9  mu^x  ^tant  les  d^riv^es  partielles  de  cette  fonetiooi  de 
Sorte  quo»  en  göoäral, 

8/ 

"*^  S^'    P®"'  *'"^*  **•••  ••""'^ 

enfiuy  9H  ötant  la  valeur  tlr^e  de  T^uation 

F(xu».,  Xn^^9  a,  it  o>i»*M  f^M^i»  Oii)ssO. 
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152.  Pour  d^terminer  la  fonctioD  z  satisfaisant  k  toates  ces 
conditions,  Cauchy  applique  la  m^thode  da  chaogement  de  va^ 
riables  ind^peudantes,  employöe  pour  la  pre&l^re  foia  par  Am- 
pere pour  la  r^solution  do  probleme  actuel,  dans  le  caa  parti* 
calier  de  deux  variables  ind^pendaotes. 

Concevons  les  n  —  1  variables  ari^*.,  a?»— i  ezprim^s  par  on 
meme  Dombre  de  foDctions  distinctes  de  n— 1  nouvelles  variables 
i\f'3  ^-1  et  de  TancienDe  variable  Xn*  Par  suite  de  eela»  %  etj^ 
deviendront  des  fonctions  de  Xn  et  des  ^.  En  diffärentiant  k  ee 
point  de  vue»  nous  aurons  les  ^quations 

rt  dt  dxt  Sxn—i 

En  vertu  de  l'^galit^ 

on  tirera  des  äqaations  pr^c^dentes  les  relations 

Bpn  _  /Spx   dxi      8pi  8xi\ 

(4)  { 

__*=5-^/^  Bxk ^^  9xk\ 

"~    l£l    \?Xn  I5&        81«  dxj 

Ensuite,  les  expressions  de;ri,.., ^r«-!»  t,pi,..,pn  au  moyeo 
des  variables  li,..^  &1-I9  Xn  sont  supposees  telles  qne«  en  les  sub- 
stituaot  dans  r^qöatioo  (1),  celle-cl  devlenne  nne  identit^.  Done» 
en  la  diff^rentpant  par  rapport  ä  chacune  des  variables  Xu  et  ^, 
il  viendra 


(5) 


(6') 


aP  *    8F  a^i  BF  .Sx,-i 

dxn      dxi  dxm  ■*■"■■  ■•"  dx»-t    dxn 

"•"  ^   aa:,  +  8p,  aar«  +  '  ' '  +  8;».  aar«  "  **' 
aF  aar,  .      8?[.  8j?»»-i 


Tluil  L.  81 
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Aux  öquatioDS  (9)  ii  faat  encore  joindre  requatioo  (1);  mais 
Celle- ci  peut  ^tre  remplac^e  par  requation  (5)^   qui  lui  est  eqiii- 

valente,  et  quI,  par  ia  Substitution  des  valeurs  de   -r-^  >     g — > 
^-^>  tiröes  des  ^quations  (9)>  se  ram^ne  ais^ment  k  Ia  forme 

BF  ,        aF  .  dvn  dF       ^ 


ou 


(10) 


dscn' 

t  Pn 

dt        dxn  Cpn 

% 

dp* 

dXn 

dF           BF 
aa;„  +  P'  dz 

-         BF 

semblable  ä  Ia  derui^re  des  öquations  (9)* 

Le  Systeme  des  2n  ^quations  (9)  et  (10)  renferme,  ä  propre- 
ment  parier ,  des  d^riv^es  partielles  des  2n  fonetions  cherehees; 
mäis  comme  les  diff^rerrtiatioiis  partielles  sont  fieutes  par  rapport 
ä  Ia  seule  variable  Xm  tandis  qu'aucone  des  autres  varia- 
bles ind^pendantes  ^i ,...,  ^n-i  n'entre  explicit erneut  dans  les 
^quations  consid^r^es,  il  s'ensuit  qi|e  ces  ^quations  peuvent  ^tre 
traitiäes  comme  un  Systeme  d'equations  differentielles  ordinaires 
du  premier  ordre.  D'apres  cela,  les  ^quations  (9)  et  (10)  pour- 
roDt  se  mettre  sous  Ia  forme 


(") 


-aF  BF JF  gF* 

dp,  ^^^   dz  d^n'^^  dz 


Par  rint^gration  du  Systeme  des  ^quations  (II),  on  peut  en 
gÖD^ral,  comme  on  sait,  trouver  des  expressions  finies  et  döter- 
minies  des  fonetions  arj,..,  Xn-u  z»*Piff  Pn  de  Ia  variable  Xu, 
lesquelles,  pour  Ia  valeur  particulidre  Xn  =  a  de  cette  variable, 
prennent  respectivement  les  valeurs  li,..,  Ir-i,  {;,  no,..,  cdii.  Sup- 
posoDS  que  ces  expressions  soient 
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X  =9         (a?«.  In  • .  ,1  In— 1»  t,   «>i  j . . »   fl)n), 

Xi        =9)1        {Xnj   li>'«»    In-l»  £9   ©!»•.,    Wn) 


02)  ^  a:«— i  =  g)n-i (ar«,  li,..,  In-i,  £^  a>i...>  ©»)> 

Pl       =  ^l      (^«»  li>-«>  In-lj  St   fl>i,..,   ©n)» 


•    • 


pn      =  tf'«      (^«,   ll»'»»   In-1,   t.   Wi\..,    Wa). 

En  substitoant  dans  les  n  premi^res  equations  (12)  les  valeurs 

fc  — /ISif  •*  91-1)»  »1  = g| >••>    a>n-i  = äfcHo ' 

ainsi  qae  rexpressioti  de  oon  tir^e  de  T^quation 

^(&>»«»  In— 1,  ß,  ff  «1,..»  fl>«)=0, 

OD  obtiendra  n  Equations  entre  les  variables  primitives  2,  ar|,..,  otr 
et  les  variables  auxiliaires  li,..^  |a»i;  par  cons^quent,  si  la  forme 
de  la  foDction  f  est  donoäe,  od  pourra  ^liminer  les  variables  auxi* 
liairesy  et  Ton  parvieiidra  ainsi  ä  ane  öqoatioo  d'ou  Ton  tirera 
uoe  valear  de  z  en  fonction  de  0^1,9*,  Xn,  qoi  satisfera  k  toutes 
les  conditions  proposees,  c'est-ä-dire  que  Ton  aura  Tint^grale 
cherch^e  du  probldroe.  Si  la  forme  de  la  fonction  f  reste  ind^ 
terminöe,  alors  Telimination  des  quantit^s  li»..»  In—i  est  g^n^ra- 
lement  Impossible ;  cependant  le  Systeme  des  n  premi^res  Equa- 
tions (12)  peut  dtre  consid^rE  comme  äquivalent  ä  Tint^grale 
generale  de  l'Equation  (1). 

Lorsque  la  fonction  f  est  Indetermin^e«  TElimination  de  ||,... 
••9  &— 1  n'est  possible  que  dans  le  seul  cas  particulier  oü  les  n 
premidres  Equations  (12)  ne  contiennent  pas  les  quantitEs  <0i».*>  <>on- 
Alorsy  en  les  rEsolvant  par  rapport  ä  {;  ||>**>  In— i>  on  trouve  des 
valeurs  de  la  forme 

t:=3r(rr|,..,  aTn,  2),  li  =  9r|  (^i,.>»  ^n»  2),...,  |n->l  =  ^— l(^|f*  ^u»  2). 
En  les  substituant  dans  Tequation 

t  =  ^(li»-»  l»-i)» 
00  obtient  TintEgrale  gEnErale  sous  ia  forme 

De  cette  forme  de  TintEgrale  gEnErale  11  est  aise  de  conclure 
que    TEquation    proposEe    (1)    doit   Etre    linEalre   par    rapport   ä 


i 
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(U) 


De  prenne  pas  une  valeur  iiid^termin^e  ou  infioie;  et  que,  d'an 
autre  c6t^,  on  peut  toujours  attribuer  k  la  fonetion  arbitraire 
^  =  /*(fi,...,  im-^\)  une  forme  teile  que  l'un  de  ce»  deoz  cas 
alt  Heu. 

A  roccasion  de  cette  remarq^e»  8 er  r et  a  eotrepri^  rexames 
de  ces  cas  exceptionneis,  et  a  d^ontr^*)  que»  b\  Tint^raie  (14) 
n'a  pas  une  valeur  finie  et  di^rmlnäe  pour  la  forme  assign^  i 
la  fonetion  /*($!»••»  fn-i)»  1'  arrive  alors>  en  mdme  temps,  que  Ie6 
equations  (12)  aont  impropres  k  fournir  la  Solution  g^n^rale  dn 
Probleme.  Cette  Solution  s'obtient,  dans  ee  cas^  au  rooyen  de 
I  integrale  complöte,  c'est-ä-dire  de  Tint^grale  qui  renferme  autant 
de  constantes  arbitraires  qu'il  y  a  de  variables  ind^pendantes 
dans  r^quation  donnäe.  Je  crois  inutile«  d'ailleurs»  d'exposer  eo 
detail  les  recherches  de  Serret,  d'autant  qu'elles  ont  ^tö  repro- 
duites»  d*apres  les  articies  des  Coroptes  rendus,  avee  beao- 
coup  d'explications  et  d'exeroples»  dans  la  Trait^  Giemen  taire 
deCaIcul  diff^rentlel  et  deCaleul  integral  deliacroiXf 
^  jädition  augment^e  de  Notes  par  MM.  Hermite  et  Ser* 
re«,  (Note.a  T.  II,  p.  237—282)**). 


*)'Compte«_rendo«}   t.  LIll,  s^^nce«  des  7  et  28  octobre  1661. 
**)  Voyes  encore  Serret,   Cours  de  Calcal   diff^reDtiel  et 
integral,  t.  II,  p*  624 — 649,  et  le  Memoire  dn   m4me  Auteur  int^r^ 
dans  les  Annales  scientifiqoes  de  TEcole  Normale  sop^rleore, 
t.  lil  (Note  da  trad.). 
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1 

Die  harmonischen  Polarcurven. 

Von 

Herrn  Professor  C.  A.  Bretsehneider 

in  Gotha« 


(Figuren  s.  Taf.  XI.) 

Bedarf  der  Lehrer  der  Mathematik  bei  dem  Unterrichte  in 
der  analytischen  Geometrie  zweckmässiger  Beispiele,  um  den 
Sefaüler  In  Untersuchung  von  Curven  zu  üben,  so  sieht  er  sich, 
wenn  er  nicht  die  h\s  zum  Ueberdruss  gebrauchten  Kegelschnitte 
dasu  verwenden  will,  vergebens  nach  literarischen  Hölfsmitteln  um. 
l>ie  Lehrbücher  der  analytischen  Geometrie  beschränken  sich  na- 
turlich darauf,  die  Regeln  zu  entwickeln,  nach  denen  man  aus  der 
Gleichung  der  krummen  Linie  die  Ausdrücke  für  ihre  Tangente, 
Subtangente,  Normale,  Subnormale  u.  s.  w.  findet,  und  erläutern 
dieselben  höchstens  durch  ein  Paar  einfache  Beispiele.  Der  Ver- 
such, die  der  Curve  eigenthümlichen  geometrischen  Eigen- 
schaften aufzufinden,  wird  nirgends  gemacht,  so  wichtig  eine 
solche  Untersuchung  in  besonderen  Fällen  auch  sein  kann.  IVIo- 
nographieen  über  specielle  Curven  sind  in  der  deutschen  mathe- 
matischen Literatur  kaum  einige  vorhanden,  und  auch  von  diesen 
folgt  die  Mehrzahl  ganz  dem  Vorgange  der  allgemeinen  Lehr- 
bücher, indem  ihre  V^erfasser  genug  gethan  zu  haben  meinen, 
wenn  sie  die  allgemeinen  Theoreme  der  höheren  Curvenlehre  für 
den  gewählten  einzelnen  Fall  specialisiren. 

Unter  diesen  Umständen  schon  seit  lange  genöthigt,  mich  um 
höhere  Curven  zu  bemühen,  die  eine  ausgiebigere  geometrische 
Behandlung  gestatten,  bin  ich  unter  anderen  auch  auf  die  beiden 
nftehf«lgenden  gekommen,  die  ich  harmonische  Polarcurven 
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genannt  habe.  Da  sie  in  der  That  eine  ganz  leidliche  Ausbeute 
an  bemerkenswerthen  geometrischen  Eigenschaften  darbieten,  so 
dfirfte  die  genauere  Darstellung  des  Gegenstandes  Im  „Archive" 
nicht  ganz  werthlos  erscheinen,  und  zwar  um  so  weniger,  als  dabe* 
recht  brauchbare  Uebungsbeispiele  für  die  Behandlung  kubischer 
und  biquadratischer  Gleichungen  erhalten  werden,  ein  Feld,  aof 
welchem  gleichfalls  noch  gar  kein  Ueberfluss  herrscht. 

§.  1. 

In  einer  Ebene  (Fig.  1.  u.  2.)  seien  gegeben  das  Centrum  Ä 
eines  ebenen  Strahlbuscheis  und  ein  fester  Punkt  B  ausserhalb 
desselben.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  Cdes  Strahles  AB  lege 
man  die  Gerade  CCCf  senkrecht  auf  AB\  so  wird  jeder  Strahl 
des  Büschels  z.  B.  AA"  ^bls  Loth  CC  in  einem  Punkte//  schnei- 
den. Trägt  man  sodann  auf  diesem  Strahle  vom  Schnittpunkte  X 
aus  nach  beiden  Seiten  hin  eine  Strecke  LY=^LY'  ab,  welche 
dem  Abstände  des  Punktes  L  vom  festen  Punkte  B  gleich  ist« 
so  ist  der^ geometrische  Ort  der  einander  zugeordneten  Punkte 
F  und  V  eine  krumme  Linie,  welche  harmonische  Polar- 
curve  genannt  werden  soll. 

Da  die  angegebene  Construktion  oberhalb  wie  unterhalb  AA' 
In  gleicher  Weise  ausgeführt  werden  kann,  so  besteht  die  Corve 
aus  zwei  congruenten  Theilen,  welche  auf  entgegengesetzten  Seiten 
des  Strahles  AA'  liegen.  Eben  so  leuchtet  ein,  dass  die  Curve 
nicht  nur  durch  die  Punkte  A  und  B  hindurchgehen,  sondern  mit 
AA'  noch  einen  dritten  Punkt  B'  gemein  haben  mnss,  der  aof 
Ihr  von  C  aus  in  dem  Abstände  CB'  =  CB  gelegen  ist.  Da  hier- 
nach LB  =:  LB'  wird,  so  ist  ei^  gänzlich  einerlei,  ob  der  Foss- 
punkt  C  des  Lothes  OC  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Strecke 
AB  gewählt  wird. 

Umgekehrt  dagegen  ist  es  nicht  vullig  einerlei,  ob  das  Strahl- 
centruro  A  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Strecke  BC  liegt,  wes- 
halb die  Untersuchung  für  beide  Fä\le  getrennt  zu  fähren  ist. 
Liegt  A  ausserhalb  BC,  wie  In  Fig.  1.,  so  mag  die  Curve  eine 
harmonische  Polarcurve  der  ersten  Art  genannt  werden;  im 
entgegengesetzten  Falle,  wenn  A  zwischen  B  und  C  liegt,  Fig.  2.» 
heisse  sie  eine  Polarcurve  der  zweiten  Art. 

Der  Kürze  halber  sollen  für  beide  Curvenarten  folgende  Be- 
nennungeit    eingeführt  werden.     Das  Strahlcentrum  A   heisse  der 
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Pol  der  Curve,  die  Strahlenabschnitte  AYzi^R  und  ^IT' =  I2| 
sageordnete  Polstrahlen,  die  Strecke  YV  die  Polsehne, 
das  Loth  OC  die  RIebtiinie  und  CL  die  Centraldistanz 
der  Polstrahlen  oder  Polsehne.  Macht  man  ferner  CA'  =  CA, 
so  «verde 

AA'  =?2.^C=2(a-|-6)  die  erste  Achse 

BB'  =2.i3C=:26  die  zweite  Achse 

AB  =a  die  Nebenachse 

der  Curve  genannt  DerogemSss  sind  die  Kreise  welche  um  AA\ 
BB\  AB  als  Durchmesser  beschrieben  werden,  beziehungsweise 
als  erster,  zweiter  Achsenkreis  und  Nebenkreis  zu  be- 
zeichnen. Endlich  mag  B  der  erste,  B'  der  zweite  Haupt- 
scheitel der  Curve  heissen. 

Man  nehme  C  zum  Nullpunkt  der  Coordinaten,  die  Uichtlinie 
CC  zur  Ordinatenachse,  AA*  zur  Abscissenachse  und  bezeichne 
speciell  diejenige  Seite  der  letzteren  als  die  positive,  auf  welcher 
der  Pol  A  liegt.  Im  Punkte  A*  werde  auf  AA*  das  Loth  A AI' 
errichtet,  so  wird  jeder  Strahl  Al»  auch  dieses  Loth  in  einem 
Punkte  Ä*  sefrneiden,  und  man  hat  alsbald  folgende  Sätze: 

a)  in  jeder  harmonischen  Polarcurve  sind  die  Abscissen  je 
zweier  zugeordneter  Punkte  Fund  Y'  gleich  gross,  aber 
entgegengesetzt;  C A  =  CX* \ 

b)  in  jeder  harmonischen  Polarcurve  werden  sämmtliche 
Polsehnen  von  der  Richtlinie  halbirt;  LY=zLY*; 

c)  in  jeder  harmonischen  Polarcurve  wird  der  Abschnitt 
AA"  eines  Polstrahles  zwischen  dem  Pole  A  und  dem 
Schnittpunkte  A"  mit  dem  Lothe  A'A"  durch  die  Richt- 
linie halbirt;  LA  =  LA"; 

d)  in  jeder  harmonischen  Polarcurve  ist  der  Abstand  des 
einen  zweier  conjugirter  Punkte  von  einem  der  beiden 
Punkte  A  und  A"  gleich  dem  des  andern  conjugirten 
Punktes  von  dem  zweiten   der  Punkte  A  und  A"; 

AY=^  Y'A";    AY'  =2  YA". 

§.  3. 
Bezeichnet  man  fQr  die  Polarcurve  der  ersten  Art  (Fig.  1.) 
CX=u;    XY^y;    A,'F'=y,; 
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so  wird 

Wird  aus    Y  die   YN\\AC  gezogen,  «o  i»ts 

BC^  +  CL^  =  ÄL*  =  XF«  =  CX*  +  Lm  d.  h. 

oder : 

[>ie8e  Gleichung  mit '(I)  verbunden  liefert: 


•'  a  +  6  +  II 


(3) 


In  ganz  analoger  Weise   folgt  für  die  Polarcurve  der  zweiten 
Art  (Fig.  2.) 

46«  +  (y,  -y)^  =  4ii«  +  (yi  +y)« 
3^yi  =  (6  +  ti)(6~w)  =  -3rß.XÄ=:^'Ä.j:Ä'. 

^2^(62_^2)«-(^^")  (4) 

^         ^°       "^t«+(6— a)  ^*^ 

Die  Gleichung  der  Polarcurve  erster  Art  geht  demnach  sofort  in 
die  der  Curve  zweiter  Art  über,  wenn  anstatt  a  der  Wertb  — a 
eingesetzt,  d.  h.  die  Nebenachse  negativ  gesetzt  wird.  iSollen 
dagegen  die  Gesetze  (1)  und  (2)  auf  die  Curven  zweiter  Art  über- 
tragen werden,  so  genügt  es  nicht  allein ,  dass  —  a  »ihii  a  ge- 
schrieben wird;  es  muss  auch — //|  anstatt ^|  genommen  werden. 
—  Betrachtet  man  in  den  allgemeinen  Gleichungen  (3)  und  (4) 
die  Abscisse  u  als  wesentlich  positiv,  so  ist  alsbald 

2  /    2         A2^    ^  +  ^  +  " 

^'         ^  ^  a  +  6  — tt 

2         /A2  2N    »*+(ill^ 

Man  hat  demnach  folgende  allgemeine  Gesetze: 

a)  in  jeder  harmonischen  Polarcurve   ist  das  Rechteck  aas 
den   Ordinaten    zweier  conjugirter  Punkte    gleichfläcbig 


(5) 
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dem   Rechtecke    aus  den    Abstäiider»    des    Fusspviiktes 
einer   dieser  Ordinalen  von  den  Scheiteln  der  Ciirve;  (2). 

b)  in  jeder  harmonischen  Polarcurve  verhalten  sieb  die  Or- 
dinateü  zugeordneter  Punkte  wie  deren  Abstände  vom 
Pol;  (1). 

c)  in  jeder  harmonischen  Polarcurve  verhält  sich  das  Qua- 
drat der  Ordinate  zu  dem  Rechtecke  aus  den  Abstänrien 
derselben  von  den  beiden  Scheiteln,  nie  ihr  Abstand 
vom  Pol  zum  Abstand  der  zu^ordneten  OriUiiate  vom 
Pol;  (3)- 

§.4. 

Für  jede  von  beiden  Arten  der  Polarcurven  ergiebt  sieh,  dass 
für  U-^  -yb  und  u  =  —  b  die  Ordinate  ^  =  0  wird ;  dagegen  ist 
für  uz=.CA  (d,  h.  tt=a  +  6  oder  Ur='b^a)  zwar  y«0,  aber  föf 
den  entgegengesetzten  Werth  u=^CA'  wird  ^=qd. 

Demnach  besteht  jede  harmonische  Polarcurve  aus  zwei  ge< 
trennten  Theilen,  nämlich  einem  über  der  Nebenachse  liegenden 
geschlos^Pien  Oval  und  einem  durch  den  zweiten  Scheitel  ß' 
gehc^nden  unendlichen  Aste,  der  das  im  Gegenpunkte  A'  des 
Poles  A  stehende  J^th  A'Ä'  zur  Asymptote  hat.  Für  diesen 
Ast  ist  zu  bemerken,  dass  er  bei  den  Curveu.  erster  Ari  dem 
Ovale  die  convexe  Seite,  bei  den  Curven  zweiter  Art  die  con- 
cave  Seite  zuwendet. 

In  jeder  von  beiden  Curvenarten  liegen  daher  die  Fusspunkte 
der  Ordinaten  gänzlich  innerhalb  der  Strecken  AB  und  A^B', 


§.  15. 


Da  stets  Lß^  LB^  ^  LT=:  LY'  sein  muss,  so  liegen  in 
jediQr  burmoniaehen  Pplarcurve  je  vv^ei  zugeor/dn^^  Punkle  mit 
den  beiden  Seheiteiii.  auf  dem  Umfange  eines ;  and.  deisselben 
KsieLses,  der;  die  Pol.sehn^  TY'  «um.  tl^iKchmesser .  hat  Denkt 
man  «ich  diettnendlicbe  Menge  dev  Kreide  gegeben,  dm  sämmt- 
lich  die  zweite  Achse . iffj?' iziur  Sehne  haben«  (jSie  mag, kurz  die 
Kreiseschaar  ßß'  heissen),  so  ist  die  Richtlinie  C^C"  der 
Centralort  und  die  Gerade  AA'  der  Ort  der  gleichen  Po- 
tenzen für  die  Schaar. 

H.   Ea  istdenmaelpRirjede^bai^ODiMli^Pdar^uiive  das  Reehkeck 
aas  je  zwei   zugeordneten  Polstrahlen   constant,   näraüob  gleioii 
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dem  Rechtecke  ans  deo  Aluitäoden  des  Poles  fob  deo  Scheiteln 
der  Carve;  AY.AV  =:^  AB.  AB'. 

Wird  in  der  Curve  er»ter  Art  aus  dem  Pole  A  (Fig.  1.)  eine 
TaBgente  AE  =  I  an  einen  der  Kreise  ans  der  Schaar  BB'  ge- 
zogen, so  ist  die  LSnge  t  ffir  jeden  andern  Kreis  der  Schaar  die 
nämliche;  mitbin  t^  die  gemeinschaftliche  äassere  Potenz  der 
Kreiseschaar,  undjes  ist 

in  den  harmonischen  Poiarcarren  erster  Art  die  äussere 
Potenz  t^  der  ober  der  zweiten  Achse  stehenden  Kreise- 
schaar gleich  dem  Rechtecke  aus  je  zwei  zageordaeteB  Pol- 
strahlen; also: 

t»  =  a(a+26)  =  (a  +  Ä)«— Ä«  =  RRi. 

Wird  in  der  Polarcurve  zweiter  Art  darch  den  Pol  A  eio 
Loth  (Fig.  2.)  senkrecht  auf  die  Polsehne  YV  errichtet,  welches 
den  um  letztern  beschriebenen  Kreis  der  Schaar  BB'  in  deo 
Punkten  E  und  F  schneidet;  so  ist  AE==  t  ffir  jeden  andern  Kreis 
der  Schaar  unveränderlich,  mithin  (^  die  gemeinschaftliche  innere 
Potenz  der  Kreiseschaar;  daher  ist 

in  den  harmonischen  Polarcurven'der  zweiten  Art  die  innere 
Potenz  i*  der  über  der  zweiten  Achse  stehenden  Kreise- 
schaar gleich  dem  Rechtecke  je  zweier  zugeordneter  Poi- 
strahlen;  also: 

* 

<•  =  a(2Ä—  ci)  =  6«— (Ä— a)«  =  RR^. 

Umgekehrt:  Beschreibt  man  über  der  Poisehne  einer 
Curve  der  ersten  Art,  als  Durchmesser,  einen  Kreis,  und 
aus  dem  Pol  A  mit  der  Grosse  t  als  Halbmesser  einen 
zweiten  Kreis,  so  sind  die  Schnittpunkte  E  und  F  der  bei- 
derseitigen Umßinge  die  Berührungspunkte  der  vom  Pol  aas 
nach  dem  ersten  Kreise  gezogenen  Tangenten;  und: 

beschreibt  man  über  der  Poisehne  einer  Curve  der  zweiteo 
Art,  als  Durchmesser,  einen  Kreis  und  aus  dem  Pole  A  nit 
dem  Halbmesser  I  einen  zweiten  Kreis,  so  sind  die  Scbsitt- 
punkte  E  und  F  der  beiderseitigen  Umftnge  die  Endpunkte 
eines  Durchmessers  des  zweiten  Kreises* 


5.6. 

Ffir  zugeordnete  Potstrahlen  der  Carven  erster  Art  hat  inaB 
die  Werthe: 
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V  (a  +  o)* — u* 


Id  der  Curve  der  zweiten  Art  dagegen  wird  erhalten: 

u+(6— o)  ^  u— (6  — a) 

J(Ä,'+  Ä)  =  ,r.        ^ 

^        '      Vm«— (Ä-o)« 
lo  Shnlicber  Weise  ergiebt  sich  fiSr  die  Curve  erster  Art  (Fig.  1.) 

and  fSr  die  Curve  zweiter  Art  (Fig.  2.): 

CL  =  i(y,-y)  =  2VW^.  ^  /  "  "—  ^ 

Vm*— (o — a)* 

Vu* — (o— o)* 


5.  7. 

Betrachtet  man  in  Fig.  1.  A  als  äusseren  harmonischen  Pol 
des  Kreises  um  FF',  so  ist  EF  die  zu  A  gehlSrige  Polare,  die 
den  Strahl  AL  in  W  senkrecht  schneidet,  und  die  Achse  AA' 
in  dem  Punkte  D  trifft.  Es  bilden  demnach  sowohl  A^  F,  fF,  Y' 
als  auch  A,  B,  D,  B'  eine  harmonische  Quaternion,  woraus  als- 
bald folgt,  dass  der  Punkt  D  fiir  alle  Kreise  der  Schaar  BB* 
der  nämliche  bleiben  muss.  Errichtete  man  in  A  Lothe  auf  AC 
und  AJjf  80  wären  diese  die  Polaren  für  ^\q  Kreise  BB'  und 
YY'  in  Bezug  auf  D  und  W  als  innere  Pole. 

Tli«U  L.  32 
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Wird  dagegen  in  Fig.  2.  A  als  innerer  barmonischer  Pol  des 
Kreises  YY^  betrachtet^  ond  man  legt  an  die  Endpunkte  der 
Sehne  EF  Berührende,  so  schneiden  sich  diese  in  einem  Punkte 
W  des  verlängerten  Polstrahles  ALf  und  die  in  W  auf  AL  er- 
richtete Senkrechte  WD  ist  dann  für  den  Kreis  YY^  die  Polare 
des  Poles  A.  Es  sind  demnach  W^  Y,  A,  Y',  ingieichen  /),  B, 
A,  B'  gleichfalls  harmonische  Quaternionen,  folglich  auch  D  em 
für  alle  Kreise  der  Schaar  BB'  unveränderlicher  Punkt. 

Aus  diesen  Betrachtungen  lässt  sich  nun  unmittelhar  Nach- 
folgendes ableiten. 

a)  Sucht  man  zu  den  Scheiteln  B  und  B  einer  Polarcurve 
und  dem  Pole  A  den  dem  letzteren  zugeordneten  vierten 
harmonischen  Punkt  D ,  so  soll  letzterer  kurz  der  Ge- 
genpol, und  der  um  die  Strecke  AD  als  Durchmesser 
construirte  Kreis  der  Pol  kr  ei»  der  Curve  genannt 
werden. 

b)  Jeder  Polstrahl  AL  der  Curve  wird  Vom  Polkreise  in 
einem  Punkte  W  geschnitten,  der  mit  den  zugeordneteo 
Punkten  Y  und  Y'  und  dem  Pole  A  den  letzterem  zo- 
geordneten  vierten  harmonischen  Punkt  bildet.  Er  heisse 
deshalb  kurz  der  vierte  Punkt  des  Polstrahles  AL 
oder  der  PoUehne   YY\ 

c)  umgekehrt  liegt  in  der  Curve  der  ersten  wie  der  zweiten 
Art  der  vierte  Punkt  jeder  Polsehne  auf  dem  Umfange 
eines  festen  Kreises,  nämlich  des  Polkreises. 

d)  Sämmtliche  zu  A,  als  gemeinschaftlichem  harmonischen 
Pol  gehörige,  Polaren  der  Kreisescbaar  BB'  bilden 
einen  ebenen  Strahlbüschel  der  den  Gegenpol  D  zum 
Centrum  hat. 

e)  Sämmtliche  den  Gegenpol  />,  als  gemeinschaftlichem 
harmonischen  Pole  der  Kreiseschaar  BB'  zugehörige^ 
Polaren  AL  bilden  einen  ebenen  Strahlbüschel«  der  A 
zum  Centrum  hat. 

0  Betrachtet  man  die  Punkte  W  auf  dem  Umfange  des 
Polkreises  als  harmonischiB  Pole  der  Kreiseschaar  BB, 
so  bilden  die  zugehörigen  Polaren  jederzeit  einen  Strahl* 
büschel,  und  dessen  Centrnm  ist  der  Pol  A,  wenn  jeder 
Punkt  W  bei  den  Curven  erster  Art  innerhalb,  bei 
denen  zweiter  Art  aosserhalb  des  ihm  zugehörigen 
Kreises  liegt.    Dagegen  ist  der  Gegenpol  D  das  Centram 
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des  StrahlbüscheU,  wenn  W  bei  den  Garven  erster  Art 
ausserhalb,  bei  denen  zweiter  Art  innerhalb  des 
ihm  zugehörigen  Kreises  gelegen  Ist« 

Diese  Eigenschaften  sind  es,  welche  Veranlassung  gegeben 
haben,  die  fraglichen  kruiumen  Linien  harmonische  Polar* 
curven  zu  benennen. 


§.8. 

Sind  auf  einer  Geraden  (Fig.  3.)  vier  harmonische  Punkte  in 
der  Reihenfolge  A^  B y  D^  B  gegeben,  und  man  betrachtet  B 
und  B^  als  Scheitel  zweier  harmonischer  Polarcurven  von  denen 
die  eine  A  zum  Pole  hat,  also  erster  Art  ist,  während  die  andere 
D  zum  Pole  hat,  und  somit  zwejter  Art  ist;  —  so  sollen  diese 
Curven  conjugirt  genannt  werden.  Ihre  beiderseitigen  Ovale 
berühren  sich  im  ersten  Scheitel  B  und  ihre  und  ihre  unendlichen 
Aeste  im  zweiten  Scheitel  ^'.  Die  zweite  Achse  BBf  =  26  ist 
demnach  beiden  Cüfven  gemeinschafttich,  während  die  Neben- 
achsen und  somit  auch  die  ersten  Achsen  wesentlich  verschieden 
sind. 

Man  bezeichne  f&r  die  Curve  erster  Art  wie  bisher,  die  Ne- 
benachse mit  a  und  die  Potenz  mit  <*,  hingegen  führ  die  Curve 
der  zweiten  Art  die  Nebsnachse  BD  =  c  und  die  zugehörige 
Potenz  mit  <|*,  so  hat  man  alsbaltf  folgende  Gleichungen: 

|»s=ci(a4-^>  li*5=c(26  — c) 

6  —  c      .  '         a-\ro 

bc  .^  ^  üb 

AB  =a        =  7 BD  =^c  = 


b — c  a  +  b 


c 


^^  ^  iT+Ä  "=  5^ 


AC   =a  +  6=7 — -         DC  =    Ä-c  = 


6  — c  a  +  b 

b — c  0+0 

Die  weitere  Untersuchung  der  in  Rede  stehenden  Curven 
hängt  fast  ganz  von  dem  gegenseitigen  Zusammenhange  eines 
Gonjugirten  Curvenpaares  ab. 

o2* 
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5.  9. 

Zieht  mao  in  dem  Sehnenviereck  BYY'B'  (Flg.  1.  o.  2.)  die 
Diagonalen  BY'  und  BfY^  die  sich  in  einem  Punkte  O  schnei- 
den,  ond  verlängert  sodann  die  Gegenseiten  BY  und  B'Y\  bis 
sie  sich  in  einem  Punkte  O'  schneiden;  —  so  muss,  in  Folge  der 
bekannten  Eigenschaften  jedes  geradlinigen  Viereckes^  die  Ge- 
rade OO'  durch  die  Punkte  W  und  D  hindurchgehen.  Demnach 
bilden  W,  O,  D^  O'  eine  harmonische  Quaternion,  nnd  AW, 
AO9  ADy  AO'  sind  Uarmonikalen.  Beschreibt  man  ferner  um 
0(y  als  Durchmesser  einen  Kreis»  so  mnss  derselbe,  da  Y'B(y 
=  FJ3' O' =  90O  ist,  auch  durch  beide  Scheitel  B  und  B'  hin- 
durchgehen, Ist  also  ein  Kreis  aus  der  Schaar  BB',  Daraus 
folgt  aber  unmittelbar,  dass  O  und  O'  zugehörige  Punkte  der 
conjugirten  Gurve  und  OO'  eine  Polsehne  der  letzteren  ist  Man 
kann  demnach  allgemein  Folgendes  aussprechen: 

a)  Jede  zwei  zugeordnete  Punkte  einer  harmonischen  Polar- 
curve  bilden  mit  den  beiden  Scheitein  der  letzteren  die 
Spitzen  eines  Sehnen  Viereckes,  In  welchem  die  Polsehne 
zugleich  Durchmesser  des  umgeschriebeneu  Kreises  ist. 

b)  FOr  die  Polarcurve  der  ersten  Art  ist  dieses  Viereck 
stets  ein  hohles,  fSr  die  der  zweiten  Art  ein  überschla- 
genes.  Von  den  drei  Schnittpunkten  je  zweier  seiner 
Gegenseiten  ist  derjenige,  dem  die  Polsehne  angehurt, 
der  Pol  A  der  Curve  selbst;  die  beiden  anderen  Punkte 
dagegen,  O  und  O^  gehören  der  conjugirten  Curve  an, 
und  von  ihnen  liegt  der  Schnittpunkt  O  der  beiden  Dia- 
gonalen des  Vierecks  auf  dem  Oval,  der  Schnittpunkt 
O'  des  zweiten  Paares  Gegenselten  hingegen  auf  dem 
unendlichen  Aste  dieser  Curve. 


l  10. 

Da  von  den  vier  Harmonikaien  BA,  BY,  BW,  BY'  die 
iwelte  und  vierte,  und  eben  so  unter  i^'^l,  B'Y,  B'W,B'Y'  die 
iweite  und  vierte  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  muss  der 
Strahl  BY  den  Winkel  AB W  und  B'Y  den  Winkel  A'BWh^X- 
biren.  —  Ganz  in  gleicher  Weise  stehen  von  den  Uarmonikalen 
WA,  WB,  WD,  WB'  die  beiden  WA  nnd  WD  aufeinander 
senkrecht  Jn  der  Polarcurve  erster  Art  halbirt  mithin  WO  den 
Winkel  BWB'  und  WA  den  Winkel  BWW \  während  in  der 
Curve  zweiter  Art  der  Winkel  BWB'  von  WA  und  Winkel  BWW 
von  WD  halbtot  wird.    Daraus  folgt: 
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a)  in  jeder  Polurcorve  balbiren  die  von  einem  beliebigen 
Scheitel  aus  nach  zvrei  zugeordneten  Punkten  gelegten 
Strahlen  die  beiden  Winkel,  welche  die  von  dem  näm- 
lichen Scheitel  nach  dem  vierten  Punkte  W  gezogene 
Gerade  mit  der  Achse  der  Curve  bildet; 

b)  in  jeder  Polarcurve  balbiren  die  von  dem  vierten  Punkte 
W  eines  Polstrahles  nach  dem  Pol  und  Gegenpol  ge* 

zogenen  Geraden  die  beiden  Winkel,  welche  die  von 
demselben  Punkt  W  aus  nach  beiden  Scheiteln  gezo- 
genen Geraden  mit  einander  bilden« 

Mit  HSife  der  Sätze  dieses  und  des  vorangehenden  Paragra- 
phen können  noch  eine  ganze  Reihe  von  harmonischen  Qnater- 
nionen  nnd  Harmonikaien  an  den  Poiarcurven  beider  Arten  nach- 
gewiesen werden,  was  indessen  der  Kürze  halber  hier  übergangen 
werden  mag. 

§.  11. 

Für  die  Zahlenwertbe  der  im  vorangehenden  Paragraphen 
behandelten  Strecken  erhält  man  in  den  Poiarcurven  der  ersten  Art: 

BT*  =2«.^:^        B'F»  =  2(«  +  26)  ?^^^ 
o  +  ö  +  M  ^  ^a  +  6-hti 

Br*  =  2a.^^±^         Ä'F'«^2(a+26)lfcl 
a  +  6— t«  ^  'a  +  6  — t« 

Ä»r  =  -^  BW  =  ^"      ^ 


BO 


b    ^r^au (a  +  6  — u) 


+  61  u  +  b 


b    ^r^a  +  2b)u(a  +  b^u) 
'^    ■"a  +  6lf  (M-h6)(a-h6-htt) 


^  _  Ju_^r 2(a+26)ti 

^  ~a  +  6lf    (a  +  6)(a+6~tt)* 


Die  analogen  Ausdrucke  ffir  die  Gnrven  zweiter  Art  sind 
ganz  ähnlich  gebaut»  mögen  aber  zur  Ersparung  des  Raumes  hier 
wegbleiben,  da  sie»  eben  so   wie  die  vorstehenden,  aus  den  be- 
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kannten  Eigenschaften  des  Sehnenvterecks  unmittelbar  abgeleitet 
werden  können. 

§.  12. 

Nimmt  man  in  einer  Polarcurve  (Fig.  4.)  zwei  Polstrahlen^  AL 
und  AM,  so  bilden  die  auf  beiden  liegenden.  Paare  zugeordneter 
Punkte  Yf  Y\  Z,  Z'  gleichfalls  die  Spitzen  eines  Sehnenvierecks ; 
die  in  letzterem  einander  gegenüberliegenden  Polsebnen  YY  und 
ZZ*  schneiden  sich,  ähnlich  wie  in  der  Construktion  des  §.  8.,  Im 
Pole  A  der  Curve,  während  der  Schnittpunkt  O'  der  beiden  an- 
dern Gegenseiten  ZY  und  Z'Y',  ingleichen  der  Schnittpunkt  O 
der  Diagonalen  des  Vierecks  auf  einer  Geraden  liegen,  weiche 
durch  die  vierten  Punkte  W  und  V  der  beiden  Polstrahlen  be- 
stimmt ist.  Es  bilden  demnach  auch  hier  F,  O,  W,  O'  eine  har- 
monische Quaternion.  Werden  die  §.  8.  und  9.  erörterten  har- 
monischen Eigenschaften  der  Pölarcurven  weiter  untersucht,  so 
folgt,  dass  für  den,  dem  Viereck  YZZ'Y'  umgschriebenen  Kreis, 
A  der  Pol  und  VW  die  zugehörige  Polare,  zugleich  aber  auch 
OO'  der  Durchmesser  eines  zur  Schaar  BB'  gehörigen  Kreises 
sein  muss.  Letzteres  kann  aber  auch  direkt  auf  nachfolgende  Art 
bewiesen  werden. 

Mao  ziehe  JBV  und  BW\  lässt  sich  dann  zeigen,  dass  BO 
den  Winkel  F^  ^F  halbirt,  so  muss  OO*  ein  Durchmesser  des 
Kreises  BOB'O'  sein.  Werden  die  Abscissen  der  Punkte  Fund 
Z  mit  u  und  ui  bezeichnet,  so  ist  nach  §.  10.: 

Bn-BV^uiUx 

ferner  ist: 

VOiZO=i  sin  rZO : sin  AVW 
WOxYO=  i\nOYWi%\x^AWV. 

Da  nun  der  Winkel   VZO  =i  OYW  ist,  so  wird 

VO    ZO       ,    s\nAVW       At^\ 


WO*  YO'^  ^'smAWV  AW 

Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Sehnenvierecks  ist  aber 

ZOiYOx:zZZ'xYY' 

und  damit  erhält  man,  wenn  aus  §.  6.  und  iO.  die  entsprechenden 
Werthe  eingesetzt  werden, 

VO  _  ZZ'.AV  _ui_  BV 
TFÖ—  YY'.AW^  u  ^  BW 
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Es  ist  also  in  der  That  der  WkiM   VBW=z2(rAZ)  durch  BO 
haibirt  mithin   OO'  der  Durchmesser  des  Kreises  BOB'O'. 

Wie  sun  die  vorstehenden  Sätee  nach  Fig.  4.  fflr  Polarcurven 
der  ersten  Art  bewiesen  sind^  so  lassen  steh  dieselben  auch  för 
Curven  cvreiter  Art  als  gültig  nachweisen,  was  hier  fffgticfa  tiber- 
gangen  werden  kann. 


§.  13. 

Ruckt  der  Strahl  AM  (Fig.  4.)  miendlieh  nahe  an  den  Strahl 
ALy  so  wird  der  Winkel  ZAY  unendlich  klein»  mithin  Winkel 
Y'YO'=z  YY'0'\  die  Geraden  YO'  und  Y'O'  verwandeln  sich 
in  die  Tangenten  der  Polarcurve  an  den  Punkten  Y  und  Y\ 
während  die  Gerade  VOW  in  die  Tangente  des  Polkreises  AD 
im  Punkte  W  übergeht.  In  jeder  Polarcurve  sind  daher 
die  an  zugeordnete  Punkte  gelegten  Tangenten  YO' 
und  Y'O'  einander  gleich  und  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  durch  welchen  auch  die  in  den  vierten  Punkt 
fF  gelegte  Tangente  des  Polkreises  hindurchgeht. 

Man  construirt  daher  die  Tangenten  zugeordneter  Punkte  einer 
Polarcurve  (Fig.  5.),  indem  man  den  Punkt  O'  als  Durchschnitts* 
pankt  zweier  Lothe  bestimmt,  von  denen  das  eine  LO'  im  Mittel- 
punkte L  der  Polarsehne  YY'  auf  letzterer,  das  andere  WO' 
in  dem  vierten  Punkte  W  der  Poisehne  auf  dem  Halbmesser 
GW  des  Polkreises  senkrecht  steht« 

Eine  andere  Construktion  ergiebt  sich  daraus,  dass  nach  §.9. 
der  Winkel  FXÄ=  WLB=WB'B,  miihiu  BW LB'  die  Spitzen 
eines  Sehnenviereckes  sind,  dessen  Centrum  K  auf  der  Richtlinie 
CL  liegen  muss.  Halbirt  man  daher  einen  der  beiden  Strahlen 
£TF  oder  B'Wf  und  errichtet  ioi  Halbirungspunkte  auf  ihn  ein 
Loth,  so  liefert  dies  das  Centrum  N  des  fraglichen  Kreises,  somit 
aber  auch  den  Durchmesser  WNO*,  von  dessen  anderem  End- 
punkte O'  aus  die  Tangenten  O'Y  und  OY*  gezogen  werden 
können. 

Die  Werthe  der  hier  in  Betracht  kommenden  Liniengrussen, 
künnen  zwar  durch  die  bereits  entwickelten  Formeln  mittelst  der 
Abscisse  u  des  Punktes  Y  ohne  Schwierigkeit  gefunden  werden; 
allein  die  Ausdrücke  werden  so  weitläufig,  dass  es  besser  ist, 
dazu  andere  Hfilfsmittel  zu  verwenden. 
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§.  14. 

Um  die  Polargleichung  nnserer  Curven  zu  fiodeo»  nehme  man 
den  Pol  il  zum  Nullpunkt,. und  bezeichne  den  Winkel  LAC  eines 
PoUtrahies  mit  dem  nach  dem  Centrum  C  gerichteten  Theile  der 
Abscissenjinie  durch  o;  so  erhält  man  sofort  fSr  die  Curve 
erster  Art: 

sin  fo  = j cos  m  = r 

<*sin  2a)  =  2iV^(M«-  6«)  (a  +  b  +  u)(a  +  6— tt) 

l»cos  2a)  =  3f»  -  2  (tt*— 6«) 

^=si2sino9  a-l-^ — tf  =  i2co809 

u  =  (a  +  6)  —  Acoso     a+b+u=::  2(a-|-6)— i2cosa> 

und  daraus  als  Gleichung  der  Curve: 

0  =  A^cosco— 2(aH-6)l2-|-f'cos(o 
also: 

Ä  cosQ)  =  (af  6)— V^(a+6)«-<«cos«a)  =  (a+A)- V"/*sin«a)+6« 

Äi  cos  0)  =  («+6)  +  V(a+6)«— <«cos«a)  =  (a+6)  +V  «•sin«a)+6» 

(l2,-f/2)cos(o=:2(a  +  6) 

Formeln,  aus  deren  geeigneter  Discussion  sich  die  wesentlichen 
Eigenschaften  der  fraglichen  Curve  ohne  Mfihe  ableiten  lassen. 
Die  entsprechenden  Ausdrücke  fOr  die  Curven  zweiter  Art  können 
hiernach  leicht  gefunden  werden. 


§.   15. 

Statt  den  Pol  A  zum  Nullpunkt  zu  nehmen,  kann  man  auch 
einen  der  Scheitel  dazu  wählen.  Nennt  man  BTzzzr,  BT' ^=ir% 
und  die  Winkel  TBA=tp,  YB A'=^%  so  hat  man  ffir  die  Carven 
erster  Art  alsbald: 

0  =r*cosy +r(26  — acos2g))  — 2a6cosy 

wcos2g)— 26+V(a  +  26)«— a«sin«2g>  ,  . 

r   =5 ~  o        — (a) 

2cos^  ^ 

0  =  r,«cos  ^— ra(26  +  (o+ 26)  cos 2^)  +  26(a  +  2Ä)cost 
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26  H-  (g  +  26)  €08  2^;  jb  V  g^-  (g  -f26)«siii«2t^ 
**«"-  2co«i(;  ^**^ 

Die  Gleichangen  (a)  zeigen,  dass  für  jeden  Winkel  tp  zwei  Werthe 
des  Leitstrahles  r  vorhanden  sind,  von  denen  der  eine  nothwendig 
positiv,  der  andere  negativ  ist,  beide  aber  für  alle  Wertbe  von 
€p  reell  'bleiben. 

Betrachtet  man  dagegen  die  Gleichungen  (b)  so  zeigt  sich, 
dass  die  Wertbe  der  Leitstrahlen  r^  aus  dem  zweiten  Scheitel 
B'  stets  einerlei  Vorzeichen  besitzen,  dass  es  hier  aber  möglich 
ist,  dass  der  irrationale  Theil  des  Wurzelwertbes  Null  oder  selbst 
imaginär  werden  kann.  Wird  i^  =  0,  so  sind  beide  Werthe  von 
Ta  positiv,  der  grossere  gleich  (a-|-26),  der  kleinere  gleich  26. 
Wächst  dann  t/;,  so  nimmt  der  grossere  Werth  von  r«  ab,  der 
kleinere  zu,  und  dies  dauert  so  lange,  bis  a=(a-|-26)sin2'4;  wird, 
in  welchem  Falle  r^  zur  Tangente  an  das  Oval  der  Curve  wird. 
Bezeichnet  man  diesen  spedellen  Werth  von  4;  einstweilen  mit  '^', 
so  wird  r^  imaginär,  wenn  if;  von  1^'  bis  90^  —  ij}'  wächst.  Von 
diesem  Werthe  bis  zu  90^  -f  tf^'  bleibt  r^  wiederum  reeH,  verwan- 
delt sich  für  i|;=90^4- 1/^'  in  die  Tangente  an  den  unendlichen 
Ast  der  Curve  und  wird  für  grossere  Werthe  von  tf;  abermals 
imaginär,  um  erst  bei  ^^=180^ — 1{;'  wieder  reell  zu  werden. 


-^    - 


§.  16. 
Ffir  die  Winkel  <p  und  ^  hat  man  sofort; 

> 

u—b  =  reoB(p  u-|-6  ^rgcos'^f 

und   erhält,   wenn   man   statt  r    und  r^   ihre  Werthe   aus  {.  IL 
einsetzt: 

„        u*-b(a  +  b)  „,       tt«  +  &(o-f6) 

eosSy  = cos2^  =    („^.g^)« 

_  (u-b)(a  +  b  +  u)  (u+b){a+b+u) 

cos  g»_  2oM  cosif»-      2(0  + 26)  m 

«»'9'  -  2au «""''  =       2(a  +  26)u 

.   ^  t^sin2co  .   ^  ^sin2o) 
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,   ,          ^       6  0081»                                  ,        ,^       (a-\-b)Bmvi 
sin  (9— if;)  =      ^  cos(g)  - 1|>)  =  ^ 

^    .       a  +  A  — t«  .  ..       tt  +  A 

tgytgt{>=^^^^^  tg  9,  cotij;  =  j^-^. 

Uebrigens  ist  sofort  aus  Fig.  1.  klar,  dass  ^-fifi^QO^  —  q}  sein 
muss.     Für  den  speciellen  Werth  if;'  erhält  man  uuninehr: 

Die  zu  dem  Berührungspunkte  an  der  Ovale  gehurige  Abscisse  «' 
und  Ordinate  y^  sind: 

u'  =t  V^6(a  +  6)        y  =  V"Ä(\rä^_  V6)  =  «'—6 

itäbrend  für  die  Ordinate  yi^  des  Berührungspunktes  au  dem  ud- 
endlichen  Aste  der  Werth 


tfi 


=  V6(  W+Ä  +  Vö)  =  u'  +6 


gefunden  wird.  Es  ist  aber  in  diesem  Falle  das  Dreieck 
ffTX^B'T'X',  und  das  Dreieck  B' FV  rechtwinklig- gleich- 
schenklig; der  2U  tif*  gehörige  Winkel  9'  wird  gleich  45^»  die  Pol- 
strahlen : 

und  der  Polwinkel  ta*  durch  die  Gleichungen: 


besünimt. 

5.  17. 

In  den  beiden  vorangehenden  Paragraphen  ist  die  Unter- 
suchung ausschliesslich  für  Polarcurven  erster  Art  geführt  worden. 
Bs  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  ganz  gleiche  Resultate  fSr  die 
Polarcurven  zweiter  Art  stattfinden  müssen.  Nennt  man  (Fig.  t) 
die  Winkel  rAB=:(D,   YBC^q>  und  TB*C=^^,  so  ist: 
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,         {b-u)(tt  +  b-a)        ...  _(6fB)(tt  +  6-a) 
iicos2<p  +  26  ±V  (26  — a)*  — a*  8in«2<p 


r  = 


0  =  r,«  cosi/^-Ta  (26 + (26— ö)  co82i|;) +26(26— a)co8  ^ 

_       26  +  (26  —  a)  cos2i;  +  Va*  -  (26-^ii)«8in«2if; 

2  cos  '^ 

Für  den  Specialwertb  von  iff\  der  durch  die  Gl^eboog: 

bestimmt  wird,  ergiebt  sieb : 

^         V2(26-«)  V^2(26-a)    ' 

Die  za  diesem  Punkte  der  Curve  gehörigen  Coordinaten  sind      ^ 

ic'  =  V6(6— a)        y'  =  6— tt'       yi'  =  6+tt' 

woraus  abermals  folgt,  dass  der  zu  i^'  gehörige  Winkel  ^  gleidi 
45^  werden  mnss;  u.  s.  w. 


§,  18. 

Betrachtet  man  (Fig.  3.)  zwei  conjugirte  Polarcurven,  so  wird 
für  4^<45^  der  zugehörige  Strahl  B'OY  die  Curve  der  ersten 
Art  in  F,  und  die  der  zweiten  in  O  treffen.  Werden  nun  die 
Cooffdinateo  des  Punktes  F  wie  bisher  mit.  u  und  y^  dagegen  die 
des  Punktes  O  mit  it  und  9  bezeichnet,  so  erhält  man  aus  den 
Formeln  des  §•  11.  und  16.  sofort: 

»i^         .       A  .  6(a  +  6  +  tt) 

^  a+o 

daher: 

ti:tt  =:  a-|-6:6 

eine  höchst  einfache  Proportion,  mit  deren  Hülfe  jeder  Ausdruck 
für  die  Polarcurven  der  einen  Art  sofort  in  den  entsprechenden 
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der  ihr  conjagirten  Cnrve  umgesetzt  werden  kann.  Für  die  coi* 
jogirte  Carve  der  zweiten  Art  bat  man  in  den  fär  sie  entwickdtn 
Formeln  c  statt  a  (vergK  §.  8.)  za  setzen«  um  sie  unmittelbar  nit 
den  für  die  Cnrve  erster  Art  gefundenen  Ausdrucken  verbiodei 
zu  können.  Eben  so  ist  in  den  Formeln  der  zweiten  Curveoirt 
90^ — q>  anstatt  q>  und  90^ —o  anstatt  lo  zu  setzen«  um  diese 
Winkeigrussen  sofort  auf  die  entsprechenden  der  conjagirta 
«Cnrve  erster  Art  zuruckzuföbren«  während  ^  fiir  beide  Corres 
dieselbe  Grösse  bleibt. 

Wie  jeder  aus  dem  zweiten  Scheitel  B'  gezogene  Strahl  B\ 
beide  Curven  in  entsprechenden  Punkten  F  und  O  trifft,  so  wirf 
aucb  die  aus  B'  an  die  eine  der  Curven  gezogene  Beruhrendt 
die  andere  Curve  gleichfalls-  berühren  müssen.  Denn  es  istfö 
jede  von  beiden  Curven  nach  §.  16.  und  17.: 

Beschreibt  man  aus  dem  Centrum  C  den  ersten  und  zweitei 
Achsenkreis  und  zieht  in  angemessener  Lage  einen  Halbmesser 
CMf  der  den  ersten  Kreis  in  M,  den  zweiten  in  N  schneidet,  w 
treffen  die  aus  M  und  N  auf  die  Achse  AÄ'  gefällten  Lothe  äl 
und  NZ  die  Ovale  der  conjugirten  Curven  stets  in  zwei  Pankteo 
F  und  O,  die  zu  einem  und  demselben  Winkel  '^  gehören. 

Die  von\  zweiten  Scheitel  B^  aus  an  diö  unendlichen  Aeste 
der  conjugirten  Curven  gelegten  Tangenten  bilden  gleich&lls  eise 
gerade  Linie,  jedoch  so,  dass  die  ßerfibrungspunkte  auf  entgegen 
gesetzten  Seiten  des  Scheitels  B'  liegen.  Wird  also  der  tvt 
Curvenast  auf  der  positiven  Seite  berührt,  so  berührt  die  Tn- 
gente  den  conjugirten  Ast  auf  der  negativen  Seite. 


§.  19. 

Nennt  man  den  Winkel  MCA  =  ri,  (Fig.  3.),  analog  wie  M 
der  Ellipse,  die  excentrisc he  Anomalie,  so  bietet  derselbe  e« 
höchst  bequemes  Mittel  dar,  den  grössten  Theil  der  an  den  Pelf' 
curven  vorkommenden  Grössen  auf  möglichst  bequeme  Weise  ao^ 
zudrücken.    Es  ist  z.  B. : 

V(a  +  6)«— t««       V6«-»« 

sm  ri  ==: —ü = Ä 

'  a  +  6  6 

u         tt 

cos  ri  =  — r-T  =  T 

'       0  +  6      6 
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2«»**^  =  -FFT-  =  "F" 

O  Sl  Ä  +  Ä  +  tt  6  +tt 

(a  -|-  6)8101}  =  f  coso 

6  sin  17  =  ^1  cos  CO 

u.  s.  w.  Die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  früher  gefundenen 
Formeln  befreit  die  meisten  derselben  von  den  in  ihnen  enthalte- 
nen Wurzelgrüssen  und  gestattet  dadurch  eine  leichtere  ßearbei* 
tung  derselben.  Indessen  kann  dies  hier  der  Kürze  halber  nicht 
iveiter  ausgeführt  werden. 


§.  20. 

Kehren  wir  jetzt  zu  der  in  §.  13.  besprochenen  Construktion 
ier  Tangente  an  den  zugeordneten  Punkten  Y  und  Y'  zurück»  so 
kommt  es  vornehmlich  auf  die  Bestimmung  des  Punktes  O'  und 
die  Länge  der  Tangente  YO'=  Y'O'  an.  Die  Construktion  (Fig.  5.) 
bezieht  sich  auf  die  Polarcurve  erster  Art,  und  es  ist: 

WO'  =  .    .  :"  .  ^         LO'  = 


(a-i-b)  sin2a>  (a  -|-  b)  sin  ta 

Zieht  man  aas  L  die  Gerade  LV\\BB'  und  fallt  von  O*  aus  auf 
sie  das  Lotb  O'V,  so  ist  LV=zCS  die  Abscisse  und  SO'  die  Or- 
iinate des  Punktes  0^  folglich»  da  Winkel  WO'Lz=:LO'V=m  ist: 


«•  ^^.         ti« 


CS  =  -ttt;        VO*  ==  ~s-rcota>;       VO*.  VS  a?  fc 


6»— CS« 


<s(a-|-6)«ina>cos<»  ""  V"(CS— 6  +  c)  («  +  6  -  CS)* 

rsllt  mao  aus  TT  das  Loth   IFS'  auf  Bß*,  so  ist  C$'=  CS  und 

CS— 6  +  c  =  CS,'—  CD  =  DS', 
a+6_CS=  ^C-CS'  =AS'. 

nitbio  (CS— 6+c)(a  +  6— CS)  =  S'FF«,  also 

_  &«  -  CS«  _  BS*.  B'S' 
**'  ~      WS'      —       WS'     ' 

Endlich  wird  aus  yO'*=LO'*-l-LY*  eriialtea: 
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_  4tt«(g  +  6  +  <--C50(<--a— 6  +  C50 

Beschreibt  man  aas  dem  Pol  A  mit  t  als  Halbmesser  eioen  Kreis, 
und  verlängert  das  Loth  S'W  bis  es  den  Umfang  dieses  Kreises 
in  Z  schneidet,  so  ist: 

Bezeichnet  man  endlich  den  Winkel  YTA^  den  die  Tangente  FC 
mit  der  Abscissenachse  AB*  im  Pankte  T  bildet,  mit  a,  so  ei- 
giebt  sich: 

ucoti»  — (a-f  6)tga> 
tg«  =  — ,\  t 

_  u  [(g  -f  b)^  -  ti«]  —  (g  +  6)  (tt«— &•) 
■^  (g + 6 + m)  V(tt«— 6*)  [(a + 6)«  — m«] 

ein  Ausdruck  9  aus  dem  die  Lage  der  Berührenden  für  jeden  be- 
liebigen Punkt  der  Cunre  abgeleitet  werdeo  kann. 

§.  21. 

Eine  specielle  Frage  entsteht  hierbei,  wenn  die  Tangente  der 
Achse  AA'  parallel ,  d.h.  tt=0^  werden  *  soll  /  ii^odurcfa  sugieicii 
die  Frage  nach  der  grOssten  Ordinate  beantwortet  wird,  die  das 
Oval  der  Curve  erhalten  kann.  Setst  man  su  dem  Ende  den 
Zähler  des  Ausdruckes  Rir  tga  gleich  Null»  so  wird: 

0  S3  «>-|-tf»(a-f6}  -ii(a-|-6)*— 6>  (a  +  b) 
oder  wenn  man  titCa-l-ft)  =? o  setzt: 


o=«.+.>_._(^y 


erhalten.    Diese  Gleichung  formt  sich  augenblicklich  um  in: 
n      /q^^n»     o/o^  ■  »X  .  -  H(g+^)*~276« 

oder: 
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0  =  (3o -h  1)'— 3  (3v  + 1)  il -f  iB. 
Nan  ist: 

ß«- 4  J»  =  ^  ^^^[a  (fl  f  46)»+4ii«(a +  *)•] 

eine  entschieden  negative  Grösse;  die  Gleichung  hat  also  drei 
reelle  Wurzeln.    Man  setze  daher 

B  ll(a-f6)«— 276* 

oder«  was  för  eine  numerische  Rechnung  bequemer  sein  würde, 

so  sind  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung: 

3»!  =  —  1  —  4  cos  f» 

3üa  =  —  1  +  4cos(60<>-  f») 

3rs  =  -  l  +  4cos(60«  +  fi) 

▼on  denen  nur  eine  positiv  sein  kann,  die  beiden  anderen  negativ 
sein  müssen.  Da  nun  o  wesentlich  positiv  ist,  so  erglebt  sich,  dass 
nur  v%  gebraucht  werden  kann«  Denn  setzt  man  cos  (60^-|-fA)  =  i, 
so  wird 

COS|A=: g ;  810fftS=: — — g ; 

cos  (60''  —  f*)  = g ;     COSOfA  =  Ig- 

Mun  ist  aber  offenbar  im  vorliegenden  Falle  cos3fft<|j^  also  nur 

v%  zulässig.  Bezeichnet  man  die  zu  diesem  besonderen  Punkt 
derCnrve  gehörige  Abscisse,  Ordinate  und  Polwinkel  mitt/o^o^^o» 
80  wird: 

tg*«o  =  t(-l  +  4cos(60o-f*)) 
Wo  =  ^^(-l  +  4cos(60O-f*)) 

3^0  =  3^^(11+*)  sin«  (300-111*)  V^4cos  (60«-fi)- J. 
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§.22. 

Bisher  bat  die  Untersuchung  der  Polarcurven  geführt  werden 
können»  ohne  dass  man  irgend  ein  Theorem  nöthig  gehabt  hätte, 
welches  über  den  mathematischen  Cursus  eines  Realgymnasiums 
hinausginge.  Will  man  aber  die  Elemente  der  Differenzialrecb- 
nung  verwenden  9  so  kann  man  leicht  auch  noch  den  Wendepunkt 
und  den  Krümmungshalbmesser  der  Cnrve  bestimmen.  Es  soll 
dies  im  Folgenden  noch  för  Polarcurven  erster  Art  entwickelt 
werden.    Man  erhält  aus  der  Gleichung  unserer  Linie: 

%_     tt(a-t-&+tt)(a+6~tt)--(tt»--6»)(o+6) 
8«  ■"  (a + 6+t«)  V"(tt«— 6«)(a+6 + tt)(a + 6— t«) ' 

3^  _  «^ -~2u»(a  +  6) -I- 2tt(a  +  h)  b^—b'^ (a  +  6)* 

3««  —     •  (tt«-62)(a+Ä+a)«(tt+6— t«)V(t«*-6«)[(a+6)«-t««j' 

Die  Abscisse  des  Wendepunktes  wird  also  aus  der  Gleichung 

0  =  M*— 2tt»(a  +  b)  +  2u(a  +  6)6«— Ä«(a  +  6)«  =  fiu) 

erhalten  werden,  welche  nothwendig  wenigstens  eine  reelle  po- 
sitive und  eine  reelle  negative  Wurzel  besitzen  muss.  Die  letzte 
ist  zugleich  die  einzige  negative  Wurzel»  die  existirt,  da  f( — ii) 
nur  einen  Zeichen  Wechsel  enthält. 

Es  ist  aber /^(6)  =  — 6«<a  und/^(a  +  6)  =  -- (ii  +  6)«<*  dagegen 
/'2(a-f6)=  -l- 36^(0-1-6)9;  die  positiven  Wurzein  der  Gleichung 
mfissen  demnach  sänpitlich  grösser  «ein  aM(a-)-6)»  sind  also  ffir 
die  Curve  unbrauchbar.  Dagegen  ist /^(— 6)=*— 6 V  und  f( — a— 6) 
=  4' (a-l- 6)'^;  d.  h.  die  negative  Wurzel  der  Gleichung  wird 
stets  einer  negativen  Abscisse  der  Curve  entsprechen,  mithin  der 
unendliche  Ast  derselben  jedenfalls  Wendepunkte  besitzen. 

Um  die  Wurzeln  der  Gleichung  zu  finden,  bringe  man  letztere 
auf  die  canonische  Form: 

0=:2ti*-4«8(a+6)+4«(a+6)6«-2(a-f6)«6«; 

dann  ergiebt  sich  durch  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes,  wenn 
der  Kürze  halber  2tf — a — 6s=o  geschrieben  wird: 

0  =  »4— 6»«  (a  +  6)« — 4ü .  2  (a  +  6)  (a« + ii6  —  6«)  —  3  (a+ 6)*. 

Dieser  Ausdruck  nach  der  Cartesischen  Methode  gleich: 

gesetzt,  liefert  zur  Bestimmung  von  p+qz:zz  die  Gleichung: 
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0  =  28+6^«(a+6)HI-22{/i+6)*+8[9(a+Ä)«~8(a+6)«(aH'^a6— Ä«)] 

oder,  da  die  drei  ersten  Glieder  dem  vollständigen  Kubne  einer 
zwettheiltgen  Grösse  angehören: 

[i+2(a+6)2]«  =  -'256(a  +  6)«6«<« 

2  =  -  2  (a  +  Ä)«  -  4  V'4(a + b)H^ 

indem  es  sich  von  selbst  versteht»  dass  nur  die  reelle  Wurzel 
dieser  reinen  kubischen  Gleichung  zulässig  ist.  8etzt  man  zur 
Abkürzung 

so  ergiebt  sich  nunmehr: 

9  =  —  (a+6)«— 2i^«— 2  V^(a  +  ^)4+(a  +  6)*i^«+Ä4 

Dass  /ii  stets  reell  sein  muss  folgt  daraus,  dass 

2VW<6  +  <i 

Abt     <  62+<*+26«d.  h. 

26r    <(a+6)« 


alilo: 


und: 


daher : 


46«<«  <<a+6)* 


it«       <;(a  +  6)« 


sein  wird.«  Mit  den  für  m,  p,  q  gefundenen  Werthen  erhält  man 
nun  nach  einigen  einfachen  Reduktionen: 

»8,4  =  +  \/"(ii+6)«-Ä«  ±y^2  (a+6)*+Ä«+  V  [2  (fl+6)H**!*f  3i^* 

und  esiblgt  daraus  unmittelbar»  dass  die  Werlhe.Vi  und  v^  complex 
und  iHir  Dg  und  o«  reell  wevden»  Demnach  ist  die :  AbseisAe:  n^^ 
des  gesuchten  Wendepunktes: 

ii,,=  a+Ä+y/"(a+6)«-Ä»-y^2(a+^H*«+V^[2(a+6)Hi^«]H3Ä* 

Theil  L.  38 


Rückblick. 

Am  Schlüsse  dieses  SOsten  Theils  geziemt  es  sich  wohl  für 
mich,  den  Blick  zurückzuwerfen  und  der  Vorsehung  zu  danken, 
dass  Sie  mich  dieses  Werk  ohne  alle  Unterbrechung  in  stetiger 
Folge  bis  zu  diesem  Punkte  fortfuhren  Üqss.  Dann  aber  gebührt 
mein  Dank  allen  meinen  geehrten  Herren  Mitarbeitern  ffir  die  mir 
von  ihnen  zu  Theil  gewordene  grosse,  von  mir  dankbarliehst  an- 
erkannte Unterstützung,  ohne  welche  meine  eigene  Kraft  viel  zu 
schwach  gewesen  sein  würde.  Endlich  danke  ich  dem  ganzen 
mathematischen  Publikum  bis  in  die  entferntesten  Theile  der 
Erde  far  die  d«n  Werke  gesohenkte  ununterbrochene,  mit  dem 
Weiterschreiten  desselben  fortwährend  gesteigerte  Th^übiahme, 
durch  welche  allein  sein  Bestand  gesichert  werden,  kwjate, und 
fernerhin  gesichert  werden  kann. 

34it  ungeschwäjchter  geistiger  und  körperlicher  Kiaft  gdie 
ich  im  Vertrauen  auf  Gott  getrost  an  die  Herausgabe  des  ersten 
Theils  des  zweiten  tolbm  Hundeirt  von  Bänden,  welcher  diesem 
Jubiläumsbande  auf  dem  Fusse  folgen  wird,,  indem  ich  mesune 
Herren  Mitarbeiter  und  das  gesammte  Publikum  um  die  Portdauer 
ihrer  bisher  so  regen  Theünahme  dringend  und  inständigst  bitte. 
Eine  wesentliche  Abänderung  der  ursprünglichen  Anlage  des  Werkes 
zu  treffen  habe  ich  keine  Veranlassung  geflmden;  hoffentlich  aber 
wird  spätestens  mit  dem  52sten  Theile  dasselbe  vor  dem  Pu- 
blikum in  einer  schöneren  und.  eleganteren  Ausstattung  auftreten, 
welche  ihm  —  wie  eigentlich  beabsichtigt  war  —  schon  mit 
dem  Slstln  Theile  zu  geben,  leider  die  Kürze  der  Zeit  nicht 
gestattete. 

Greifswald  im  October  1869. 

Der  Heraugeber. 
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E  rl  G  Sjs  0  0. 

Im  Febroar  1869  starb  in  fiichland  im  Staate  New- York  der  weit- 
berfihmte  Ingenieur  Ericsson,  der  Erfinder  der  calorischen  Ma- 
schine und  des  Monitors,  angeblich  an  der  Wasserscheu  in  Folge 
eines  vor  mehreren  Monaten  erhaltenen  Hundsbisses. 

Er  wurde  1803  in  Wärmeland,  der  Eisenregion  Schwedens, 
geboren;  siein  Vater  war  ßergwerksbesitzer,  und  der  junge  Erics* 
son  zeichnete  sich  schon  im  zehnten  Jahre  so  durch  sein  mecha- 
nisches Genie  aus,  dass  Graf  Platen  ihn  in  das  Ingenieurcorps 
brachte  und  er  im  zwölften  Jahre  Inspector  am  grossen  Schiffs* 
canal  Schwedens  wurde,  wo  er  600  Mann  zu  commandiren  hatte. 
Im  siebenzehnten  Jahre  trat  er  in  die  Armee  und  erhielt  den  Auf- 
trag, den  Norden  Schwedens  zu  vermessen.  Im  Jahre  1826  be- 
suchte er  England,  um  Studien  in  der  Mechanik  zu  machen,  und 
1829  erhielt  er  den  von  der  Liverpool-  und  Manchester-Eisenbahn- 
gesellschaft ausgesetzten  Preis  für  die  beste  Locomotive ;  die  von 
ihm  construirte  machte  50  englische  Meilen  in  der  Stunde. 

Schon  früher  machte  er  Versuche,  durch  welche  er  nachzu- 
weisen gedachte,  dass  auch  erhitzte  und  eomprimirte  Luft  als 
bewegende  Kraft  gehraucht  werden  könne.  Es  gelang  ihm  end- 
lich, eine  Maschine  dieser  Art  herzustellen,  welche  einer  Dampf- 
maschine von  10  Pferdekraft  gleichkam.  Im  Jahre  1833  legte 
Ericsson  der  wissenschaftlichen  Welt  Englands  seine  Erfindung 
—  die  calorische  Maschine,  bei  welcher  das  bewegende  Medium 
erhitzte  atmosphärische  Luft  ist  —  vor.  Die  Erfindung  erregte 
grosses  Aufsehen,  doch  verzögerte  die  ungünstige  Meinung,  welche 

Thl.  L.  Hft.1.  1 


2  Liter ariicher  Bericht  CLXXXXVU. 

einzelne  hervorragende  Fachmänner  von  derselhen  hegten,  ihreo 
Erfolg  ausserordentlich. 

Der  nie  rastende  Erfindnngsgeist  Ericsson*«  warf  sich  jetzt 
anf  Schrauhen-Propellers.  Trotz  dem  Erfolg  seines  ModeUschiffis 
von  nnr  40  Fuss  Länge,  das  10  Meilen  in  d£r  Stande  machte  und 
Schooner  von  140  Fnss  Länge  die  Themse  hinaufschleppte,  fand 
die  Erfindung  keine  Anerkennung  bei  den  Ingenieuren,  und  die 
englische  Admiralität  zeigte  sich  gleichgültig  dagegen.  Er  wandte 
sich  nach  Amerika ;  Francis  B.  Ogden,  amerikanischer  Consnl 
zu  Liverpool,  und  Commodore  Robert  L.  Stockton  empfahlen 
seinen  Schrauben-Apparat  der  Regierung  der  Vereinigten  Staaten, 
1839  kam  er  nach  ?9ew-York  und  1841  baute  er  den  Kriegsdampfer 
„Princeton'S  der  von  Kennern  als  ein  vorzüglich  construirtes 
Kriegsschiff  gepriesen  wurde.  Die  Regierung  der  Vereinigten 
Staaten  aber  hat  ihm  niemals  seine  darauf  verwendeten  Kosten 
und  seine  Zeit  und  Mühe  vergütet.  Inzwischen  suchte  er  seine 
calorische  Maschine  zu  vervollkommnen  und  brachte  sie  1853  auf 
dem  grossen  Schiff*  „  Ericsson ''  von  2000  Tonnen  an.  Es  zeigte 
sich  jedoch,  dass  die  Maschine  nicht  kräftig  genug  war  für  ein 
solches  Seeschiff. 

Die  Erfindungen,  welche  Ericsson  im  Laufe  der  Zeit  an  allen 
möglichen  Arten  von  Maschinen  machte,  sind  sehr  zahlreich  und 
bedeutend.  Am  wichtigsten  und  grossartigsten  ist  aber  seine  Er- 
findung des  „Monitor 'S  mit  welchem  er  in  dem  Moment  auf  dem 
Kriegsschauplatze  erschien ,  wo  die  Rebellen  mit  ihrem  Panzer» 
ungethüm  „Merrimac''  zum  Vorschein  kamen.  Mit  dieser  Erfin- 
düng  gab  er  dem  ganzen  Kriegsschiffsbau  eine  neue  Wendung. 
Die  alten  hölzernen  Schiffe  kamen  in  Misscredit  und  alle  Seemächte 
der  Welt  construirten  Panzerschiffe  nach  dem  Muster  des  ,, Mo- 
nitor.'' Wäre  Ericsson  nicht  schon  ohnedies  berühmt,  die  Er- 
findung des  „Monitor"  allein  würde  seinen  Namen  auf  alle  Zeiten 
vererben.  In  den  letzten  Jähren  beschäftigte  er  sich  mit  Construction 
einer  Maschine,  wobei  die  Concentration  der  Sonnenhitze  die  be- 
wegende Kraft  sein  sollte. 

Einer  der  grussten  Männer  des  neunzehnten  Jahrhunderts  ist 
in  Ericsson  dahingeschieden.  Geniale  und  hochwichtige  Erfin- 
dungen erinnern  die  Völker  der  Erde  täglich  an  ihn;,  ebenso  be- 
wunderungswürdig ist  sein  Fleiss  und  seine  Ausdauer ;  er  hinter- 
lässt  der  Wissenschaft  und  dem  Erfindungsgeist  grosse  Ideen  zo 
weiterer  Forschung  und  Ausführung. 

{Baltimore  Wecker.) 
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Geschichte  der  Ufathematik  und  Physik. 

Programm  des  Herzogl.  Gymoasium  Ernestinum  zu 
Gotha.  —  Beiträge  zur  Geschichte  der  Griechischen 
Geometrie.     Von  Professor  C.  A.  Bretschneider.    Gotha. 

1869.    40. 

In  dem  zweiten  Theiie  seiner  »,  Geschichte  der  abendiändi- 
schen  Philosophie,  1858"  hat  Ruth  —  wie  der  Herr  Verfasser 
sagt  —  unwiderleglich  nachgewiesen ,  dass  die  Mathematik  nicht 
Griechischen,  sondern  Aegyptischen  Ursprungs  ist  und  io  einer 
von  den  Aegyptern  bereits  fest  ausgebildeten  Form  nach  Grie- 
chenland übertragen  ward.  Schon  seit  mehreren  Jahren  mit  den 
Vorarbeiten  zu  einer  ausführlichen  Geschichte  der  Griechischen 
Geometrie  und  Geometer  beschäftigt,  ist  der  Herr  Verfasser  der 
vorliegenden  werth vollen, Programmen-Abhandlung  durch  ein  sorg- 
sames Studium  der  einschlagenden  Quellen  zu  einer  Reihe  von 
Resultaten  gelangt,  durch  welche  die  Arbeiten  von  Hoth  —  und 
auch  von  Montucia  —  theils  bestätigt  und  naher  begründet, 
theils  auch  in^Einzelnheiten  berichtigt  und  ergänzt  werden.  Ein 
Theil  der  Resultate  dieser  verdienstlichen  Arbeiten  sind  in  der 
vorliegenden  Abhandlung  niedergelegt  und  verdienen  der  Beach- 
tung der  Mathematiker  recht  sehr  empfohlen  zu  werden.  Die 
Schrift  besteht  aus  den  folgenden  Hauptabschnitten:  1.  Ueber 
den  Charakter  der  Aegyptischen  Geometrie.  H.  Eupborbos  und 
Theodoros,  die  angeblich  ältesten  Griechischen  Geometer.  Hl.  Pytha- 
goras,  der  Begründer  der  Lehre  von  der  Isoperimetrie.  IV.  Die 
,^reductio  ad  absurdum^'  als  geometrisches  Beweismittel.  V.  Die 
von  Thaies  bewirkte  Höhenmessung  der  Pyramiden. 


Arithmetik. 

Journal  des  Collegiums  für  Lebens- Versicherungs- 
Wissenschaft  zu  Berlin.  Erster  Band.  I.  Heft.  Erster 
Band.    U.  Heft.    Berlin.    W.  VS^eber.    1868  und  1869.    8^. 

Wir  halten  dieses  neue  Journal,  welches  sich  die  Forderung 
der  auf  dem  Titel  genannten  wichtigen  socialen  Wissenschaft  zur 
besonderen  Aufgabe  gemacht  hat,  für  ein  verdienstliches  Unter- 
nehmen und  machen  unsere  Leser  auf  dasselbe  aufmerksam.  — 
Folgende  Aufsätze  sind  hier  hervorzuheben:  Ein  Satz  aus  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung.    Vortrag  von  W.  Lazarus.     S.  1. 
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Ueber  die  verallgemeinerte  vAbleitang  der  Formeln  ßr  Berech* 

nang  der  Lebens- Versicherongs-Prämien.  Vortrag  von  Dr.  A«  Zill- 
mer.  S.  21.  —  Ueber  die  Ermittelung  der  Sterbiicbkeit  ans  den 
Aufzeiebnungen  der  Lebens- Versicherungs- Anstalten.  Von  W.  Lä- 
se ras.  S.  49.  (Dieser  Aufsatz  bebandelt  seinen  sehr  wicfatlgen 
Gegenstand  in  sehr  vollständiger  und  lehrreicber  Welse  und  ver- 
dient denen,  die  sich  fSr  diese  Dinge  interessiren^  zu  besonderer 
Beachtung  empfohlen  zu  werden.) 

Wir  wfinschen  dem  Unternehmen  unanterbrochenen  Fortgang. 


Geo  me  trie« 

Lehrbnoh  zur  Einführung  in  die  organische  Geo- 
metrie. Von  Heinrich  Gretschel.  Mit  95  in  den  Text 
gedruckten  Holzschnitten.  Leipzig.  Qaandt  und  Hfin- 
del.    1868.    80. 

Dieses  Lehrbuch  der  sogenannten  ^^ neueren*'  Geometrie, 
welche  der  Herr  Verfasser  lieber  „organische*'  Geometrie*)  be- 
nannt wissen  will,  scheint  uns  seinem  Zwecke  in  vorzQglieher 
Weise  zu  entsprechen  und  verdient  allen  Denen ,  welche  sich 
diesen  Studien  widmen  wollen,  recht  sehr  empfohlen  zu  werden. 
Dasselbe  geht  mehrfach  weiter,  als  verschiedene  der  sonst  gang- 
baren und  beliebten  Schriften  fiber  diesen  Gegenstand,  indem  es 
u.  A.  nicht  bloss  ebene  Systeme,  sondern  auch  Systeme  im  Räume 
in  den  Kreis  seiner  Betrachtungen  zieht,  sich  sehr  ausffihrllch 
fiber  die  Theorie  der  Kegelschnitte  und  die  Flächen  der  zweiten 
Ordnung  verbreitet,  und  auch  die  Raumcurven   dritter  Ordnung 


*)  Wir  wollen  über  die  Zweckmässigkeit  dieser  Benennung  mit  d 
Ton  uns  hochgeachteten  Herrn  Verfasser  nicht  rechten,  wollen  jed<»ch 
bemerken,  dass  man  bisher  die  Benennung  „Organische  Geonae- 
raetrie''  in  einem  anderen  und  eingeschränkteren  Sinne  so  verstehen 
gewohnt  gewesen  ist,  indem  unter  einer  organischen  Beschreibung  eiaer 
Curve  gewöhnlich  deren  Beschreibung  durch  einen  stetigen  Zug  ver- 
standen wird  und  dem  auch  der  Inhalt  des  berühmten  Werkes  tob 
Maclaurin:  ,,6eometria  organica  sen  descriptio  linearaai 
corvarum  universalis.  Londini.  1720.*'  im  Ganzen  entspriclit 
Man  sehe  auch  das  jetzt  seltene  Werk.*  „Franclsci  ä  Schooten  de 
organica  conlearnm  seetionnm  in  piano  descriptione,  tra- 
ctatns  Geometris,  Opticis,  praesertim  vero  Guomoaicis  et 
Mechanicis  utilis.  Lngd.  Bataror.  Ex  Officina  Elzeririe- 
rnm«     1646.** 
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und  Klasse  gebfibrend  berucksicbtigt.  Ganz  besonders  hat  uns 
in  diesem  Buche,  ausser  der  Reichhaltigkeit  des  Inhalts^  die 
Darstellung  angesprochen  und  befriedigt,  bei  welcher  sich  der 
Herr  Verfasser  der  grossten  Deutlichkeit  und  der  möglichsten 
Kürze  und  Einfachheit  in  der  anerkennenswerthesten  und  ruhm- 
lichsten Weise  befleissigt  hat,  was  die  Lecture  dieses  Werkes 
zu  einer  überaus  angenehmen  macht,  ganz  im  Gegensatze  zu  ge- 
wissen anderen  neueren  —  hier  nicht  näher  zu  bezeichnenden  — 
Schriften  dieser  Art,  die  man,  vor  dem  bei  dem  ersten  Blick  in 
dieselben  darin  sich  kundgehenden  ungeheueren  Schwulst  der  Ent- 
wickelung  und  Darstellung  zurückschreckend,  sehr  bald  ganz  un- 
gelesen  bei  Seite  legt  und  nicht  leicht  wieder  zur  Hand  nimmt, 
welche  Erfahrung  gewiss  Andere  mit  uns  mehrfach  zu  machen 
Gelegenheit  gehabt  haben  werden.  Der  Herr  Verfasser  hat  daher 
auch  im  Interesse  der  Einfachheit  der  Darstellung  ganz  recht  ge- 
than«  dass  er  sich  der  Rechnung  nicht  gänzlich  enthalten  hat,  und 
dass  durchgängig  von  dem  sogenannten  Princip  der  Zeichen  Ge- 
brauch gemacht  worden  ist,  versteht  sich  von  selbst.  Der  Haupt- 
inhalt ist  folgender:  Einleitung.  —  I.  Von  den  Doppelverhält- 
nissen. "^  II.  Collineation  von  Punktreihen,  Strahlen-  und  Ebenen- 
buscheln.  —  UI.  V^on  den  Erzeugnissen  collinearer  Punktreih^n 
und  Strahlenbiischel  in  einer  Ebene.  —  IV.  Mehrere  Curven 
zweiter  Ordnung  in  derselben  Ebene.  »—  V.  Von  der  Collineation 
«bener  Systeme.  —  VI.  Von  der  Reciprocität  ebener  Systeme.  — 
VII.  Von  den  Erzeugnissen  zweier  collinearer  Punktreihen  in  ver- 
schiedenen Ebenen  und  zweier  collinearer  Ebenenbüschel,  so  wie 
von  den  Flächen  zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen.  —  VHl.  Von 
den  Raumcurven  dritter  Ordnung  und  Classe. 

Beiträge  zur  Lehre  der  universellen  Summirung 
von  Strecken,  d.  i.  ihrer  Aneinanderfügung  mittels 
Parallelverschiebung.  Von  Dr.  Wilhelm  Matzka,  k.  k. 
ord.  Professor  der  Mathematik  an  der  Prager  k.  k.  Uni- 
versität.  Mit  einer  Figurentafel.  (Aus  den  Abband- 
inngen der  k.  buhmischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften.   VI.  Serie.    2.  Band.).    Prag.    1868.    4».*) 

Ein  Jeder  kennt  die  verdienstliche  Schrift  des  Herrn  Ver- 
fassers: „Versuch  einer  richtigen  Lehre  von  der  Rea- 
lität der  vorgeblich  imaginären  Grössen  der  Algebra 
U.S.  w.    Prag.     1850.    4^."  zu  welcher  die  vorliegende  Abhand- 


*)  In  Ermangelung  einer  anderen  passenderen  Rubrik  hat  diese  Schrift 
hier  ihre  Stelle  erhaiten. 
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lang  in   gewisser   Beziehung  steht.     In  derselben  hat  aber  — - 
was  hier  besonders  hervorzuheben  ist  —  der  Herr  Verfasser  sich 
von  einem  willkührlichen  Hineintragen    des   Imaginären  ganz  frei 
gehalten,  was  im  Allgemeinen  mit  unseren  eigenen  Ansichten  über 
diesen  Gegenstand,  welche  zu  verüffentlichen  wir  bis  jetzt  leider 
immer  noch  nicht  im  Stande  gewesen  sind,  vollkommen  im  Eio- 
klänge  steht.    Am  meisten  schliessen  sich  diese  Ansichten  dem 
„Caicul  des  quantites   g^om^triques*'    von   Cauchy  an, 
die  in  der  ausgezeichneten  Schrift:  „GeometriskKalkyl  eil  er 
geometriska    quantiteters    rakn^lagar    af    G.    Oillner. 
(Aftryck  ur  Dpsala  Kongl.  Vetenskaps-Societets   Ars- 
s k r i ff.).  U p s  a I a.     C.  A.  Lef fl er.    1860.   8^."  eine  weitere  sehr 
zu  beachtende  Entwickeluug  gefunden  haben.  —  Das  jSortiren 
und    strenge    Auseinanderhalten    der    durch     gewisse 
Rücksichten  von  einander  unterschiedeneu  Messein- 
heiten, wenngleich  sonstvon  einer  und  derselben  Art, 
ist  ^  nach  dem  Herrn  Verfasser  —  das  einKig^  riclitig^e  Prin- 
cip  (Slolclien  Redmenn,  und  dürfte  noch  nicht  mit  ge- 
bührlichem  Nachdruck   hervorgehoben    worden    sein, 
welches  Letztere  zu  leisten  der  Herr  Verfasser  als  den  Hauptzweck 
seiner    vorliegenden    Abhandlung    bezeichnet.    —   Wir   gestehen, 
dass  wir  dieselbe  mit  besonderem  Interesse  nnd  mit  grossem  Vor- 
theil   für  unsere   eigene   weitere   Belehrung  und  fernere  Klärung 
unserer  Ansichten  gelesen  haben,  und   empfehlen   dieselbe  daher 
auch  den  Lesern  des  Archivs  aus   vollkommenster  Ueberzeugang 
zu  sorgfältiger  Beachtung.     Die  im  Ganzen   einfache  Darstellung, 
die  Strenge  und  Pracision   derselben,   die  grosse  nirgends  eine 
sich    hier    nur    zu     leicht    einschleichende    Dunkelheit    lassende 
Deutlichkeit  haben  uns  sehr  angesprochen,  und  machen  die  Schrift 
auch  für  alle  diejenigen,    welche  erst  in  das  Studium  dieser  Ge- 
genstände eintreten,   recht  sehr  erapfehlenswerth.     Auch  hat  der 
Herr  Verfasser    an  Anwendungen    der   reinen    Thedrie,  z.  B.  auf 
Coordinatenverwandlung  u.  dergl.,  selbst  auch  auf  Mechanik,  u.  s. 
w.,  es  keineswegs  fehlen  lassen,  wodurch  die  Deutlichkeit  natür- 
lich noch  wesentlich  erhöht  wird.     Die  grosse  Beschränktheit  des 
Raumes  erlaubt  uns  hier  nur  noch  die  Angabe  der  Hauptabschnitte: 
Einleitung.  —  Erste  Abtheilung.  Vorbegriffe.  Grundiebreo. 
—  Zweite  Abtheilung.     Universelles  Addiren  und  Subtrahireo 
von    Strecken.      Zusanimenfägung    und    Zerfallung     deselben.  — 
Dritte  Abtheilung.  Zurückleitung  zusammenhängender  in  einer 
Ebene  liegender  Strecken  auf  ein  Paar  ebenfalls  darin  enthalte- 
ner fester   Axen.  —  Vierte   Abtheilung.     Zurückleitung   voo 
Strecken  und  Streckengefügen^auf  drei  feste  Axen  im  Räume. 

Möge  der  Schrift  die  verdiente  Beachtung  zu  Theil  werden! 
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Praktische  Geometrie. 

Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie.  Von  Dr.  G. 
Chr.  K.  Hiinäus^  Professor  an  der  polytechnischen 
Schule  zu  Hannover.  Zweite  umgearbeitete  und  ver- 
mehrte Auflage.  Mit  211  Holzschnitten.  Hannover. 
C.  Rümpler.    1868.    8» 

Die  erste  Auflage  dieses  Lehrbuchs  ist  Im  Jahre  1848  (Han- 
nover. Helwig'sche  Hof-Buchhandlung)  erschienen.    Wir  stehen 
nicht  an,  die  vorliegende  neue  Auflage  für  ein  ganz  neues  Werk 
zu  erklären,  da  dieselbe  nach  unserer  Meinung  mit  der  älteren 
Auflage  nur  noch  eine  sehr  geringe  Aehnlichkeit  hat,  wenn  auch 
die  ^Anordnung  im  Grossen    und  Ganzen   beibehalten   worden  ist 
Jedenfalls  ist  den  Lesern  hier  ein  Werk  geboten,  welches  seinen 
Gegenstand  unter  sorgfaltiger  Berücksichtigung  aller  neueren  Fort- 
schritte mit    grosser   Vollständigkeit, '  Gründlichkeit,    ungemeiner 
Deutlichkeit  und  Anschaulichkeit,    und   mit  grossem  praktischen 
Takt,  ohne  Voraussetzung  einer  zu  grossen  Masse  theoretischer 
mathematischer  Kenntnisse,  bebandelt,  und  daher  praktischen  Geo- 
metern  mit  aller  Zuversicht  sehr  empfohlen   zu  werden   verdient, 
ein  Werk,  welches  in  seiner  neueren  Gestalt  gewiss  auch  wesent- 
lich beitragen  wird,  bessere  Methoden  für  die  Feld  messerarbeiten 
einzuführen,    und    einer  rationellen  Behandlung    der    praktischen 
Geometrie  immer  mehr  Eingang  und   Geltung  zu  verschaffen,  so 
dass  wir  das  Erscheinen  dieses  trefflichen  Werkes  nur  mit  be- 
sonderer Freude  haben  begrüssen  können,  und   dem  Herrn   Ver- 
fasser   zu    dessen    Vollendung   wahrhaft    Glück    wünschen.     Die 
grüsste  Sorgfalt  ist   in   der    anerkennungswerthesten  Weise    der 
Beschreibung,   der  Gebrauchsanweisung,    der  Correction  u.  s.  w. 
der  Instrumente  gewidmet,   wobei,    was  besonders  zu   loben  ist, 
alle  Instrumente  sorgfaltig  in  ihre  einzelnen  Theile  zerlegt,  und 
diese  letzteren   einzeln  beschrieben  und  in  ihrer  Bedeutung  sorg- 
faltig cbarakterisirt  worden  sind.     Die  in  sehr  grosser  Anzahl  bei- 
gefügten  Holzschnitte,    in  vollständig  ausgeführten  Zeichnungen, 
befriedigen  —  so  wie  auch  die  ganze  übrige  äussere  Ausstattung 
->-   die  höchsten  Anforderungen,   und    können  selbst  den  besten 
Werken  dieser  Art  des  »Auslandes  als  Muster  dienen.     Auch  den 
Ausgleichungsrechnungen  ist  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet, 
io  dieser  Beziehung  jedoch  ein  weises  Maass  gebalten  worden, 
was  besondere  Anerkennung  verdient,  da  gerade  hierin  nach  un» 
serer  Meinung  oft   viel  zu  weit  gegangen  wird,  indem  der  theil- 
weise    erforderliche    ungeheuere    Aufwand  von    Rechnung   wohl 
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schiverlich  immer  mit  dem,  was  man  dadurch  erreicht,  im  gehö- 
rigen Einklänge  und  Verhältniss  steht»  welche  Ansicht  weiter  zo 
begründen  hier  natOrlich  nicht  der  Ort  sein  kann»  wenn  wir  aach 
nicht  unterlassen  wollen,  uns  auf  hier  jetzt  nicht  weiter  zu  be. 
zeichnende  Länder  nicht  deutscher  Zunge  zu  berufen,  wo  man 
von  diesen  Rechnungen  meistens  nur  einen  sehr  massigen  Ge- 
brauch macht,  ohne  dieselben  ganz  bei  Seite  zu  setzen.  Der  Raom 
erlaubt  uns  hier  nur  noch  die  folgende  Angabe  der  Hauptab- 
schnitte: Einleitung.  (Die  Maasse  der  Geodäsie.).  —  Erstes 
Buch.  Die  niedere  Geodäsie.  I.  Die  Uulfsmittel  zu  den 
Aufnahmen  oder  die  Messinstrumente  und  Uulfsapparate.  II.  Die 
geometrischen  Aufnahmen  mittelst  der  in  der  ersten  Abtheilung 
beschriebenen  Mess- Apparate.  111.  Die  graphische  Darstellung 
der  geometrischen  Aufnahmen.  Das  Kartieren.  —  Zweites 
ßnch.  Grundzüge  der  höheren  Geodäsie,  oder  die  Auf- 
nahme und  Kartierung  solcher  grosseren  Erdstrecken,  wobei  die 
Erdoberfläche  nicht  mehr  als  eben  angesehen  werden  darf. 

Wir  wünschen  dem  in  seiner  Art  ausgezeichneten  Buche  die 
weiteste  Verbreitung. 


Lehrbuch  der«  praktischen  Geometrie»  mit  beson- 
derer Berücksichtigung  der  Theodolithmessuogen,  so 
wie  der  Instructionen  für  das  schweizerische  Geome- 
terkonkordat  und  die  Grossherzogthümer  Hessen  und 
Baden.  Von  J.  J.  Rebstein,  Professor  der  Mathematik 
und  des  technischen  Zeichnens  an  der  thurgauischen 
Kantonsschule.  Mit  194  Holzschnitten  und  4  lithogra- 
phirten  Tafeln.    Frauenfeld.    J.  Huber.    1868.    8^. 

In  würdigster,  ja  eleganter  äusserer  Ausstattung  liegt  uns 
hier  ein  Buch  vor,  welches  die  praktische  Geometrie  etwa  in  der 
Ausdehnung  behandelt,  in  welcher  deren  Kenntniss  Behufs  der 
Katastervermessungen  erforderlich  ist,  und  daher  die  geodätischen 
Methoden  einer-  höheren  Gattung  nicht  in  seinen  Kreis  gezogen 
bat.  Jedenfi^lls  verdient  dasselbe  aber  in  der  angedeuteten  Be- 
ziehung alle  Empfehlung,  namentlich  rücksichtlich  seiner  prakti- 
schen Haltung,  basirt  natürlich  auf  eine  gründliche,  über  die  ma- 
thematischen Elementar -Kenntnisse  jedoth  nicht  hinausgebende 
Theorie.  Besondere  Anerkennung  verdient  es  nach  unserer  Mei- 
nung, dass  der  Herr  Verfasser  ausser  den  trigonometrischen  Mes* 
sungsmethoden  auch  der  polygonometrischen  oder  Coordinaten- 
methode  vorzugsweise  Geltung  zu  verschaffen  gesucht  hat,  eioer 
Methode,  die  von  den  gewöhnlichen  praktischen  Geometem  bd 
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Weitem  noch  nicht  genug  in  Anwendung  gebracht  wird.  Auch 
die  in  dem  Werke  genommene  Beziehung  auf  Jjänder,  wo  die 
Katastrirung  schon  iSngst  einen  Hauptbestandtheil  der  Staatsver- 
waltung ausgemacht  hat,  ist  von  besonderem  Interesse»  und  die 
ausführlich  mitgetheilten  betreffenden  Formulare  sind  als  Muster 
för  ähnliche  Arbeiten  in  anderen  Ländern  mit  allem  Danke  aufzu- 
nehmen. Indem  wir  das  Werkchen  allen  praktischen  Geometern 
zu  sorgfältiger  Beachtung  empfehlen,  wollen  wir  nun  nur  noch 
die  üeberschriften  der  Hauptabschnitte  angeben:  Erster  Thell. 
Die  Lehre  von  den  Instrumenten  (auch  das  Polarplanimeter 
von  Amsler  und  das  Planimeter  von  Wetli).  —  Zweiter 
Tlieil.  Die  Lehre  von  den  Messungen.  I.  Horizontal- 
messungen. (A.  Trigonometrische  Methode.  B.  Polygonome- 
trische  Methode.  C.  Die  Linearkonstruktionsmethode.  Berechnung 
und  Theilung  der  Flächen).  —  II.  Huhenmessungen.  (A.  Das 
trigonometrische  Uöhenmessen.  B.  Das  Nivelliren.  G.  Dar- 
stellung der  Bodenconfiguration.).  —  In  einem  Nachtrage  zu 
§.  66.  giebt  der  Herr  Verfasser  ein  Graphisches  Ausgleichungs- 
verfahren bei  der  Dreiecksberechnung ,  welches  von  den  Trigo- 
nometern  des  Grossherzogthums  Baden  angewandt  wird  und  sich 
trefflich  bewährt  haben  soll»  und  auf  das  wir  daher  hier  die  Geo- 
meter  besonders  aufmerksam  zu  machen  nicht  unterlassen  wollen. 
—  Den  Schluss  des  Buches  bildet  der  fänfzehnte  Abschnitt: 
»»Geber  die  Vermessung  von  Liegenschaften»  Erstellung  und  Fort» 
fäbrung  des  Katasters  und  der  Pläne''»  welcher  naturlieh  durchaus 
praktischer»  fast  technischer  Matur  ist»  aber  auch  der  mitgetheilten 
Formulare  wegen  u.  s.  w.  recht  sehr  zur  Beachtung  empfohlen  zu 
werden  verdient. 


Physik. 

Die  Physik  för  Unter -Realschulen.  Von  Prof.  Dr. 
F.  J.  Pisko  in  Wien.  Siebente  sehr  verbesserte  und 
vermehrte  Auflage.  Mit  492  Figuren.  Brfinn.  C.  Wini- 
ker.    1869.    8«. 

Die  Physik  für  Ober  •  Gymnasien.  Von  Prof.  Dr. 
F.  J.  Pisko  in  Wien.  Zweite  umgearbeitete  Auflage. 
Mlt416ira  Texteaufgenommenen  Holzschnitten.  Brunn. 
C.  Winiker.    1869.    8«. 

Die  fiinfte  Aaflage  des  ersten»  die  erste  Auflage  des  zweiten 
dieser  beiden  sehr  empfehlenswerthen  Lehrbucher  sind  im  Literar. 
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Ber.  Nr.  CLX.  8.  6.  angezeigt  und  näher  charakterisirt  worden; 
was  dort  gesagt  worden  ist,  gilt  in  erhohetem  Maas8e  yon  dieseo 
neaen  Auflagen,  und  nameotlich  macht  das  für  Ober  •  Gymnasien 
bestimmte  Lehrbuch  •—  wie  schon  früher  bemerkt  worden  ist  — 
u.  A.  auch  einen  sehr  günstigen  Eindruck  durch  die  sehr  verstän- 
dige, nicht  zu  weit  gehende,  aber  für  den  Zweck  des  Buches  doch 
völlig  hinreichende  Anwendung  der  Mathematik,   überall  da,   wo 
dieselbe  wissenschaftlich  geboten  war  oder  als  Furderongsmittel 
der  geistigen  Bildung  der  Schüler  dienen  konnte,  wobei  übrigens 
das  Experiment  keineswegs  vernachlässigt,  sondern  überall ,   wo 
es  diese  Stellung  beanspruchen  konnte,  in  den  Vordergrund  ge- 
stellt worden  ist,  mit  ausführlicher  Beschreibung,  Erläuterung  und 
Abbildung  der  erforderlichen  Instrumente  und  Apparate.    Nament- 
lich  das  grössere  Werk  ist   in  mehreren   Partieen  völlig  umge* 
staltet  worden,  und  hat  alle  wichtigen  Fortschjritte  der  Physik  mit 
anerkennungswertber  Vollständigkeit  in    sich  aufgenomn^u,   und 
der  Herr  Verfasser  ist  offenbar  mit  dem  rühmlichsten    Eifer  und 
Fielsse  bemüht  gewesen,  alle  Lehren  — •  bei  möglichster  Präcision 
und  Kürze    —   durch   eine,  vollständige  Deutlichkeit  erstrebende 
Darstellung  den  Schülern  so  nahe  wie  möglich  zu  fähren,  weshalb 
das  Buch    neben    seinem  Hauptzwecke    als  Lehrbuch  auch  zum 
Selbststudium  wohl  empfohlen  werden  darf.  Auch  dadurch  zeichnen 
sich  diese   neuen  Auflagen  vor  den  älteren  aus,  dass  in  conse* 
quenter  Weise  überall   historische  Notizen  aufgenommen,  wenig- 
stens die  Namen  der  Entdecker,    Erfinder  u.  s.  w.  durchgängig 
genannt  worden  sind.    Indem  wir  uns  schliesslich  zu  noch  näherer 
Charakterisirung  auf  unsere  oben  genannte  Anzeige  der  früheren 
Auflagen  beziehen,  wünschen  wir,  dass  diese  beiden  Lehrbacher 
—  namentlich  das  grössere  —  die  so   sehr  verdiente  Beachtung 
immer   mehr  finden  mögen.     Auf  Lehranstalten,    wo    namentlich 
dieses  letztere  Buch   in  seinem  ganzen  Umfange  dem  physikali- 
scheu  Unterrichte   zu  Grunde  gelegt  werden  kann,  muss  dieser 
Unterricht  sehr  gut    bestellt    sein,  und  die  Schüler  werden   aus 
demselben  —   abgesehen   von  ihrer    dadurch   gewiss  wesentlich 
geförderten  allgemeinen  geistigen  Bildung,  deren   Erstrehung  auf 
Schulen  natürlich  die  Hauptsache    ist  —   einen    reichen    Schatz 
ihnen    sehr  nützlicher  physikalischer  Kenntnisse  in  s  Leben  mit 
hinüber  nehmen. 

Lehrbach  der  Physik  und  Mechanik  für  gewerb- 
liche Fortbildungsschulen.  Im  Auftrage  der  König- 
lichen Kommission  für  gewerbliche  Fortbildangs- 
schulen  in  Würtemberg  ausgearbeitet  von  Dr.  Ludwig 
Blum,  Professor  an  der  Kgl.   Realanstalt  in  Stuttgart 
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Zweite  vermehrte  Auflage.  Leipzig  und  Heidelberg. 
C.  F.  Winter'öche  Verlagshandlong.  1868.  8o.  Stutt- 
gart.    A.  O  etinger. 

Die  er^te  Auflage  dieses  seinem  Zwecke  nach  unserer  f Jeber- 
zengung  in  ausgezeichneter  Weise  entsprechenden,  und  von  dem 
sehr  guten  Zustande  der  Lehranstalten ,  för  welche  es  bestimmt 
ist,  jedenfalls  ein  sehr  vortheilhaftes  Zeugniss  ablegenden  Lehr- 
buchs ist  im  Literar.  ßer.  Nr.  CXXX.  S.  5.  von  Herrn  Dr.  Bu  klen 
angezeigt  worden.  Die  dort  gerühmten  Eigenschaften  kommen 
Datürlich  auch  dieser  zweiten  Auflage  in  gleichem  Maasse  zu,  und 
den  neueren  Fortschritten  der  Physik  und  Mechanik  ist  in  derselben 
überall  zwecke'ntsprecbende  Rechnung  getragen^  so  dass  wir  diese 
neue  Auflage  jedenfalls  für  den  Gehrauch  als  Lehrbuch  allen  gewerb- 
lichen FortbildungsschulenYecht  sehr  empfehlen  können.  Wenn  auch 
eigentliche  mathematische  Entwickelungen  und  theoretische  Be- 
weise natürlich  keine,  oder  nur  in  sehr  geringem  Maasse,  An- 
wendung gefunden  haben,  so  hat  sich  der  Herr  Verfasser  doch 
mit  Recht  nicht  gescheuet,  die  gewöhnlichen  mathematischen  Be- 
griffe als  bekannt  vorauszusetzen,  und  sich  mathematischer  Be- 
zeichnungen da  zu  bedienen,  wo  es  die  Kürze  und  Präcision  des 
Ausdrucks  erforderte;  diese  Kenntnisse  werden  sich  bei  dem  ge- 
genwärtigen guten  Zustande  des  mathematischeTi  Elementarunter- 
richts gewiss  immer  als  bekannt  voraussetzen  lassen.  —  Wenn 
alle  unsere  Ge werbtreibenden  die  in  diesem  ausgezeichneten 
Buche  niedergelegten  Lehren  der  Physik  und  Mechanik  ihr  volles 
Eigenthum  nennen  dürfen:  dann  wird  für  ihre  Bedürfnisse  in 
dieser  Beziehung  jedenfalls  vortrefflich  gesorgt  sein. 


Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  Dr.  C.  Jelinek  und  Dr. 
J.  Hann.    (S.  Literar.  B er.  Nr.  CLXXXXIV.  S.  20.). 

Von  dieser  ungemein  interessanten  und  der  jungen  meteoro- 
logischen Wissenschaft  jedenfalls  einen  sehr  grossen  Nutzen  brin- 
genden Zeitschrift,  durch  deren  Herausgabe  die  Herren  Jelinek 
und  Hann,  —  so  wie  auch  die  österreichische  Gesellschaft  für 
Meteorologie  überhaupt  —  sich  ein  nicht  genug  anzuerkennendes 
Verdienst  erwerben,  liegt  uns  wieder  eine  grössere  Anzahl  von 
Kammern  vor,  deren  wesentlichsten  Inhalt  wir  im  Folgenden  an- 
zeigen wollen,  indem  wir  zugleich  unsere  Freude  über  den  regel- 
mässigen ,  raschen  und  ungehinderten  Fortgang  dieses  trefflichen 
Unternehmens  aussprechen.  Natürlich  können  wir  uns  hier  auf 
die  Anzeige  der  in  allen  Nummern  in  grosser  Anzahl  enthaltenen 
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kleineren  Mittheilangen  und  der  Literatur-Berichte  nicht  einlassen, 
sondern  mGssen  uns  auf  die  Angabe  der  grosseren  Abhandlungen 
beschränken,  ohne  dass  man  darin  eine  Verkennung  des  grossen 
Werthes  jener  kleineren  Mittheilungen  finden  darf. 

Zunächst  liegen  uns  vor  Band  III.  Nr.  21.  bis  Nr.  24. 
(Schluss  Yon  Band  III.)»  aus  welchen  Nummern  wir  die  folgenden 
grösseren  Aufsätze  hervorheben :  Ueber  die  Witterungsverhältnisse 
und  Niederschläge  vom  11.  September  bis  10.  October  1868.  Von 
J.  Hann.  —  Die  Perioden  der  Dürre  in  Wien.    Von  C.  Fritscb. 

—  Ueber  die  Verwerthung  des  meteorologischen  Materials  2ur 
Untersuchung  der  Störme.  Von  G.  Jelinek  (sehr  lehrreich).  — 
Ein  Beitrag  zur  täglichen  Periode  der  Gewitter.    Von  C.  Fritsch. 

—  Der  Scirocco  der  Südalpen.  Von  J.  Hann.  —  Viele  werth- 
volle  Mittheilungen  über  die  Sternschnuppen  der  November -Pe- 
riode. —  Carlo  Matteucci.  Eine  biographische  Skizze  von 
A.  de  la  Rive.  —  Weitere  Mittheilungen  über  Sternschnuppen 
der  November -Periode. 

Band  IV.  Nr.  1  bis  Nr.  8.  Ueber  den  Wald  und  den  Ein- 
fluss  desselben  auf  das  Klima.  Von  E.  Becquerel.  (Von 
grossem  allgemeinen  Interesse.  Die  Abhandlung  läuft  durch  vier 
Nummern.).  —  E^n  neuer  Verdunstungsmesser.    Von  v.  Lamont 

—  Ueber  die  richtige  Lage  und  die  Theorie  des  Calmengfirtels 
auf  den  Continenten.  Von  A.  Mühry.  — •  Kälte  in  den  Neueng- 
landstaaten und  denkwQrdiger  Wettersturz  (Passatwechsel)  in 
Nordamerika  im  Januar  1866.  Von  J.  H  a  n  n.  —  Ueber  den  Sturm 
vom  6.  und  7.  December  1868.  Von  H.  W.  Dove.  —  Ueber  at- 
mosphärische Elektricität.  Von  Dell  mann.  —  Aus  den  Lite- 
ratur-Berichtenheben wir  noch  hervor:  ^^Documentie  studisul 
clima  d'Italia  raccolti  e  pubblicati  dauna  commissione 
governativa  sotto  la  direzione  di  Carlo  Matteucci.  — 
Sul  Clima  di  Vigevano  d.  6.  V.  Schiaparelli.  Milaivo 
1868.*'  und  freuen  uns,  dass  in  dieser  Arbeit  des  berühmten 
Directors  der  Mailänder  Sternwarte  über  das  Klima  von  Vigevano 
die  erste  von  einer  Reihe  von  Arbeiten  über  das  Klima  Italiens 
vorliegt,  welche  dem  kräftigen  Impulse  der  italienischen  Regie- 
rung ihre  Entstehung  zu  danken  haben.  Möge  durch  den  be- 
dauernswerthen  Tod  Matte'ucci's  dieses  wichtige  Unternehmen 
keine  Unterbrechung  erleiden!  —  Ferner  heben  wir  hervor:  Me- 
teorologische Schriften  von  Carlo  Matteucci.  Voo 
Dr.  Carlo  Marangoni. 

Am  1.  October  1868  zählte  die  Hsterreichische  Gesellschaft 
für  Meteorologie  314  Mitglieder,  woraus  das  grosse  Interesse   er- 
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bellet,  welches  mao  dort  an  meteorologischen  Arbeiten  nimmt; 
d^s  Weiteren  wegen  verweisen  wir  auf  den  interessanten  Jahres- 
bericht för  1868  in  Band  IIL  Nr.  23.   S.  588. 


Vermischte  Schriften. 

Sitznngsberichte  der  kunigl.  böhmischen  Gesell- 
scbaft  der  Wissenschaften  in  Prag.  Jahrgang  1868. 
Januar— Jnni.  Prag.  1868.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXXIV. 

S.  23.). 

Dr.  Celakovsky:  Ueber  die  allgemeine  Entwickelungsge- 
scbichte  des  Pflanzenreichs  (gebort  nicht  unbedingt  hierher»  Ist 
aber  ?on  allgemeinem  Interesse).  S.  51.  —  Prof.  Studnicka: 
Oeber  die  Anwendung  der  Hesse'schen  Determinanten  in  der 
Theorie  der  Maxima  und  Minima  von  Functionen  mehrerer  unab- 
hängigen Variablen.  IS.  67.  —  Dr.  Wilhelm  G/mtl:  Ueber 
die  Anwendung  des  Principes  der  Aräonietrie  bei  der  quantitativen 
chemischen  Analyse.  S.  94.  —  Prof.  Gustav  Schmidt:  Ueber 
astronomische  Uhren»  welche  die  Stellung  der  Sonne  und  des 
Mondes  im  Thierkreise  ersichtlich  machen  sollen»  wie  eine  solche 
z.B.  an  dem  alten  jetzt  restaurirten  Wahrzeichen  am  Altstädter 
Rathhans  in  Prag  angebracht  ist.    S.  103. 

Tidskrift  for  Matematik  och  Fysik,  tillegnad  den 
svenska  Elementar-Undervisningen»  utgifven  af  D:  R. 
Cl9ran  I>ilhier,  Adjunkt  i  Matematik  vid  Upsala  Akadenii 
(Hufvudredaktor);  D:  B.  Frans  Wilhelm  Hultman,  Lektor 
vid,  Stockholms  Elementar- Läroverk;  D:  B.  T.  Robert 
Thal^n,  Adjunkt  i  Fysik  vid  Upsala  Akademi.  Upsala» 
W.  Schultz'  Boktryckeri.  1868.  8o.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXXXXIV.    S.  20.). 

Von  dieser  sehr  verdienstlichen  Zeitschrift  liegen  uns  als 
Fortsetzungen  vor:  Haftet  6.  November  1868.  —  Haftet  L  Januar! 
1869.    Haftet  2.  Mars  1869. 

Die  Einrichtung  ist  im  Allgemeinen  ganz  dieselbe  geblieben 
wie  in  den  frfiheren  Heften»  und  namentlich  enthalten  die  vorlie- 
genden neuen  Hefte  wieder  eine  grosse  Anzahl  von  interessanten 
Aufgaben  und  einzelnen  Sätzen»  die  wir  allen  Lehrern  der  Mathema- 
tik zur  sorgfältigsten  Beachtung  empfehlen  müssen»  so  wie  denn  die- 
selben überhaupt  in  dieser  vorzugsweise  dem  mathematischen  und  phy- 
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im  Archiv  turficksukomnieD  hoffen,  besieht  ans  folgenden  Abthei- 
iungen:  1.  Zum  goldenen  Schnitt.  2.  Zum  Lehrsati  des  Hippo- 
krates.    3.  Zum  Lehrsatz  des  Ptolemäus. 


Taschenbuch  für  Mathematik,  Physik,  Geodäsie 
und  Astronomie.  Von  Or.  Rudolf  Wolf,  Professor  in 
Zürich.  Vierte,  umgearbeitete  und  erweiterte,  mittler* 
undzwanzig  Tabellen  und  vielen  Holzscbnlttep  ausge- 
stattete Auflage.    Zfirich.    F.  Schulthess.    1869.    8^. 

Dieses  weit  verbreitete,  sehr  zweckmässig  eingerichtete  Ta- 
schenbuch Ist  so  bekannt,  dass  es  genügen  wird,  das  Erscheinen 
dieser  vierten  Auflage  anzuzeigen  und  dieselbe  den  Lesern  des 
Archivs  zur  Beachtung  zu  empfehlen.  Die  24  Zahlentafeln  bieten 
in  aller  KOrze  ein  sehr  dankenswerthes  Uölfsmittel  bei  vielen  Rech- 
nungen, so  wie  auch  ffir  Physik  und  Mechanik,  Geodäsie,  Astro- 
nomie und  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik  dar. 

Mittheilungen  der  naturforscbenden  Gesellschaft 
in  Bern  aus  dem  Jahre  1865.  Nr.  580-602.  Mit  1  Tafel. 
Bern.    Huber  &  Comp.    1866.    8^. 

Wir  holen  die  wegen  Mangel  an  Raum  leider  verspätete  An- 
zeige dieser  schon  vor  längerer  Zeit  erschienenen  Nummern  jetzt 
nach,  weil  sich  in  derselben  mehrere  in  den  Kreis  des  Archivs 
gehSrende  werthvolle  Aufsätze  befinden,  nämlich  die  folgenden: 
Friedrich  Gelser:  Ueber  eine  geometrische  Verwandt- 
schaft des  zweiten  Grades.  S.  97.  —  B.  Lauterbarg:  Be- 
richt zu  den  Pegelbeobachtungen  der  Aare  in  Bern  und 
Thun,  vom  L  Mai  1864  bis  1.  Mai  1865  (mit  einer  Tafel). 
S.79.  —  A.  KU:  Besteigung  des  Piks  von  Ternate  und 
Tidore  im  Sommer  1865.  S.  13L  —  Perty:  1)  Ueber  See- 
chl's  in  Rom  Abbildung  des  grossen  Sonnenfleckens 
vom  Februar  1865.  S.  74.  —  2)  Ueber  das  neue  Marine- 
Doppelfernrohr  von  Herrn  Sigmund  Merz  In  Manchen. 
S.  139.  —  H.  Wild:  1)  Bericht  der  meteorologischen 
Centralstation  in  Bern  vom  Jahre  1864.  S.  37.  —  2)  Nach- 
richten von  der  Sternwarte  in  Bern  aus  den  Jahren 
1863  —  64.  1.  Astronomische  Beobachtungen.  S.  64.  II. 
Magnetische  Beobachtungen.    S.  65. 
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Literarischer  Bericht 


CLXXXXVIII. 


Jean-Baptiste  Brassenr. 

Eine  sehr  ausführliche^  von  Herrn  Li agre  verfasste  Lebens- 
skizze des  vorgenannten  trefflichen  Belgischen  Mathematikers 
und  sehr  ausgezeichneten  Lehrers  der  Universität  zu  Lütt  ich 
enthält  das  »^Annualre  de  i'Academie  Royale  des  sclen- 
ces^  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  )869.'' 
Die  Mittheilung  dieser  ausgezeichneten  Lebensskizze  verstattet 
jedoch  der  Raum  dieser  Nummer  des  Literarischen  Berichtes  nicht, 
und  dieselbe  muss  daher  einer  späteren  Gelegenheit  vorbehalten 
bleiben.  Da  sich  aber  die  Zeit  dieser  Mittheilung  jetzt  noch 
gar  nicht  bestimmen  iässt^  und  es  mir  Herzenssache  ist,  dem 
trefflichen  Manne  auch  In  diesen  Blättern  ein  kleines  Denkmal  zu 
setzen:  so  beschränke  ich  mich  für  jetzt  —  indem  ich,  weitere 
Mittbeiiongen  mir  vorbehaltend,  bemerke,  dass  Brasseur  am 
24sten  Juni  1802  zu  Esch-sur-FAIzette  geboren  war,  —  mit  der 
Mittheilung  des  folgenden 

Discours  prononcö  par  M.  Spring,  au  nora  de  l'Acad^- 

™le*),  lors  des  fun^railles  de  M.  J.-B.  Brasseur,  mem- 

hre  de  TAcadömie,  d^c^d^  ä  Liöge,  le  13  Mai  1868. 

MESSIEURS. 

»Permettez  qu'aa  nom  de  la  classe  des  .scieoces  de  l'Acad^- 
ittie  royale  de  Belgique,  je  vous  retienne  encore  quelques  instants 
^ans  cette  enceinte. 


*  \ 


^)  de  Brazelles. 
VfcL  L.  Hfl.  5L 
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J'aurais  voulu  que  les  derüiers  adleox  de  la  CoropagDie  fu8* 
sent  proBODc^s  par  une  voix  plus  comp^tente  que  la  mleDoe; 
j'aurais  dösirö  surtout  d'^tre  exempt^  de  ramertnme  de  de?oir 
mesurer  mes  paroles  dans  un  moraeot  oü  mon  coeur  est  oppresse. 
Car  s'il  n'est  personne  d'eotre  vous,  Messieurs ,  qui  o'ait  ch^i 
cette  äme  loyale  et  sine^re,  respectö  cette  vie  simple  et  dövouee, 
admire  cet  esprit  lucide  et  p^n^trant,  je  suis  du  iiombre  de  cenx 
que»  d'aocieone  date,  Brasseur"  avait  honorö  de  soo  amitie  et 
qui  sentent  que  dans  ee  eercueil  repose  une  partie  d'eux-memes 
—•et  meam  partem  abüuliU 

Jean -Baptist  e  Brasseur  fut  attach^  k  rAcademie,  avec 
le  titre  de  correspondant»  le  17  dj^eemb^e  1847»  et  ^lu  membre 
de  la  section  des  sciences  mathematiques  et  pbysiques,  le  14  de- 
cembre  1^55.  H  y  representait  digoement  les  branches  sur  les- 
quelles  port^it  son  enseignement  ä  rUniversitö  de  Liege.  D'one 
assiduitö  exemplaire  aux  seances,  il  eoricbit  nos  Möiuoires  de 
travaux  qui  se  sont  acquis  une  place  considerable  dans  Testime 
des  savants  et  contribueront  eneore,  apres  sa  mort»  ä  rillustration 
du  nom*  sci^ntifique  beige. 

Le  hasard,  auquel  je  rends  hommage,  a  fait  que  les  deox 
membres  du  corps  enseigoant  appel^s  par  les  devoirs  de  lear 
Charge  ä  prendre  la  parole  au  nom  de  rUniversit^^  Thonorable 
recteur  et  le  savant  doyen  de  la  Faculte  des  scieoces,  appartien* 
n^nt  k  la  sp^ciaiitö  scientifique  du  confrere  dont  nous  döploroos 
la  perte.  Je  pourrais  donc  nie  dispenser  de  rien  ajouter  aux  ölo* 
ges  qu'ils  lui  decernent  en  pleine  connaissance  de  cause.  Je 
dirai  n^anmoins*  que  Brasseur  poss^dait  au  plus  haut  degrö  les 
qualites  qui  constituent  le  göometre:  la  ni^thode,  la  rigueur,  la 
clart^  et  une  profondeur  peu  communes.  Ces  qualites  se  rencon- 
trent  surtout  dans  ses  admirables  Precis  de  gdometrie  descripüu 
et  de  mScanigue  appliquee. 

ü  ne  se  contentait  jamais  de  connaissances  superficielles,  oi 
de  v^rit^s  convenues.  Lisant  peu,  il  s'attacbait  ä  quelques  au- 
teurs  principaux  dont  il  ^'assimilait  les  idees  et  qu'l  parvenalt, 
pour  ainsi  dire»  ä  savoir  par  coeur.  Ayant  en  outre  älargi  coo- 
gidärablement  le  domaine  de  la  /Science  et  erde  de  nouvelles  mä- 
thodes  de  recberches«  il  porta  la  clartd  et  la  precision  dans  les 
parties  les  plus  abstraites  et  les  plus  difliciles.  Sa  modestie, 
admirablement  naturelle  et  vraie,  lui  faisait  dire  que  cbaque  fois 
qu'il  n'arait  pas  dtö  bien  compris,  seit  dans  ses  Berits«  soit  dans 
son  enseignement  9  cela  avait  6i6  de  sa  faute,  c'est-ä-dire  que  qoe^ 
que  chose  aji^ait  manqud  k  Texposition  de  Tidöe:  il  la  retoumail 
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alors  sur  toates  ses  faces  jusqu'ä  ce  qu'il  lui   eül   rendu  cette 
transparence  qui  la  faisait  saisir  de  tous. 

(Test  ainsi  que»  d^s  1829,  il  ^tait  parvenu,  seul  parmi  toüs 
les  analystes»  assure-t-on,  ä  dägager  de  toute  obscurite  les  prin- 
cipes  du  calcul  differentiel  et  integral.  Les  decouvertes  qu'il  a 
faites  en  gdometrie  superieure  et  la  preparatioii  de  ses  cours  Tont 
erapeche  de  publier  cette  vue  ä  laquelle  il  voulait  d'abord  donner 
de  graDds  developpemeots.  II  avait  fini  par  communiquer  son 
travail  ä  celui  de  ses  Kleves  qu'il  distinguait  entre  tous  comme 
donnaot  les  plus  belles  promesses  d'avenir.  11  m'avait  entretenu 
plusieurs  fois  du  projet  quU  nourrissait  de  confier  ä  ce  jeune 
roathematicien  la  publication  de  cet  important  ouvrage.  II  est  ä 
esperer  que  ce  däsir  se  r^alisera  bientot. 

Le  peu  d'empressement  que  ßrasseur  mettait  ä  publier 
lai-m^me  ses  travaux  Ta  frustre  peut-etre  de  Fhooneur  de  la  prio- 
ritö  qu'il  aurait  pu  revendiquer  dans  la  döcouverte  de  maint  thdo- 
reme  de  göometrie  superieure;  e'est  ainsi  qu'il  avait  d^moutre, 
sept  ans  avant  la  publication  du  premier  ouvrage  de 
Steiner^  un  graud  nombre  des  propri^tös  nouvelles  qui  ysont expo. 
säes.  11  est  Fauteurd'uoe  nouvelie  mäthode  dedemonstration,  publlee 
d'abord  dans  plusieurs  notices  et  menioires  particuiiers  et  r^sumöe 
ensuite  dans  son  Memoire  sur  une  nouvelie  methode  d'applico" 
tton  de  la  geometrie  deseriptive  ä  la  recherche  des  proprietes 
de  Fetendue  (Ml^M.  DE  L'ACADl^MIE  ROYALE  DE  BELGl- 
QUE,  tome  XXIX).  En  1840,  il  avait  montrö  ie  premier  que  les 
projections  cotees  peuveot  servir  de  moyen  de  demoustration,  et 
l'avait  applique,  avec  beaucoup  d'älegance,  aux  surfaces  gauches. 
Selon  l'appröciation  d'hommes  comp^tents,  les  travaux  geomötrl- 
qaei»  de  Brasseur  lui  assurent  un  rang,  comme  inventeur,  ä  cote 
dea  Poncelet,  des  Steiner  et  des  Chasles. 

Messieurs,  t'bonorable  chef  de  l'Universite  vous  a  parl^  de 
rhomme  en  m^me  temps  que  du  savant  et  du  professeur.  Ceux 
qui  ont  vdcu  dans  son  intimit^  attesteront  qu'il  n'y  a  lä  rien  d'im- 
m^rit^.  Homme  essentiellement  bon,  loyal,  modere,  sensö  et  da- 
VOU&,  il  se  montrait  tel  ä  TAcadeniie,  oü  il  comptait  autant  d'amis 
«incdres  que  de  confr^res.  C'est  que  partout  oü  un  honn^te 
homme  met  son  esprit,  il  y  met  son  coeur/' 
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Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik 

und  Physik. 

Almanach  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien.    Achtzehnter  Jahrgang.    1868. 

So  ivie  alle  seine  Vorgänger  (m.  vergl.  den  Literar.  Bericht 
Nri  CLXXXXU.  S.  14.)  liefert  auch  dieser  Jahrgang  des  Alma- 
nachs  —  in  wesentlich  nicht  veränderter  allgemeiner  Einrichtung 
—  ein  höchst  erfreuliches  Bild  von  der  weit  verbreiteten  fracht- 
reichen Tbätigkeit  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften, 
und  bleibt  immer  ein  sehr  wichtiger  Beitrag  zur  mathematischen 
und  physikalischen  Literatur.  Derselbe  enthält  kurze  necrologische 
Notizen  über  M.  Faraday  und  Sir  D.  Brewster  (S.  213  und 
S.  216.)9  und  einen  zwar  kürzeren »  aber  sehr  interessanten ,  den 
Lesern  des  Archivs  recht  sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlenden 
Vortrag  des  Herrn  Viktor  von  Lang,  wirkl.  Mitgl.  der  k.  Aka- 
demie: Ueber  unsere  Kenntnisse  von  den  optischen 
Eigenschaften  der  Krystalle.  S.  223  bis  S.  238.,  welcher 
in  der  feierlichen  Sitzung  der  k.  Akademie  am  30.  Mai  1868  ge- 
halten wurde. 


Verzeichniss  sämmtlicher  von  der  kais.  Akademie 
der  Wissenschaften  seit  ihrer  Gründung  bis  letzten 
October  1868  veröffentlichten  Druckschriften.  Wien. 
Druck  und  Verlag  von  Carl  Gerold's  Sohn.    1869.     8<>. 

Mit  diesem  300  Seiten  starken  sehr  vollständigen,  mit  der 
grössten  Genauigkeit  und  Sorgfalt  angefertigten  Inhaltsverzeich- 
nisse aller  ihrer  in  dem  oben  genannten  Zeiträume  erschienenen 
Schriften  hat  die  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  der  ge- 
sammten  Literatur  ein  höchst  wichtiges  und  angenehmes  Geschenk 
gemacht,  welches  mit  dem  grössten  Danke  aufzunehmen  Ist,  wobei 
zugleich  noch  besonders  hervorgehoben  werden  muss,  dass  bei 
allen  einzelnen  Schriften  deren  Preise  in  Fl.  und  Kr.,  so  wie  in 
Thir.  und  Ngr«,  genau  angegeben  worden  sind.  Die  einzeloen 
Schriften  sind  in  der  2ten  und  3ten  Abtheilung  und  im  Anhange 
sehr  zweckmässig  nach  ihren  Verfassern  geordnet,  und  zerfallet 
in  die  folgenden  Abtheilungen: 

1.  Abtheilung:  Periodische  Werke  beider  Classen  6» 
kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften.    S.  1 — 35. 
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IL  Abtheiluiig:  Werke  einzelner  Autoren  und  kleinere 
Schrifteo.    S.  37-41. 

IIL  Abtheilung:  Separat- Abdrucke  aus  dem  Archiv»  dem 
Notizenblatte,  den  Denkschriften,  Sitzungsberichten  und  der  feier- 
lichen Sitzung  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften, 
sowie  aus  den  durch  die  Akademie  herausgegebenen  JahrbOchern 
der  k.  k.  Central  -  Anstalt  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus, 
nebst  Beilagen  zu  den  Sitzungsberichten.    S.  42—296. 

Anhang:  Wissenschaftliche  Publicationen  der  Novara- Expe- 
dition.   S.  297-300. 

Ueberblickt  man  aber  dieses  300  Seiten  starke  Inhaltsver- 
zeichniss,  so  muss  man  in  der  That  staunen  über  die  weit  aus- 
gebreitete und  höchst  fruchtbare  Thätigkeit  der  kais.  Akademie 
in  der  verhältnissmässig  nur  kurzen  Zeit  ihres  Bestehens,  und 
kann  nur  die  Richtigkeit  Dessen  von  Neuem  erkennen,  was  von 
uns  schon  frühe/  bei  anderer  Gelegenheit  bemerkt  worden  ist: 
dass  nämlich  die  kais.  Akademie  der  ihr  durch  ihren  erhabenen 
Stifter  gestellten  Aufgabe:  die  höchste  wissenschaftliche  Behörde 
des  Landes  zu  sein,  in  der  schönsten,  einflussreichsten  und  frucht* 
bringendsten  Weise  entsprochen  hat.  '  Jeder,  der  es  mit  den 
Fortschritten  der  Wissenschaften  redlich  meint,  und  nicht  in 
engherziger  Weise  besonderen  Systemen  huldigt,  kann  nur  aus 
innerstem  Herzen  wünschen,  dass  es  auch  fernerhin  bis  in  die 
spätesten  Zeiten  der  kais.  Akademie  vergönnt  sein  möge,  ihrem 
wichtigen  schönen  Zwecke  in  einer  so  fruchtreichen  und  wahrhaft 
grossartigen  Weise  wie  bisher  zu  entsprechen. 


Tables  g^nerales  et  analytiques  du  Recuell  des 
Bulletins  de  TAcad^mie  Royale  des  sciences,  des  let- 
tres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  2'"«  S^rie.  Tome 
I  a  XX.    0857  ä  1866).    Bruxelles.    Hayez.    1867. 

Wir  verfehlen  nicht  auch  dieses  ein  gutes  Stuck  mathematischer 
und  physikalischer  Literatur  enthaltende,  187  Seiten  umfassende» 
▼on  der  weit  verzweigten  Thätigkeit  der  Königl.  Belgischen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  das  schönste  und  rühmlichste  Zeugniss 
ablegende  Inhaltsverzeichniss  hier  anzuzeigen«  Indem  wir  bemer- 
ken, dass  dasselbe  besteht  aus  der  „Table  des  matidres'* 
pag.  1.  bis  pag.  96.  und  der  „Table  des  auteurs''  pag.  97. 
bis  pag.  187. 


6  .  fMerarischer  BeHcht  CLXXXXVIU. 

BuUettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle  scienze 
niatematiche  e  ri^icbe,  pubblicato  da  B.  Boncompagni. 
Roma.    1868.    4«     (Vergl.Liter.  Ber,  Nr.  CLXXXXVl.  S.S.). 

Tomol.  Novembre  1868.  Sulla  Epistola  di  Pietro  Pere« 
grino  di  Maricourt,  e  sopra  aleurii  trovati  e  teorle  magnetiche  del 
secolo  XUI.  Memoria  seconda  del  P.  D.  Timoteo  Beerte  KU 
Barnabita.    (Continuazione).   p.  343. 

Tomol.  Dicembre  1868.  Sulla  Epistola  dl  Pietro  Pere- 
grino  di  Maricourt,  e  sopra  alcnni  trovati  e  teorie  magnetiche  del 
secolo  XIIL  Memoria  seconda  del  P.  D.  Timoteo  B  er  teilt 
Barnabita.  p.  379.  —  Annunzi  di  recenti  pubblicazioni.  p.  421. 
(Auf  diese  S.  421  bis  S.  449  umfassenden,  mit  sehr  kleiner  Schrift 
gedruckten  y^Annun^i^'  müssen  wir  unsere  Leser  ganz  vorzüg- 
lich aufmerksam  machen.  Dieselben  liefern  ein  so  vollständiges 
Verzeicbniss  der  fast  in  allen  Ländern  auf  dem  Gebiete  der  Ma- 
thematik und  Physik  erschienenen  neuen  Schriften,  die  ausfiSbr- 
licbsten  Inhaltsanzeigen  aller  betreffenden  Zeitschriften,  der  Me- 
moiren der  v^schiedenen  gelehrten  Gesellschaften  u.  s.  w.  u.  s.  w., 
wie  etwas  nur  einigermassen  diesem  Verzeicbniss  nahe  Kom- 
mendes in  keinem  Lande,  existirt.  Wir  können  nur  unsere  leb- 
hafteste Bewunderung  dem  Fleisse  und  der  Sorgfalt  zollen,  womit 
dieses  Verzeicbniss  auf  Grundlage  der  reichsten  zu  Gebote  ste- 
henden Literatur  zusammengestellt  worden  ist,  und  erkennen  in 
demselben  das  wichtigste  jetzt  existirende,  für  jeden  Mathematiker 
und  Physiker  ganz  unentbehrliche  Hülfsmittel  zur  Kenntniss  der 
neueren  mathematischen  und  physikalischen  Literatur  fast  aller 
Länder  mit  Freuden  an.)* 

Mit  dem  gleichfalls  bereits  erschienenen  „Indicedegli  arti- 
coli'*  liegt  hiemit  nun  in  sehr  schöner  äusserer  Ausstattung  der  erste 
Tb  eil  eines  periodischen  Werkes  vollständig  vor  uns,  durch  wel- 
ches, wenn  es  so  regelmässig  und  ununterbrochen  fortschreitet 
wie  bisher,  die  Geschiebte  der  mathematischen  und  physikalischen 
Wissenschaften  mehr  gefordert  werden  wird  als  durch  irgend  ein 
früheres  Werk.  Wir  können  daher  dessen  berühmtem  Herrn  Her- 
ausgeber  nur  Glück  wünschen  zu  der  Vollendung  dieses  ersten 
Theils,  und  im  Namen  der  Wissenschaft  ihm  den  lebhaftesten 
Dank  aussprechen  für  die  Sorgfalt,  ^^x\  Eifer  und  die  jedenfalls 
sehr  grossen  Opfer,  womit  er  sich  dieser  sehr  wichtigen  Publi* 
cation  hingiebt;  möge  die  göttliche  Vorsehung  ihm  Kraft  schenken, 
das  herrliche  Werk,  was  zugleich  seinem  V^aterlande  zur  grössten 
Ehre  gereicht,  bis  zu  den  spätesten  Zeiten  fortzuführen! 
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Möge  inaD  hieraus  nun  aber  auch  entnehmen»  wie  gross  un- 
sere Freude  ist»  jetzt  auch  schon  anzeigen  zu  können : 

Tomoll.  Gennaio  1869.  La  vie  et  les  travaux  du  Baron 
Caocby,  niembre  de  FAcadömie  des  sciences;  par  C.  A.  V al- 
so n,  Professeur  ä  la  Facultö  des  sciences  de  Grenoble;  avec 
une  preface  de  M.  Hermite>  membre  de  i*Acad^mie  des  sciences, 
Tome  I.  Partie  historique.  pag.  XXIV  e  290.  —  Tome  11.  Partie 
ficieptifique.  pag.  XXlll  e  178.  —«Paris.  Gauthier  Viliar's» 
iniprimeur - libraire  etc.  Quai  des  Augustins.:  55.  1868.  8^. 
-^  B.  Boncompagni. 

Die  Herren  C.  A.  Valson  und  Hermite  haben  sich  jieden- 
falFs  ein  nicht  genug  anzuerkennendes  Verdienst  erworben  durch 
die  Herausgabe  dieses  grossen  zweibändigen,  fOr  die  neuere  Ge- 
schichte der  mathematischen  und  physikalischen  Wissenschaften 
angemein  wichtigen  Werks  —  auf  welches  wir  in  dem  ^,Archiv'< 
noch  besonders  zurückzukommen  hoffen  —  über  das  Leben  und 
die  wissenschaftlichen  Verdienste  eines  der  grossten  Mathematiker 
aller  Zeiten,  welchem  doch  eigentlich  die  ganze  neuere  Mathematik 
und  mathematische  Physik  hauptsächlich  ihre  gegenwärtige  Gestalt 
verdanken.     Aber  auch  Herrn  B.  Boncompagni   ist  der  grusste 
und  wärmste  Dank  auszusprechen,  dass  er  sich  der  sehr  ausfilhr- 
lichen  Anzeige  dieses  wichtigen  Werkes  in  seinem  ,,Builettino'' 
unterzogen  hat»  von  welcher   die  erste  Abtheilung  hier  vorliegt, 
und  deren  Fortsetzung  wir  mit  dem  grossten  Verlangen  entgegen 
sehen.    Jeder,   dem  das  grosse  Werk  des  Herrn  Valson  selbst 
nicht  zugänglich  ist,  wird  hier  mit  dem  grossten  Interesse  und 
der  wärmsten  Theilnahme  die  Lebensbeschreibung  des  grossen 
Mathematikers  lesen,  die  Herr  Boncompagni  von  pag. 6.  an  zu 
liefern  angefangen  hat,  in  welcher  er  mit  Recht,  neben  Caucby's 
grossen  wissenschaftlichen  Verdiensten,  die  vielen  herrlichen  Eigen- 
schaften des  Herzens,  des  GemOths  und   des  Charakters,  durch 
welche  derselbe  bekanntlich  so  sehr  ausgezeichnet  war,  nament- 
lich seine  tiefe,  aus  dem  innersten  Herzen   stammende  Religio- 
sität, und  die  in  wahrer  Ueberzeugung  wurzelnde  Treue,  mit  wel- 
cher er  bis  zu  seinem    letzten  Athemzuge  seiner  Kirche  anhing, 
hervorzuheben  nicht  unterlassen  hat.    Von  welcher  Freude  müssen 
die  Herzen    der   beiden    Töchter   Cauchy's,    die   ihn    überlebt 
haben,  von  denen  die  eine  mit  dem  Vicomte  Felix  de  l'Esca- 
lopier,  die  andere  mit  dem  Comte  Alfred  de  Saint-Pol  ver- 
mählt Ist,  bewegt  werden,  wenn  sie   diese  Lebensbeschreibung 
ihres  grossen  Vaters  lesen!! 
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Arithmetik. 

Untersuchungen  über  eine  Gleichung  des  ersten 
Grades  mit  mehreren  Unbekannten.  Eine  zur  Erlan- 
gung des  Magistergrades  verfasste  und  Einer  Hoch- 
verordneten  pbysico  -  mathematischen  Facultät  der 
Kaiserl.  Universität  vorgelegte  Abhandlung  von  Karl 
Weihrauch.  Dorpat.  Druck  von  E.  Mattieseo.    1869.    4«. 

Diese  43  Seiten  umfassende  akademische  Schrift  behandelt 
den  auf  ihrem  Titel  genannten  Gegenstand  mit  sehr  grosser  Au«- 
Ehrlichkeit  und  in  grosser  Allgemeinheit  mehrfach  nach  neaeo 
Gesichtspunkten^  und  verdient  recht  sehr,  zu  sorgfältiger  Beachtang 
empfohlen  zu  werden.  Nach  einer  kurzen  Einleitung  besteht  die- 
selbe aus  zwei  Theilen,  nämlich:  I.  Theil.  UntersuchoDg 
der  Formen,  in  denen  die  Auflosungen  enthalten  sind. 
—  IL  Theil.  Anzahl  der  Auflösungen.  —  Ein  jeder  »icb 
fär  diesen  Gegenstand  der  Algebra  Interessirender  wird  aus  dieser 
Schrift  mannigfache  Belehrung  und  Anregung  schöpfen,  weshalb 
wir  dieselbe  nochmals  zu  recht  sehr  verdienter  Beachtung  em- 
pfehlen. 


Physik, 

Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  Dr.  C.  Jelinek  unf|  J.  Haon. 
(S.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXXVII.  S.  11.).  Band  |V.  NrJ 
bis  Nr.  11. 

Neumayr's  Project  einer  wissenschaftlichen DurcbfprscbDo^ 
Australiens.  Vortrag  von  Prof.  v.  Vivenot.  S.  209.  -•-  üeber 
die  richtige  Lage  und  die  Theorie  des  CalmengOrtels  auf  deo 
Continenten.  Von  A.  Muhry.  (Schluss.).  S.  214.  —  Bemer- 
kungen ober  das  Messen  der  Wasserverdunstung  in  freier  LoO. 
Von  Prof.  V.  Lamont.  S.  241.  (Sehr  lehrreich.).  —  Die  Orgf 
nisfttion  der  meteorol.  Beobachtungen  in  Italien.  Von  Dr.  Carlo 
Marangoni.  S.  246.  Sehr  interessant  und  ein  sehr  anziehendem 
Bild  von  dem  grossen  Interesse  liefernd ,  welches  man  in  Italieo 
überhaupt  der  Forderung  der  Meteorologie  widmet,  und  von  deü 
höchst  anerkennungswerthen  und  verdienstvollen  Bemühungen  ii^^ 
Herren  Professoren  Cantoni  in  Pavia,  Clodig  in  Udine« 
Govi,  Maldini,  Schiaparelli  u.  s.  w.;  Director  des  raeteo' 
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rologiscben  Centralbfireaus  in  Florenz  ist  Professor  Donati 
daselbst.  —  Ceber  Staubregen  und  verwandte  Erscheinungen. 
Von  K.  Fritscb.  S.  252.  —  Ueber  den  £inflass  der  atmosphä* 
rischen  Niederschläge  auf  das  Grundwasser.  Von  Prof.  Dr.  Wol- 
drich.  S.  273.  —  Auch  in  diesen  Nummern  sehr  viele  interes-* 
sante  kleinere  Mittheilungen  und  Literatur- Berichte.  Unter  den 
ersteren  machen  wir  noch  aufmerksam  auf:  Budget  des  Me* 
teorological  Office  zu  London  (Kosten  10,570  Pfd.  Sterl.)- 
S.280.  und:  Budget  der  k.  k.  Gentralanstalt  ffir  Meteo- 
rologie und  Erdmagnetismus.  (Die  hier  mitgetheilte  Ge- 
schichte dieser  schonen  Anstalt,  in  welcher  naturlich  der  trefflichen 
Männer  von  Baumgartner  und  C.  Kr  eil  besonders  gedacht 
werden  musste,  ist  von  grossem  Interesse.  Kosten  5845  Fl. 
40  Kr.  -f  3400  Fl.  +  847  Fl.  —  Wie  viel  in  Oesterreich  für  Me- 
teorologie geschieht,  ist  aus  unseren  verschiedenen  Mittheilungen 
im  An^hiv  hinlänglich  bekannt.). 


Statistik. 

(Hit  Mnsehlass  der  sogenannten  Politisclien  Arithmetik  u.  s«  w.) 

(Die  Statistik  nimmt  hauptsächlich  darch  A.  Qaetelet's  höchst 
verdienstliche  Untersuchungen  und  Arbeiten  immer  mehr  und  mehr  die 
Gestalt  einer  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Disci- 
iilin  oder  einer  ,, Socialen  Physik'*  an,  und  ist  nicht  mehr  wie 
früher  und  leider  häufig  auch  jetzt  noch,  namentlich  wenn  sie  als  spe- 
cielle  Statistik  einzelner  Länder  auftritt»  ein  oft  sehr  wüstes  Conglo- 
merat  von  Zahlen,  welche  uns  nur  damit  bekannt  machen,  wie  viel 
Schneider  und  Schuster  in  jeder  Stadt  sind  u.  dergl.;  dieselbe  wird  täg- 
lich mehr  eine  besondere  Domäne  des  Mathematikers  und  Physikers, 
und  bietet  für  Beide  ein  besonderes  sehr  grosses  Interesse  dar,  so  dass  die 
bisherigen  sogenannten  Herren  Statistiker,  insofern  deren  wissenschaftliche 
Bildung  nicht  auf  einer  durchaus  mathematischen  und  physikalischen 
Grundlage  ruhet,  sich  furderhin  von  der  Behandlung  dieser  Wissen« 
Schaft  in  sehr  bescheidener  und  respectsvoller  Ferne  halten  müssen. 
Das  „Archiv**  erkennt  es  daher  ^  namentlich  auch  mit  Rücksicht  auf 
die  grosse  Anzahl  fast  täj^lich  bei  uns  einstehender  statistischer  Schriften 
—  als  eine  nicht  mehr  abzuweisende  Nothwendi^keit  an,  unter  die  bis- 
herigen Rubriken  seiner  Literarischen  Berichte  die  besondere  Rubrik: 

Statistik 

aufzunehmen,  wie  von  jetzt  an  geschehen  wird.  — -  Naturlich  werden  vor- 
zugsweise nur  solche  Schriften  Beachtung  finden,  welche  mehr  oder 
weniger  eine  mathematische  Tendenz  haben,  wenn  auch  absichtlich  — 
um  eine  grossere  Freiheit  zu  wahren  —  nicht  die  beschränkende  Ueber- 
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versicherungsbank  fiir  Deutschland  in  Gotha.  S.  109.  (Sehr  leb- 
reicher und  der  sorgfältigsten  Beachtung  recht  sehr  zu  enipfek> 
lender  Aufsatz.)  —  Petition  des  Collegiums  für  Lebens- Versiehe 
rungs  -  Wissenschaft  zu  Berlin  an  das  Haus  der  Abgeordnet«. 
Beschlossen  in  der  Sitzung  des  Collegiums  am  6.  Februar  1869. 
8. 142.  —  Entwurf  eines  Geietzes,  betreffend  den  Geschäftsverkehi 
der  Versicherungsanstalten  (Beilage  zu  der  vorhergehenden  „Pe- 
tition").   S.  171. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata»  direftidi 
F.  Brioschi  e  L.  Cremona  (Presse  il  R.  Istitoto  Tecnic« 
Superiore  de  Milano)  in  continuazione  degli  Annali 
giä  pubblicati  in  Roma  dal  prof.  Tertolini.  4^.  (S.Liter. 
Ben  Nr.  CLXXXXV.    S.  16.). 

Serie  IK    Tomo  IR    Fascicolo  3<>.    (Dice roh re  1868). 

Jordan:  Memoire  sur  les  groupes  de  roouvements  (conti* 
nnazione).  p.  177.  —  Genocchi:  Intorno  ad  un  teorema  di 
Cauchy.  p.  216.  —  Cayley:  Addition  ä  la  Note  sur  quelques 
torses  sextiques.  p.  219.  —  Reye:.Sopra  le  curve  gobbe  di 
quart*  ordine  e  priroa  specie.  (continuazione  e  fine).  p.  222.  — 
Roberts:  Sur  Texpression  la  plus  simple  de  certaines  fontiom 
des  diffärences  des  racines  d'une  equation  du  cinquieme  degr^. 
p.  224. —  Beltrami:  Teoria  fondämentale  degli  spazii  di  curva* 
tura  costante.  p.  232.  —  Genocchi:  Intorno  ad  aicune  forme 
di  numeri  primi.    p.  256. 

Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studeoti 
delle  universitä  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Pro* 
fessore  G.  Battaglini.  Napoli.  (S.  Literar.  Ber.  Nr. 
CLXXXXVI.  S.  15.  Auf  dieser  Seite  ist  Z.  9.  v.  u.  statt  „Nova" 
zu  setzen  »^Nuova^'.) 

Marzo  e  Aprile  1869.  Intorno  ai  sistemi  di  rette  di  2^. 
grado;  per  G.  Battaglini.  p.  65.  —  Sulla  determinazione  delle 
costanti  arbitrarie  negl'  integral!  delle  equazioni  lineari  co^i 
differenziali  che  a  differenze  finite;  per  N.  Trudi.  p.  76. 
—  Annunzio  Bibliografico.  pag.  97.  — '  Sopra  un'  equaziooe 
deir  8^  grado;  per  G.  Yung  ed  A.  Armenante.  p.  98.  - 
NuoTa  dimostrazione  del  teorema:  due  curve  punteggiate  proiettf' 
vamente  sono  dello  stesso  genere;  per  E.  Bertini.    p.  105. -^ 
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Nota    sopra  due  teoremi  del  8ig.  Mannheim;  per  E.  d'Ovidio. 

p.  107.  —  Lettera  del  prof.  Rubini  al  Redattore.    p.  111.  — 

Salle  sonime  dei  divisori  dei  numeri;   per  C.  Sardi.    p.  112.  — 

Correzioni.  p.  116.  —  Salle  progressioni ;  per  N.  Jadanza.  p.  117. 

Tidsskrift  for  Mathematik.  Udgivet  af  CamlUo 
Xycliflen,  Anden  Raekke.  Fjerde  Aargang.  Kjoben- 
havn*),  Otto  Schwartz's  Forlag.    1868.    8^. 

Wir  müssen  uns  för  jetzt  begnögen,  unsere  Le<»er   nur  im 
Allgemeinen  auf  den  vorliegenden  Jahrgang  dieser  dänischen 
Zeitschrift  aufmerksam  zu  machen»  welche  vorzugsweise  der  För- 
derung des  mathematischen  Unterrichts  gewidmet  ist.    Dieselbe 
enthält  eine  nicht  geringe  Anzahl  sehr  werthvoller  Aufsätze,  wie 
z.  B.  einen,   beachtenswerthe  Bemerkungen,  über  die  Anwendung 
der  Hyperbel  zur   Dreitheilung  des  Winkels,  und  die  Beschrei- 
bung eines  hiezu   geeignetes    Instruments    enthaltenden  Aufsatz 
von   Herrn  Adolph  Steen.    S.   1.;   —   ferner  die   Fortsetzung 
einer  früheren   Abhandlung   enthaltenden  Aufsatz  über  das  trili- 
neare  Coordinatensystem  von  demselben  Herrn  Verfasser. 
S«  6.;  —  einen  Aufsatz  über  die  Dreitheilung  des  Winkels  und 
das  eingeschriebene  Viereck   von    Herrn    Oberlehrer   ßroager. 
S.  113.;  ~  einen  Aufsatz  über  die  Integration  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen der  ersten  und  zweiten  Ordnung.    S.  163.;  — 
und    vieles    Andere,   was   wir  der    Beschränktheit   des  Raumes 
wegen  hier  nicht  Alles  namhaft  machen  können.    Ganz  vorzüg- 
lieb reich  ist  aber  auch  diese  Zeitschrift  an  meistens  sehr  instruc- 
tiven  mathematischen  Aufgaben,  welche  wir  zu  späteren  Mitthei- 
lungen in  unserer  Zeitschrift  zu  benutzen  nicht  unterlassen  werden. 
Auch  die  Mittheilung  der  bei  den  Abgangsprüfungen  auf  den  ver- 
schiedenen dänischen  Lehranstalten:    Gelehrten -Schulen,    Real- 
schulen,   Forstlehranstalt,    polytechnische   Schule,   Militärschule 
u.  8.  w.  vorgelegten   mathematischen   Aufgaben   ist  von  grossem 
Interesse,  und   liefert  jedenfalls  ein   sehr   erfreuliches  Bild  von 
dem  Zustande   des   mathematischen  Unterrichts  auf  allen  diesen 
Lehranstalten.    Auch  Literarische  Mittheilungen  enthält  die  ver- 
dienstliche Zeitschrift,  auf  welche  wir  unsere  Leser  recht,  sehr 
aufmerksam  zu  machen  nicht  unterlassen,  weitere  Mittheilungen 
uns  vorbehaltend. 

Bulletins  de  l'Acad^mie  Royale  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Liter. 
Ber.  Nr.  CLXXXVUL  S.  14). 

*)  Da«  für  ,,o'*   zu  setzende  .durchstricli  ene   t,o*^   ist  hier  in 
der  Druckerei  nicht  vorhanden. 


f 
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36»«  Annäe/  2*"«  Sär.,  T.  XXIV.  Bolide  observ^e  k 
11.  Juin  1867;  communicatiou  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  18.  - 
Orage  remarquable  ä  Gand  dans  la  nnit  du  2  au  3  juin  1867; 
conimunication  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  19.  —  Sur  la  transfor 
mation  d'un  cylindre  liquide  en  sph^res  isoMes,  par  M.  Felix 
Plateau,  p.  21.  —  Sur  les  orages  des  mois  de  juin  et  juillet 
1867;  communication  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  114.  —  Obser- 
vations  des  etoiles  filantes,  faites  au  mois  d*aoüt  1867,  ä  l'Obser- 
^vatoire  de  Bruxelles;  communication  de  M.  Ad.  Quetelet. 
p.  287.  —  Observations  des  etoiles  filantes  faites  a  Gand  du  9 
au  12  aoüt  1867;  par  M.  Duprez.  p.  289.  —  Observations  des 
etoiles  filantes  faites  ä  Louvain  du  11  au  12  aoüt  1867:  par  M.  F. 
Terby.  p.  290.  —  Observations  des  etoiles  filantes  faites  ä 
Rome  du  9  au  10  aoiit  1867;  par  M""«  ScarpellinL  (Lettre  a 
M.  Ad.  Quetelet).  p.  295.  -^  Observations  des  etoiles  filantes» 
faites  du  9  au  12  aodt  1867,  ä  Montcalieri  (pres  de  Turin)»  par 
M.  F.  Denza.  (Lettre  ä  M.  Ad.  Quetelet.).  p.  297.  —  Ora- 
ges de^  mois  d'aoüt  et  septembre  1867,  annotäs  ä  TObservatoire 
royal  de  Bruxelles.  p.  300.  —  Orages  observees  ä  Louvain,  de- 
puis  le  19  juillet,  exclusivement,  jusqu'au  13  septembre  1867,  par 
M.  F.  Terby.  (Lettre  ä  M.  Ad.  Quetelet).  p.  301.  —  Meh- 
rere Beobachtungen  von  Gewittern  und  Meteoren  In  Gembloux 
von  Herrn  C.  Malaise,  p.  304.;  in  Gent  von  Herrn  A.-C.  Neyt 
p.  305.;  in  Brüssel  von  Herrn  Marchai.  p.  312.  —  Observations 
meteorologiques  horaires,  faites  k  Moddne,  pendant  le  solstiee 
d'äte  de  Tannee  1867;  par  M.  Ragona.  (Lettre  ä  M.  Ad.  Que- 
telet.). p.  306.  —  Thäorie  noovelle  du  mouvement  d*un  corps  libre; 
par  F«  Folie,  p.325.  Deuxi^me  Partie:  Mouvement d*un corps 
libre  dans  toute  la  suite  du  temps.  Troisidme  Partie:  Theorie 
du  mouvement  d'un  corps  gänö.  —  2^.  Mouvement  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe.  3^;  Application  de  la 
m^thode  aux  problemes  dans  lesquels  on  tientcompte 
du  frottement.  Die  erste  Abtheilung  dieses  Memoires  s.  m. 
Bulletins,  2">«  särie,  tome  XX.  n^.  8.  —  Etoiles  filantes  du  miliea 
de  novembre  1867  et  etat  de  Tatmosphöre  k  la  m^me  ^poque;  par 
M.  Ad.  Quetelet.  p.  509.  —  Observations  faites  ä  Louvain  sur 
les  etoiles  filantes  de  novembre  1867;  par  M.  F.  Terby  (Lettre 
ä  M.  Ad.  Quetelet).  p.  510.  —  Listes  des  orages  observäes 
ä  Louvain  pendant  le  mois  d'octobre  1867;  par  le  m^me.  p.  513. 
—  Observations  faites,  ä  Moncalier,  des  etoiles  filantes  de  no- 
vembre 1867,  par  M.  Fr.  Denza.  (Lettre  ä  M.  Ad.  Quetelet). 
p.  513.  —  Orages  observees,  ä  Malines»  en  1866  et  1867,  par  H. 
b  Bernaerts.    (Lettre  M.  Ad.  Quetelet).    p*  515.  —  Note  sur 

le  pouvoir    dispersif  de  l'air,    par  M.  Ch.  Montigny.     p.  523 


! 
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(Id  astronomischer  Rucksicht  bemerkt  Herr  Montigny  —  wasich 
hier  hervorheben  will  —  dass  das  Dispersions-Vermugen  der  Atmo- 
sphäre nicht  ohne  Einflass  ist  auf  die  Bestimmung  der  Refraction 
für  Sterne  von  verschiedener  Farbe,  die  in  grossen  Zenithdistanzen 
beobachtet  werden;  er  ändert  daher  die  ßradley'sche  Refrac- 
tionsformel  für  verschiedenfarbige  Strahlen  in  folgender  Weise  ab: 

Rother  Strahl :  r  =  W,  263 .  tang  (Z — 3,25 .  r), 
Gelber  „  r  =  60",  666.  tang (Z— 3,25. r), 
Gröner     „  r  =  60^  855 .  tang  (Z — 3,25 .  r), 

Blauer      ,,         r  =  61",  101 .  tang  (Z — 3,25 .  r). 

6. 

37««  Annöe,  2»«Serie.  T.  XXV.  Sur  fa  loi  statistique 
des  tailles  humaines,  et  sur  la  regularit^  que  suit  cette  loi  dans 
son  deveioppement,  k  chaque  4ge;  par  M.  Ad.  Quetelet. 
p.  142.  —  Sur  un  memoire  concernant  la  theorie  generale  des 
lignes  tracees  sur  une  surface  quelconque;  par  M.  Ph.  Gilbert. 
Rapport  de  M.  Eug.  Catalan.  (Die  Abhandlung  wird  in  den 
Memoiren  der  Akademie  gedruckt.)-  p-  184.  —  Note  sur  la  publi- 
catlon  du  tome  XVIII  des  Annales  de  Tobservatoire  royai  de 
Bruxeiles^  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  187.  —  Sur  l'ensemble  de 
traveaux  entrepris  par  M.  Zantedeschi  depuis  plus  de  quarante 
an»,  sur  les  tempöratures  terrestres  dans  les  environs  de  Venise 
et  de  Padoue;  note  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  189.  —  Sur  l'dge 
et  i'etat  civil  des  mariös,  en  Belgique,  pendant  le  dernier  quart 
de  si^cle  (1841  ä  1865);  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  227.  —  Sur 
quelques  propriet^s  des  trajectoires;  par  M.  Ph.  Gilbert,  p.  288. 
—  Sur  la  nature  de  la  gr^le  et  les  principales  circonstances  qui 
accompagnent  ce  phänom^me  atmospherique ;  par  M.  l'abbe  A. 
Liecomte.  p.  449.  —  Note  sur  la  sciDtillafion  des  etoiles;  par 
M.  C.  Montigny.  p.  631.  —  Sur  la  division  des  angles  et  Hn- 
scriptibilite  des  polygones;  par  M.  E.  Speelman.    p.  665. 

37"|0  Ann^e,  2"*«  Serie.  T.  XXVI.  Sur  les  ph^nomdnes 
periodiques  en  g^n^ral;  par  M,  Ad.  Quetelet.  p.  136.  —  Dis- 
cussion  des  observations  d'electricit^  atmospherique  recueillies  ä 
Gand,  et  comparaison  entre  ces  observations  et  Celles  faites  en 
d'autres  lieux;  par  M.  F.  Duprez.  p.  144.  —  Note  sur  les  sur- 
faces  orthogonales;  par  M.  E.  Catalan.  p.  180.  —  Determina- 
tion de  la  difference  de  longitude  entre  les  Observatoires  de  Leyde 
et  de  Bruxelles  (aux  mois  d'aoüt  et  de  septembre  1868).  Mit- 
theilung  von  Herrn  Ad.  Quetelet.  p.  262.  —  Sur  les  chutes 
d'aSrolitbes   en   1868;   note  de   M.  Ad.  Quetelet.     p.  265.   — 
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iotegrandis  et  speciatim  de  derivatia  LammatHM  a 
€•  Jfm  "Bt  (S^n  Mül«  —  Planet-ObservatioDer,  anatllldt 
&r  1867  pl  Lands  ObserTatorium,  redacarade  och  saa- 
manatillda  af  Axel MdUer*  —  Beatämning  af  Polhojdei 
fOrLaodsObserTatoriamniedelat  obaervat ioner  i  forata 
vertikalen  af  A«  T.  Bft^aiiMd.  Dieae  Abbandlang  iat  nicht 
bloaa  in  praktischer  Beziehung»  sondern  aach  wegen  der  in  ihr 
gegebenen  theoretischen  Entwickelangen  über  die  angewandte 
Methode,  nSrolich  Ober  die  sehr  wichtige  Methode  der  Polhoiien- 
BestimmaDg  dnrch  Beobachtangen  im  ersten  Vertikal,  von  Inte- 
resse,  nnd  verdient  ab  ein  Master  f&r  solche  Polhohen  -  Bea&n- 
mangen  empfohlen  za  werden. 

Mittheilnngen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern,  ans  dem  Jahre  1868.  Nr.  654—683.  Mit  einer 
Tafel.    Bern.    Hober  &  Comp.    1869. 

Die  sehr  verdienstlichen  Mittheilungen  der  genannten  hoch- 
achtbaren Gesellschaft  aas  dem  Jahre  1865  sind  im  Lite  rar.. 
Ber.  Nr.  CLXXXXVI.  8.  16.  angezeigt  worden;  die  Jahrgänge 
1866  und  1867  sind  uns  leider  nicht  zugegangen ;  desto  mehr  beeilen 
wir  ans,  den  hierher  gehurenden  Inhalt  des  so  eben  an  uns  ge- 
langten Jahrgangs  1868  nachstehend  anzuzeigen. 

Perly:  Ueber  Georg  Forster,  Cook's  Begleiter  auf 
der  Entdeckungsreise  von  1772—75*  —  Perty:  Die  An- 
wendungdes  Mikroskopesauf  die  Erkenntniss  der  Mine- 
ralstruktur.  8.  25.  —  C(.  Ottb:  Ueber  eine  intermitti- 
rende  optische  TSuschung.  8.  70.  —  M.  Wild:  Ueber 
die  Lichtabsorption  der  Luft.  8.  113.  —  B. drang^alUcit 
Beitrag  zur  Aufstellung  einer  allgemeinen  Formel  ffir 
die  gleichförmige  Bewegung  des  Wassers  in  KanSlea 
und  Flüssen.  8. 164»  —  ScliwarBenbacli:  Untersuchnngep 
über  die  Luft  in  8chulzimmern«    8.  226. 


Sorgfältig  za  beachtende  Berichtigniig  in  den 

Fignrentafeln. 

Auf  Tafel  VL,  VII.,  VIII.  ist  statt  „Nr.  VIII.  Kndelka: 
Gesetze  der  Lichtbrechung''  zu  setzen:  „Nr.  X.  Kudelka: 
Gesetze  der  Lichtbrechung.'* 


Uleraritcher  Bericht  CLXXXXJX. 


Literarischer  Bericht 


CLXXXXIX. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik 

und  Physik. 

Sopra  Pietro  Peregrino  di   Maricoort  e  la  sua  epi- 
Stola  De  Magnete.    Memoria  prima  del  P.  B.  Timoteo 
BerteUt   Barnabita.     Roma^    Tipografia    delle   scienae 
matematiche  e  fisiche.    Via  Lata  Nr.  211  A.    1868.    4^. 
p.  1  bis  p.  32. 

Salla  Epistola  di  Pietro  Peregrino  di  Maricoort  e 
sopra  alcune  Trovati  e  Teorie  magnetiche  del  secolo 
XIII.  Memoria  seconda  del  P«  D.  Timoteo Bertelli  Bar- 
iiabita.  Roma,  Tipografia  delle  «cienze  matematiche 
e  fisiche.     Via  Lata  JNr.  211  A.     1868.    4^.    p.  1  bis  p.  178. 

Diese  beiden  Schriften  sind  schon  früher  in  demBullettino 
dißibliografia  e  di  Storia  delle  seien ze  matematiche 
e  fisiche.  Tomo  I.^  durch  dessen  Herausgabe  sich  bekanntlich 
der  Herr  Principe  B.  Boncompagni  in  Rom  so  grosse  neue 
Verdienste  erwirbt^  erschienen  und  von  uns  bereits  kurz  angezeigt 
worden.  Weil  wir  aber  dieselben  für  die  Geschichte  der  Physik 
von  sehr  grosser  und  ganz  besonderer  Wichtigkeit  halten ,  so 
glauben  wir  die  Physiker  darauf  aufmerksam  machen  zu  mö'ssen» 
dass  dieselben  nun  auch  in  besonderen  Abdrücken  erschienen 
sind,  und  als  solche  einzeln  bezogen  werden  können.  Die  erste 
kleinere  Abhandlung  verbreitet  sich  sehr  ausfuhrlich  über  das 
Leben  und  die  Schriften  des  Pietro  Peregrino  di  Maricourt; 
dagegen  hat  die  zweite  sehr  umfangreiche  Abhandlung  den  fol- 
genden Hauptinhalt:    Wmrte  I.  Epistola  di  Pietro  Peregrino 

Thl.  L.  Hfl.  3.  3 
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natfirlich  mit  Aosschlass  der  geometrischeo  —  nicht  feblea,  Ter- 
•teht  sich  Yon  selbst,  and  eine  sehr  dankenswerthe  Za^be  biMeii 
noch  die  allen  einzelnen  Kapiteln  in  ziemlicher  Anzahl  beige- 
fflgten,  überall  sehr  zweckinässig  aasgewählten  Debnn^beispiele. 
Das  ganze  Werk,  so  weit  es  bis  jetzt  vorliegt,  besteht  aus  vier 
Bflchern,  nämlich:  I.  Algebraische  Analysis.  U.  Üerira- 
tions-  oder  Differentialrechuug.  III.  Anwendungen 
der  D  i  ffere  ntial  rech  na  ng  (Taylors  and  Maclaarins  Thee- 
rem;  Unbestimmte  Werthe  der  Functionen;  Maxima  und  Minima; 
Fanctionen  mit  mehreren  Variablen,  n.s.  w.).  IV.  Dnendlicbe 
Fanctions formen.  (Cntwickelang  der  Fanctionen  in  Reihen 
als  Anwendung  des  Taylors' sehen  und  Maclauri naschen 
Satzes;  Anwendungen  der  8ätze  von  Lagrange  und  Laplace; 
Upendliche  Producte;  Kettenbruche.). 

Das  treifliche  in  vielen  Beziehungen  sehr  ausgezeicbnete, 
die  weiteste  und  sorgfaltigste  Beachtung  verdienende  Buch  ist  in 
dem  Kreise,  den  es  beherrschen  will,  jedenfalls  eine  Zierde  der 
schwedischen  mathematischen  Literatur,  und  lässt  auf  jeder  Seite 
die  grosse  Gründlichkeit  erkennen,  mit  welcher  in  Schweden  auf 
den  höheren  Lehranstalten  der  Unterricht  in  der  Analysis  ertbeilt 
wird;  es  wurde  auch  jeder  anderen  Literatur  zur  Zierde  gereichen, 
and  ist,  wie  schon  gesagt^  ein  Muster  eines  guten  Lehrbucbs  der 
Analysis  nach  dem  jetzigen  Zustande  dieser  herrlichen  Wissen- 
schaft, welches  die  neuesten  strengen  Ansichten  in  derselben  io 
würdigster  Weise  vertritt,  und  lässt  sehr  wünschen,  dass  es  dem 
Herrn  Verfasser  —  dem  wir  hier  aufrichtigst  und  herzlichst  die 
Hand  drücken  —  recht  bald  möglich  sein  möge,  uns  mit  der  jeden- 
falls zu  erwartenden  Fortsetzung  dieses  sehr  beachtenswerthen 
Werkes  —  welches  mit  anerkennnngswerther  Pietät  dem  treff- 
lichen C.  J.  Malmst^n,  jetzt  „Statsradet'^  und  „ Landsböfdin- 
gen  *)  i  Skaraborgs  Län  ^'  in  „  Mariestad ''  gewidmet  ist  —  zu 
erfreuen.  G. 


Mathematische  Aufgabien  zum  Gebrauche  in  den 
obersten  Klassen  höherer  Lehranstalten.  Aus  den 
bei  Abiturienten-Prüfungen  an  preussischen  Gymna- 
sien und  Realschulen  gestellten  Aufgaben  ausgewählt 
und  mit  Hinzufugung  der  Resultatezu  einem  Uebangs- 
buche  vereint  von  H.  C.  E.  Martus,  Oberlehrer  an  der 
Königstädtischen  Realschule  in  Berlin.    Erster  Tbeil«* 


*)  Landeshauptmann. 
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Aufgaben.  Zweite,  vermehrte  und  durch  Einführung 
des  Metermasses  neu  bearbeitete  Auflage.  Greifs« 
wald,  1869.    C.  A   Koch's  Verlag.    8^. 

Die  erste  Auflage  dieser  ausgezeichneten,  zugleich  von  der 
Trefflichkeit  des  mathematischen  und  physikalischen  Unterrichts 
auf  den  preussischen  höheren  Lehranstalten  das  schönste  Zeugniss 
ablegenden  Aufgabensammlung  ist  im  ,,Lit  erarischen  Berichte 
Nr.  CLXX.  S.  5/^  ihrer  Entstehung  und  Einrichtung,  so  wie 
ihrem  Inhalte  nach  ausführlich  von  uns  angezeigt  worden,  auf 
welche  Anzeige  wir  uns  daher  hier  beziehen  können,  da  die  frü- 
here Einrichtung  init  Recht  bei  dieser  neuen  Auflage  im  Ganzen 
und  Allgemeinen  unverändert  gelassen  worden  ist.  Dagegen  aber 
bat  der  Herr  Verfasser  doch  dieser  zweiten  Auflage  im  Einzelnen 
verschiedene  Vorzüge  vor  der  ersten  verliehen,  worüber  wir  Fol- 
gendes uns  zu  bemerken  erlauben.  Cm  die  weite  Verbreitung  bei 
der  nahe  bevorstehenden/Einführung  des  Metermasses  dem  Buche 
noch  ferner  zu  bewahren,  hat  der  Herr  Verfasser  —  was  allerdings 
sehr  viele,  und  deshalb  mit  besonderem  Danke  anzuerkennende 
Mühe  und  Arbeit  erforderte  —  die  Aufgaben  für  das  neue  Mass 
eingerichtet,  insofern  und  insoweit  dies  nöthig  war,  wenn  nämlich 
die  betreffenden  Zahlen  nicht  blosse  Verhältnisszahlen  sind,  und 
also  das  Mass  willkübrlich  ist.  Ausser  dieser  mühevollen  Ver- 
änderung bringt  die  zweite  Auflage  134  neue,  sehr  gut  ausge- 
wählte Aufgaben,  und  mehrere  Abschnitte,  welche  noch  eine  zu 
kleine  Zahl  von  Uebuogsbeispielen  enthielten,  sind  erweitert  wor- 
den, namentlich  die  Goniometrie,  die  ebene  und  sphärische  Trigo- 
nometrie, das  Kapitel  über  Maxima  und  Minima,  besonders  aber 
der  Abschnitt  aus  der  Coordinaten  •  Geometrie  und  der  aus  der 
Mechanik ;  eilf  Aufgaben  der  ersten  Auflage  sind  gestrichen  wor- 
den, so  dass  die  Sammlung  nun  unter  1500  Nummern  1658  Auf- 
gaben enthält.  —  Wir  wünschen  dem  Herrn  Verfasser  Glück  zu 
der  nach  Vorstehendem  nicht  ohne  grosse  Mühe  möglich  gewe- 
senen Vollendung  dieser  neuen  Auflage  seines  schönen  Buches, 
und  sehen  dem  Erscheinen  des  die  Resultate  enthaltenden  z  w  ei  ten 
T  heiles,  wo  den  mit  fünfstelligen  Logarithmen  gewonnenen  Re- 
sultaten, wenn  dieselben  in  den  letzten  Decimalstellen  eine  auf- 
fallende Abweichung  von  den  mit  siebenstelligen  Tafeln  gewon- 
nenen zeigen,  das  Ergebniss  In  (runden)  Klammern  sehr  zweck* 
massig  beigefügt  werden  soll« 

Möge  das  Buch  in  seiner  neuen  Gestalt  fortfahren,  zur  Immer 
grösseren  Verbesserung  und  Förderung  des  in  jeder  Beziehung 
so  wichtigen  mathematischen  und  physikalischen  Unterrichts  bei- 
zutragen ! 


6  Ulerarischer  Bericht  CLXXXXIX. 

Anmerkung.  Weil  in  der  oben  angefahrten  Nummer  des  LUen- 
rischen  Berichts  die  Anzeige  der  ersten  Auflage  der  Kürze  we^en 
unter  die  Rubrik:  Arithmetik  gestellt  worden  war,  so  ist  die«  aodi 
hier  geschehen,  wenn  die  Anzeige  auch  eben  so  gut  unter  die  Robrik 
Geometrie,  hätte  gestellt  werden  können.  Das  Buch  gehört  seiner  Natur 
nach  unter  Terschiedene  Rubriken,  al^o  allerdings  eigentlich  anter  die 
Robrik  Vermischte  Schriften,  wohin  wir  aber  Schriften  dieser  Art 
nicht  gern  bringen,  weil  sie  sich  dort  leicht  der  allgemeinen  Beachtvog 
entziehen.  Wir  bemerken  dies  hier  ein  für  alle  >]al  für  künftige  ähn- 
liche Fälle.  G. 


Astronomie. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apostolischen  Majestät  aaf  uffent- 
liehe  Kosten  herausgegeben  von  Carl  v.  Littrow,  Di* 
rectorder  Sternwarte.  Dritter  Folge  fünfzehnter  Band. 
Jahrgang  1865.  Wien  1869.  8^.  S.  Literar.  Beriebt  Nr. 
CLXXXXIII.  S.  10. 

Dieser  neue  Band  der  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  In  Wien^ 
weiche  in  der  regelmassigsten  und  ununterbrochensten  Folge  er* 
scheinen,  enthält  nach  einer  Einleitung  des  verdienten  Directors 
der  Sternwarte:  Beobachtungen  am  Meridiankreise  aas 
den  Jahren  1862  und  1863,  besorgt  von  Dr.  A.  Murmano. 
—  Beobachtungendes  Mars  in  Declination  um  dieZeit 
der  Opposition  1862.  Von  A.  Murmann.  —  Zonenbeob- 
achtungen am  Mittagsrohre.  —  Meteorologische  Beob- 
achtungen im  Jahre  1864.  —  Tafeln  zur  Reduction  der 
Zonenbeobachtungen.  —  Uebersicht  der  Zonen.  —  Wir 
bemerken  noch,  dass  sich  dieser  neue  Band  äusserlich  vor  seinen 
Vorgängern  durch  eine  sehr  schone »  nichts  zu  wünschen  übrig 
lassende  Ausstattung  auszeichnet,  und  wünschen  dem  hochver- 
dienten Herausgeber  den  ferneren  ununterbrochenen  Fortgang 
dieser  höchst  verdienstlichen,  der  Wissenschaft  so  nützlichen 
Publication . 
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Physik. 

Tafeln  zur  Berechnung  und  Reduction  meteorolo- 
gischer Beobachtungen  von  Dr.  Ludiv.  Fried r.  Kämtz, 
weil.  Kais.  Russ.  Staatsrath  und  Akademiker.  Dorpat 
1868.    4^.     In  Commission  bei  F.  K.  Kuhler  in  Leipzig. 

Herr  Professor  Dr.  A.  von  Oettingen  in  Dorpat  hat  sich 
durch  Herausgabe  dieser  Tafeln  eines  der  Begründer  der  neueren 
ivisseoschaftiichen  Meteorologie  ein  sehr  anerkennungsvrerthes 
Verdienst  erworben.  Dieselben  sind  grüsstentheils  schon  früher 
in  dem  von  der  Kais,  russischen  geographischen  Gesellschaft  zu 
St.  Petersburg  herausgegeben,  von  Kämtz  redigirten,  mit  dem 
3ten  Theile  des  3ten  Bandes  eingegangenen  „Repertorium  für 
Meteorologie*',  sowie  auch  in  einzelnen  Seperatabzügen  hier- 
aus^ erschienen  9  und  hier  zu  einem  Ganzen  vereinigt ,  wodurch 
den  Meteorologen  jedenfalls  ein  wesentlicher  Dienst  geleistet  wor- 
den ist.  Jeder  Tafel  ist  eine  kurze  Einleitung  vorausgeschickt, 
und  die  Einrichtung  ist  fiberall  so  einfach,  dass  darüber  gar  nichts 
zu  sagen  nuthig  ist.  Vorzugliche  Beachtung  verdient  jedenfalls 
die  89  Seiten  umfassende  Psychrometertafel,  welche  vorzugsweise 
auf  Kämtz 's  eigenen  Untersuchungen  beruhet,  worüber  Herr 
von  Oettingen  in  der  Vorrede  Folgendes  mittheilt:  „Kämtz 
hatte  viele  Jahre  hindurch  an  der  Bestimmung  der  psychrometri- 
schen  Elemente  und  deren  Berechnung  gearbeitet,  und  zahlreiche 
nach  allen  bisher  bekannt  gewordenen  Methoden  angestellte  Ver- 
suche mit  einander  verglichen.  Einen  Theil  seiner  eigenen  Beob- 
achtungen, sowie  die  Resultate  mehrerer  anderer  Forscher  wurden 
von  ihm  in  übersichtlicher  Fassung  verwerthet  in  den  „Bemer* 
kungen  über  Hygrometrie"  einem  Aufsatze,  den  man  im 
2ten  Baude  des  Repertoriums  S.  341—361  findet.  Die  auf  S.  337. 
aufgestellte  Formel  ist  es,  die  man  in  der  Einleitung  zu  den  vor- 
liegenden Psychrometertafeln  auf  S.  49  (Zeile  9)  wiederfindet. 
Die  Begründung  der  anderen,  auf  Temperaturen  unter  dem  Ge- 
frierpunkte angewandten  Formel  gab  der  Verfasser  im  3ten  Bande 
des  Repertoriums  S.  49  bis  S.  56,  —  Indem  wir  das  jedenfalls 
sehr  nützliche  Werk  allen  Meteorologen  zur  Beachtung  recht  sehr 
empfehlen,  müssen  wir  uns  hier  mit  der  folgenden  allgemeinen 
Inhaltsangabe  begnügen:  Taf.  1.  Vergleichung  der  verschiedenen 
Tbermometerscalen.  S.  1.  —  Taf.  II.  Verwandlung  der  Barometer- 
Scalen.  S.  11.  —  Taf.  111.  Reduction  der  Barometerstände  auf  die 
Temperatur  des  Thaupunkts.  S.  21.  ^  Taf.  IV.  Tafel  zur  Erleich- 
terung der  Rechnung  bei  Anwendung  periodischer  Functionen  auf 
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meteorologische  Beobachtungen.  S.  35.  Enthält  die  Prodncfe 
der  Zahlen  mit  den  Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen  des  Win- 
kels von  15*^,  ferner  Liogarilhmeo  von  Sinus  und  Cosinus  vod  6 
zu  fi  Minuten,  endlich  vierslell'tge  Logarithmen  (logarith misch  und 
antilogarithmiBch).  — ).  Taf.  V.  Psychrom etertafeln  S.  49.;  Ein- 
Ieitun)j,  Tafel  für  das  hunderttheili|;e  Tberniometer  und  Millimeter, 
Tafel  fOr  das  R^aumur'sche  Thermometer  und  Pariser  Linien, 
Tafel  fflr  das  Fahrenbeit'sche  Thermometer  und  engl iet he  Zoll 

G. 


Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellscbaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  C.  Jelinek  und  J.  Hann. 
(Vergl.  Literar.  Her.  Nr.  CLXXXXVIll.   S.  8). 

Band  IV.  Nr.  Vi.  Diese  Nummer  enthält  ausser  verschiedenen 
inleressenten  kleineren  Mittheilungen  und  Liter&turberichten  die 
Beschreibung  Kiveier  neueren  meteorologischen  Instrumente  von 
interessanter  Einrichtung,  auf  welche  nir  unsere  Leser  aufroerfesani 
machen,  nSmIich:  Ueber  das  Minimum-  und  Mazimnm- 
Thermometer  von  Hermann  und  Pflster  in  Bern.  Von 
Professor  Dr.R.  Wolf  (i»  Zdricfa).  S.  305.  —  Das  Tiefen- 
Thermnmeter  von  Henry  Johnson.  Nach  dem  Report 
ofthe  British  Association  for  1861.    S.  309.  G. 


Sitsungsbericfate  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wiasenschaften  in  Wien.  Vergl.  Literarischer  Ber. 
N  r.  CLXXXXV.  S.  14. 

Band  LVII.  Heft  IV.  Unferdinger:  Ceher  die  beiden 
Integrale 

/  c«*"*cos(tM:  — C08»)da:j      /  c'*'*sin{rea:  — C08a!)da;. 

S.  611.  —  Derselbe;  Ueber  den  Werth  des  Ausdrucks 

1        .         I         .  1  .  ' 


iriehlet'sche  Par&doxon  bei  nnend- 
>erselbe:  Die  allgemeinen  Formeln 
nne»  Polygons.  (Mit  I  Tafel.).  8.  63X 
leuchtungS'ConsIructionen  ßlr  FlSchen, 
;hte  Schnitte  ähnliche  Ellipsen  Bind. 
efan;  Anvrendmng  der  SchwingaDgen 
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zasaromengesetzter  Stäbe  zur  Bestimmung  der  Scballgescbwindig- 
keit.  S.  697.  —  Ditscheiner:  Ueber  die  durch  planparaltele 
Krystallplatten  berTorgerufenen  Talbot 'sehen  Interferenzstreifen. 
(Mit  l  Tafel.).  S.  709. 

Band  LVII.  Heft  V.  Hann:  Die  Temperatur  -  Abnahme 
mit  der  Höhe  als  eine  Function  der  Windesrichtung.  (Mit  1  Tafel). 
S.  740. 

Band  LVIII.  Heft  I.  Los chmidt's  Ableitung  des  Poten* 
tiales  benegter  elektrischer  Massen  aus  dem  Potentiale  für  den 
Ruhezustand.  (Mit  1  Holzschnitt).  8.7.  —  Ditscheiner:  Ueher 
eine  Anwendung  des  Spectralapparates  zur  optischen  Untersuchung 
der  Krystalle.  (Mit  2  Holzschnitten).  S.  15.  —  Cnferdinger: 
Ueber  einige  merkwürdige  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie. 
S.  30.  —  Matzek:  Beitrag  zur  Construction  von  Berührungs- 
ebenen an  Rotationsflächen.  (Mit  1  Tafel).  S.  44.  —  Derselbe: 
Construction  der  Curven  bestimmter  Beleuchtungsintensität  an 
Rotationsflächen  mit  Benützung  berührender  Kugelflächen.  (Mit 
1  Tafel).  S.  49.  —  Boltzmann:  Ueber  die  Integrale  linearer 
Differentialgleichungen  mit  periodischen  Coefficienten.  8.  54.  — 
Weyr:  Die  Krüramungslinien  der  Flächen  zweiten  Grades  und 
confocale  Systeme  solcher  Flächen.    S.  60. 


Verslagen  en  Mededeelingen  der  Koninklijke  Aka- 
demie van  Wetenschappen«  Afdeeling  Natuurkunde» 
Tweede  Reeks.  Tweede  Deel.  Amsterdam.  C.  G.  Van 
der  Post.    1868.    8». 

Den  ersten  Theil  derizweiten  Reihe  dieser  „Verslagen  en 
Mededeelingen'' der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Amsterdam  haben  wir  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXII. 
8.  15.  angezeigt,  und  freuen  uns,  jetzt  diesen  zweiten  Theil  der 
zweiten  Reihe  anzeigen  zu  können,  welcher  eben  so  wie  jener 
erste  Theil  wieder  mehrere  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörende 
sehr  werthvolle  Abhandlungen  enthält,  die  der  sorgfaltigsten  Beach- 
tung- zu  empfehlen  sind,  so  wie  es  überhaupt  sehr  zu  wünschen 
ist,  dass  die  holländische  mathematische  und  physikalische^  Lite- 
ratur —  namentlich  auch  in  Deutschland  -^  mehr  Beachtung  finde, 
dU  dies  bis  jetzt  der  Fall  zu  sein  scheint.  Der  hierher  gehurende 
Inhalt  dieses  zweiten  Theils  ist  der  folgende :  J.  Baden  Ghyben: 
Beschouwing  van  den  regelmatigen  257-hoek.  p.  1.  (Diese  sehr 
iesens-  und  beachtenswerthe  Abhandlung  ist  als  Fortsetzung  der 
Abhandlung    desselben  Herrn  Verfassers  über  die  regelmässigen 
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Vielecke  in  Tweede  Reeks.  Eerste  Deel.  p.  293.  za  be- 
trachteD;  m.  8.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXX](II.  S.  15.).  —  J.  W. 
Er  m  er  ins:  Over  de  dagelijksche  bewegiog  van  den  Barometer 
te  Groningen,  opgemaakt  uit  de  aanwijzingen  van  de  Barogranph 
van  December  1851  tot  November  1861.  (Met  eene  Plaat).  p.  101. 
—  M*  Hoek:  Determination  de  la  vitesse»  avec  laquelle  est  en- 
trainäe  uoe  onde  lumineuse  traversant  an  milieu  en  mouvement 
(Avec  une  Planche),  p.  189.  —  M.  Hoek:  Sur  les  prismes  achro* 
matiqoes  construits  avec  une  seale  substance  (Avec  ane  Planche), 
p.  195.  (Beide  Abhandlungen  für  Optik  sehr  beachtenswerth),  — 
F.  Kaiser:  Ueber  einen  neuen  Apparat  zur  absoluten  Bestim- 
mung von  persönlichen  Fehlern  bei  astronomischen  Beobachtangen. 
p.  216.  (In  vielfacher  Beziehung  sehr  interessant  und  beachtens- 
werth bei  der  grosfiien  Wichtigkeit  der  Bestimmung  der  soge- 
nannten personlichen  Gleichungen).  -*•  Dr.  H.  van  Blanken 
(mitgetbeilt  von  Herrn  R.  van  Rees):  Eenige  opmerkiogen  over 
de  bewegiog  van  Kometen,  p.  321.  (Beachtenswerthe  Bemerkun- 
gen zur  Theorie  der  parabolischen  Bewegung  der  Kometen).  — 
J.  Baden  Ghyben;  Over  eene  bijzondere  eigenschap  van  even- 
wijdige  krachten»  wier  som  nul  is.  p.  327.  (Für  die  Statik  beach- 
tenswerth.). —  Dieser  Theil  enthält  endlich  auch  p.  349.  den  von 
uns  im  Archiv  Tbl.  XLIX.  S.  81.  mitgetbeilten  fB?  die  Geaqbicbte 
der  Astronomie  sehr  wichtigen  99Rapport'^ 
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Literarischer  Bericht 

CC. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 
Girard  Hereator  oder  Gerhard  llereator! 

Der  berühmte  Geograph   und  Mathematiker  Mercator 
ein  Flaraänder  oder  ein  Deutscher? 

Von 

dem  Herausgeber. 

Der  mit  Recht  berühmte  Geograph  und  Mathematiker  Mer- 
cator*), der  Erfinder  der  verbesserten  Seekarten  oder  der  soge- 
nannten Karten  mit  wachsenden  Breiten**),  hat  bis  jetzt  Jahr- 


^)  Kaofmann  oder  Kremer. 

**)  Die  etreng^  mathematische  Theorie  dieser  Karten  and  ihrer  An- 
vendong  in  der  Nantik  findet  man  aaf  der  Basis  der  Lehren  der  höheren 
Mathematik  —  die  hier  nicht  wohl  so  umgehen  sind,  wenn  ohne  zo 
grotae  Weitläufigkeit  den  Forderungen  wirklicher  mathematischer  Strenge 
vollständig  entsprochen  werden  soll  —  ausführlich  entwickelt  in  meinem 
Boche:  y,Lozodro mische  Trigonometrie.  Leipsig.  1849.  8^.'' 
▼on  welchem  der  ausgezeichnete  französische  Hydrografh,  Herr  Pro- 
festor Terquem  in  Dänkirchen,  eine  mit  ausgezeichneten  Zusätten 
tmd  weiteren  Ausführungen  versehene  französische  Uebersetzung  unter 
dem  Titel:  „l^lements  de  Trigonometrie  loxodromique  suivis 
d'applications  ä  la  nairigation  d'aprös  M.  J.  -  A.  Grunert,  par 
N*  Terquem.  Dunkerque.  Typographie  Benjamin  Kien, 
''oe  nationale.     1859.    8^.  herausgegeben  hat. 

Beiläufig  bemerke  Ich  hier  noch»  dass  neben  Mercator  sehr  oft 
noch  der  Engländer  Eduard  Wright  und  dessen  Schrift:  „Certain 
Errors  In  Navigation  detected  and  corrected.    London.     1657 

TW.  L.  Hfl.  4.  4 


■ 


2  UlerartscAer  Bericht  CC. 

hunderte  lang  Immer  und  ganz  unangefochten  fiir  einen  Flaroänd« 
gegolten, und  Belgien  ist  —  wie  auf  Simon.Stevin  und  andere 
berühmte  Männer  dieses  Landes  —  mit  Recht  auch  auf  diesen 
trefOichen  Gelehrten  von  jeher  ganz  besonders  stolz  gewesen. 
Nun  ist  aber  so  eben  die  nachstehende  Schrift  erschienen: 

Gerhard  Kremer  gen.  Mercator,  der  deutsche  Geo- 
graph. VortragvonDr.  Breusing,  Direktor  der  Steuer- 
mannsschule in  Bremen,  gehalten  zu  Duisburg  am  30. 
März  1869.  Der  Reinertrag  ist  bestimmt  für  das  in 
Duisburg  projektirte  Denkmal  Mercators*).  Duis- 
burg, 1869.  Commisslons-VerlagvonF.H.Nieten.  8«/ 

welche  nichts  Geringeres  bezweckt,  als  den  Belgiern  ihren  be- 
rühmten Landsmann  zu  entfuhren  und  als  einen  Deutschen  hin- 
zustellen. 

Nun  der  Unterzeichnete  hält  wahrlich  das  deutsche  National- 
geföhl  hoch  wie  irgend  Einer,  und  glaubt  sich  selbst  dasselbe  bei- 
messen zu  dürfen  wie  wenige  Andere!  aber  in  wissenschaftlicher 
Rücksicht  ist  er  von  jeher  Kosmopolit  gewesen  im  weitesten 
Sinne  des  Worts,  und  ist  es  noch;  aus  diesem  Gesichtspunkte 
muss  er  aber  denn  doch  offen  bekennen,  dass  er  durch  die  mit 
einer  gewissen  gemüthlichen  Breite  verfasste  Schrift  des  Herrn 
B reusing,  und  die  darin  erzählten  —  bis  jetzt  noch  nicht  durch 
irgend  welche  bestimmte  literarische  Nachweisungen  verbürgten 
—  Geschichten  noch  keineswegs  die  Ueberzeuguog  gewonnen  hat, 
dass  von  Dato  an  die  Geschichte  der  Mathematik, 
Geographie  und  Nautik  —  ohne  jede  zu  erwartende  Wider- 
rede —  in  ihren  Annalen  Mercator  als  einen  Deutschen 
zu  verzeichnen  haben  und  wirklich  verzeichnen  wird, 
so  sehr  und  so  aufrichtig  er  dies  auch  im  eigenen  Interesse 
wünschen  möchte.  in  solcher  gemüthlicher  Weise  —  wie 
in    der    vorliegenden   Schrift  —  schreibt  man   jetzt    nicht    mehr 


(nach  J.  J.  Littrow  in  dessen  Chorographie.  Wien.  1833.  S«  6.) 
genannt  wird,  aber  gewiss  mit  Unrecht,  wie  schon  Herr  A.  Germ a in, 
Ingenieur  hydrographe  de  la  marine,  in  seinem  ausgezeichneten  Werke: 
,,Traite  des  projections  des  cartes  göographiqnes.  Paris*' 
(ohne  Jahreszahl,  aber  erst  ganz  neuerlich  erschienen)  p.  206.  bemerkt 
und  nachgewiesen  hat. 

*)  Der  Grundstein  zu  diesem  Denkmal  — •  über  dessen  Erricbtong 
man  sich  naturlich  nur  freuen  kann,  wo  es  auch  stehen  mag  —  soll  am 
3.  August  d.  J.  gelegt  werden.  In  einer  besonderen  Beilage  zu  dieser 
Schrift  werden  von  einem  Comite  die  Deutschen  aufgefordert,  durch  reich- 
liche Beiträge  die  dereinstige  Errichtung  des  Denkmals  zu  crmöglichea. 
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Geschichte    der    Mathematik    a.   6.  w.,    wie    Jeder   weiss,    der- 
mit    den    neaereo    Leistaogen    auf   diesem   Gebiete    nur   einiger- 
roassen   bekannt  ist,    und  namentlich   von   den  grossartigen   For- 
schungen   und    Bestrebungen   Boncompagni's    auf   demselben 
eine  auch  nur  ganz  oberflächliche  Kenntniss  besitzt"*). 

Der  Unterzeichnete  hat  —  abgesehen  von  einigen  kurzen  Be- 
merkungen am  £nde  dieses  Aufsatzes  ^-^  keineswegs  die  Ab- 
sicht, mit  Herrn  Breusing  sich  hier  in  eine  Polemik  einzulassen, 
uod  lehnt  dieselbe  auch  für  die  Folge  von  vorn  herein  ab,  weil 
dazu  diese  Blätter  keinen  Raum  haben  und  nicht  bestimmt  sind; 
sehr  auffallend  aber  ist  es  ihm  gewesen ,  dass  Herr  Breusing 

—  wenigstens    nach    dem    Ausweis    der     vorliegenden    Schrift 

—  von  den  beiden  folgenden  wichtigen,  einem  Jeden  sehr  leicht 
zugänglichen,  trefflichen  und  ausgezeichneten  Werken  —  ob  ab- 
sichtlich od^r  unabsichtlich,  wissen  wir  nicht  — nicht  die  geringste 
Notiz  genommen  zu  haben  scheint,  was  jedenfalls  nicht  gebilligt 
werden  kann  und  darf: 

Histoire  des  sciences  mathematiques  et  physiques 
chez  les  Beiges;  par  Ad.  Quetelet,  Directeur  de  Tob- 
servatoire  Royal  de  Bruxelles,  etc.  etc.  Bruxelles, 
M.  Hayez,  imprimeur  de  l'Acaderaie  Royale.    1864.   8^. 

Sciences  mathematiques  et  physiques  chez  les 
Beiges,  au  commencement  du  XIX^  siecle,  par  Ad- 
Quetelet,  Directeur  de  Tobservatoire  Royal  de  Bru- 
xelles etc.  etc.  Bruxelles,  H.  Thiry-van  Buggenhoudt, 
imprimear-editeur.    1866.    8^. 

Lediglich  im  Interesse  der  l&istorisclien  ^irabrl&eit 
und  der  Oereel&tii^^keit  halten  wir  es  daher  für  angemessen 
und  ans  dazu  gewissermassen  verpflichtet,  unseren  Lesern  im 
Nachstehenden  die  ausfuhrliche  und  überaus  interessante  Darstellung 
tnitzutheilen,  welche  Herr  Ad.  Quetelet  in  dem  ersteren  der  beiden 
genannten  Werke  von  pag.  110  an  in  elegantester  Sprache  über 
^erard  Mercator  gegeben  hat,  anschliessend  zugleich  Das- 
jenige, was  über  den  zu  demselben  in  näherer  Beziehung  stehen- 


*)  Gern  übrigens  wollen  wir  hierbei  in  Anschlag  xu  bringen  nicht 
unterlassen,  dass  die  vorliegende  Schrift  ein  vor  einer  gemischten  Ver- 
saninilung gehaltener,  also  mehr  populärer  Vortrag  ist  und  sein  soll;  wenn 
aber  dieselbe  den  Zweck  hat,  die  Reclaniirung  Mercators  als  Deut- 
sehen  historisch  zu  begründen  und  zn  rechtfertigen:  so  glaubten  wir  in 
der  wohlgeuieintesten  Absicht  doch  zu  einiger  Vorsicht  mahnen  und  vor 
Llebereilung  warnen  zu  müssen ! 


4  LUerarischer  Bericht  CC. 

den    berühmten   flamändischen  Geographen  ludoeua    Hondim 
von  ihm  beigebracht  worden  ist.    Herr  Ad.  Quetelet  sagt: 

,,A  la  8uite  da  rdgne  de  Charles- Quin t,  T^tode  de  lageogra- 
phie,  sur  laquelle  ee  paissant  souverain  appelait  TattentioD  deses 
compatriotes,  avait  pris  un  d^veloppement  remarquable ;  eile  for^ 
mera  k  jamais  Tun  des  flenrons  les  plus  brillants  de  la  couroone 
scientifique  de  la  Belgique.  Les  diffi^rents  peuples,  aajoard'bu 
encore,  rendent  un  hommage  m^rit^  aux  hommes  illustres  qoi 
firent  partie  de  la  grande  ^cole  dont  le  prince,  dans  des  temp8 
meilleurs,  avait  encourag^  les  premiers  travaux. 

Parroi  ceuz  qui  se  distingu^rent  le  plus,  il  convient  de  placer 
en  premi^re  ligne  les  g^ograpbes  Mercator  et  Ortelius»    donti 
les  noms  fönt  honneur  k  la  Belgique.   Cbarles-Qaint  leur  avait,  en 
plus  d'une  occasion»    donn^  des  tömoignages  de  sa  haute  estime 
et  de  Tadmiration  qu'il  professait  pour  leur  talents. 

G^rard  Mercator  ^tait  n^  leSmars  1512,  ä Rupelmonde*), 
sur  les  bords  de  l'Escaut.  II  commen^a  ses  ^tudes  ä  Bois-le-Doc 
et  de  la  il  passa  k  Lonvain,  oü  il  cultiva  les  math^roatiques  a?ec 
taut  d'ardeur  qu'il  oublia,  pour  le  travail,  la  oourriture  et  le  son* 
meil.  Heut  pour  maitre  Gemma  Frisius^^),  dont  il  satmettre 
k  profit  les  savantes  le^ons:  il  s'^tablit  ensnite  k  Anvers,  et  fit 
lui-in^me  plusieurs  de  se»  Instruments  de  math^matiques.  II  cod* 
struisit  des  sph^res  et  douna  tous  ses  soins  au  dessin  de  se« 
cartes.  II  ne  se  montra  pas  moins  habile  dans  la  construction 
des  objets  d'art:  on  citait  m^me  des  ouvrages  de  ciseinre  tra- 
vaill^s  avec  sein  et  qu'il  avait  ex^cnt^s  de  ses  propres  mains. 
II  aimait  aussi  cet  art  fameux  qui,  vers  la  fin  de  ses  jours,  prit 
tant  de  puissance  sous  les  pinceaux  de  Rubens  et  de  l'^col« 
cöl^bre  que  forma  ce  grand  peintre.     Quoique  n'habitant  plus  sa 


*)  La  Biographie  de  Michaud  ecrit  avec  raison  Rapelmonde,  foi 
•e  trouve  entre  Anvers  et  Gand,  „et  non  pa«  Roremonde»  comme  le  ^^w^^ 
Moreri  et  les  biographes  qui  Tont  suivi  sans  examen.^^ 

**)  Anf  p.  83.  sagt  Herr  Quetelet  yoo  Gemma  Frisiue:  „U 
joDiasait  d'one  grande  repiitation  et  il  etait  soavent  appel6  k  la  conr 
de  BraxelliBS.  II  a  le  merite  d'avoir  ete  le  maitre  de  MerGator  nod 
auf  p.  88:  „Gemma  ne  «'est  pas  distingaö  seulement  par  ses  oovrages« 
il  a'est  fait  estimer  encore  par  les  nombreux  eldves  qa'il  a  formes  et 
qai  lui  ont  conserv^  une  reconnaissance  qol  prouVe  en  favear  de  sea 
talents:  ooas  avons  d^j&  cite  en  premier  liea  le  ceUbre  geograph« 
Gerard    Mercator^^ 
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patrie  vers  la  fio  de  sa  carri^re,  Mercator  avait  pris  goüt  aux 
nKears  et  aoz  habitudes  de  ses  eoncitoyeosy  eomme  on  vit»  d'une 
autre  part,  le  chef  de  T^cole  cle  la  peintare  flaraande  payer  ^ga* 
lement  son  tribat  a  la  scieoce  qui  avait  pris»  aatour  de  lui,  une 
extensioD  consid^rable. 

A  Tage  de  vingt-quatre  ans,  Mercator  s'^tait  mari^  ä  Lou- 
vain  *).  Ses  premiers  soIds  s'^taieottonrn^s  vers  la  construetion  de 
cartes  de  la  terre  sainte.  II  entreprit  aussi,  k  la  demande  de 
plusienr»  de  ses  amis,  la  description  de  la  Flandre.  Ed  1541,  il 
poblia  an  globe  terrestre  qni  obtint  un  grand  sacc^s;  il  le  repro* 
dnisit  en  1551,  et  l'ann^e  suivante  il  publia  son  ouvrage  De  üiu 
annuli  aitronomici. 

Peu  de  temps  apr^,  il  voulot  revoir  sa  ville  natale,  qoi  ^tait 
pea  distante  d'Anvers:  il  s'y  transporta  avec  tonte  sa  famille; 
mais  Sans  perdre  de  vne  Fobjet  de  ses  ^tudes  et  ses  travaux 
habituels.  A  son  retonr,  il  pr^senta  h  TEmpereur  quelques  in- 
straments  et  des  ouvrages  de  sa  eomposition,  qui  furent  accneillis 
avec  bienveillanee. 

Quoi  de  plus  tonehant,  en  m^me  femps,  que  de  voir  G^rard 
Mercator  qui  avait  paru,  avant  Abraham  Ortelius,  sonjenne 
rival^  vouloir  procurer  k  ce  dernier  l'avantage  de  r^ussir  comme 
lai  et  d'assurer  son  existence?  II  suspendit  rimpressioo  de  son 
grand  ouvrage  qui  ^tait  termin^,  pour  ne  pas  nulre  au  succ^s  de 
son  jeune  ami :  tous  deux  professaient.  Tun  pour  Tautre^  la  plus 
tendre  amiti^.  Mathematicorum  sui  temporis  faciie  princeps  et 
geographorum  nostri  seculi coryphaeon^  disait  Ortelius,  en  par- 
lant  de  son  ami,  qui  ne  le  traitalt  pas  avec  moios  d'estime. 

C*est  en  1554  que  Mercator  acheva  la  description  de  TEu- 
Tope,  döja  commenc^e  avant  son  d^part  de  Louvain.  II  revit  cet 
ouvrage  avec  la  plus  grande  activit^  et  le  reproduisit  avec  succds 
en  1572. 

D^ja  depuls  1559,  par  suite  des  troubles  qni  r^gnaient  dans 
les  Pays-Bas  et  des  dangers  auxquels  il  avait  ät^  exposä,    Mer. 


V 


*)  II  i'etait  mari^  avec  Barbette  Schelleken,  dont  il  ent  troi« 
fib  et  trois  fillet.  L'iin  de  ses  fiU,  Bartholomaeua  Mercator, 
na^ait  &  Louvain  en  1540,  et  niourui  en  1568,  k  Tdge  de  vingt-hnit  an«. 
II  ^crivit  fort  jeune  encore  nn  onvrage  qni  fnt  imprim^  k  Cologne ,  en 
1563,  800«  le  titre:  Sotae  insphaeram,  geographiae,  astronomiae  rudi- 
menia  suggeretUes;  in-8<^. 
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cator  avait  pris  le  partI  de  se  retirer  äOaysboarg,  sur  lesbords 
du  Rhin,  et  d'y  eoDtinuer  ses  travauz  dans  le  calme  qui  lui  etait 
n^cessaire*). 


*)  Dan«  un  ouvrage   publik  r^cemment  son«  le  titre  d'ArcAfves  des 
arls,  sciences  et  lettres,  par  M.  Alexandre  Pinchart,  8  vol.  ia  8^, 
Gand,  1860,    on    lit   quelques    d^taila    «ur    ane   d^tention  que  le  cel^bre 
göographe   G^rard   Mercator   aurait   aubie,    et  dont   on    ne    trouve 
aacune  meution   dam  les   Berits   de    cette  epoque.    »»Aa   commencemenl 
de   cette    annöe    (1544)/'  e«t-il    dit  page  27,    tome  I«*",    ,,le    procnreor 
g^n^ral  de   Brabant  avait   ^te  charge   draller  4  Louvain  dresaer    Infor- 
mation   contre  pluaieura  peraonnea  aonp9onneea  d'adherer  aux    religions 
nouYellea    de    Luther  et   de    Calvin.      Preaque    en  m^me    temps    Ger- 
ard Mercator,    qui    habitait  cette  ville,    a'en   etait   abaente  et    s'^tait 
rendn  dana  le  paya  de  Waea.     II  fot  Traiaemblableinent  d^nonc^  a  TId- 
quliiteur,  car  le  bailli  de  ce  paye  Tarr^ta  et  le  conduiait,  par  ordre  de 
Marie»  reine  douairiöre    de   Hongrie  et  gonvernante  dea  Faya-Bas,    aa 
chäteau  de  Rnpelmonde.     Cette  ville  ^tait  le  Heu  möme  ou  notre  savant 
avait  TU  le  jour.  A  la  nonvelle  de  aon  empriaonnement,  aa  femme  coartchez 
Pierre  de  Corte,  curö  de  Tegliae  Saint-Pierre ,    aa  paroiaae,    lui  raconte 
ce  qui  vient  d'arriver,  et  lui  dit  que  aon  mari  ^tait  parti  de  Louvain  ä 
propoa  de  la  aucceaaion  d'un  de  aea  onclea.    Le  cnre  döii^ra  a  l'^pouse 
de  Mercator  un  certiiicat  en  r^gle,    atteatant  qu'ii  le  connaiaaait  pour 
jouir  d'une  bonne  reputation  et  mener  une   vie  honorable  aous  toua  le« 
rapporta.     La  pauvre   feuime   crut    qu'il  auffiaait   de   faire    parvenlr  au 
bailli  de  Waea  le  t^nioignage  de  aon  cur^  pour  obtenir  la  hbertö  de  «ob 
mari.     Elle    ae   trompait«     Le  bailli   euToya   la  pi^ce  k  la   goaYernante 
pour  avoir  aon  avia.     Celle-ci  fit  auaaitöt  ecrire  k  Pierre  de  Corte,   poor 
le  reprimander  d'avoir  donn^  un  aemblable  certificat  en  fiatreur  de  Mer- 
cator, que  Ton  aoup^onnait  fort|d'etre  heretiqne,  et  qui  avait  et^  arr^te 
comme    tel,  ce  qui   lui   paraiasait  une  choae  tout  ä  fait  ainguliöre;  ea 
outre,    eile  lui  intima  Fordre,  au  nom  de  TEmpereur,    de  declarer   le« 
motifa  qui  l'avaient  engage  ä  agir  ainai,  et  de  dire  a'il  connaiaaait  ä  la 
Charge   du  prisonnier  dea    faita   d'oü   Ton   püt  induire    que    Mercator 
etait  partiaan  de   qnelque  aecte.    Le  eure   de  Saint- Pierre  ne  se  laisaa 
pa«  intimider  par  une  teile  misaive:    11   repondit  ä   la  reine  Marie  qo'il 
«avait  que  G^rard    Mercator  a'abaentait  aouvent  de  chez  lui  k  caa«e 
de  aon  genre  de  travaux,   qui  neceaaitaient  de  «a  part  de  fr^quents  de- 
placeinent«;  que,   tr^a-peu  de  tempa  auparavant,   il  avait  ete  mandd  en 
Flandre  par  Tabbe  de  Saint -Pierre  et  par  le  prövdt   de  Saint -Bavon   k 
Gand ,    pour  lever  le  plan   de  certainea  terrea  k  propoa  deaqaellea  il  y 
avait  conteatation  entre  eux.     II  ajoutait  enfin  qu^en  1549 ,  loraqae  Phi- 
lippe II   etait  venu  aux  Paya-Baa,  notre  g^ographe  a^etait  rendo  chex 
le«    evdquea    de  Valence   et  d'Arraa  pour   diff^renta   travaux  artiatiquea. 
II  aemble  de  plua,   par  la  tournure  que  prit  alor«  Taffaire,   qu'a  la  re- 
ception  de  cette  lettre,    le  eure  de  Corte  ait  averti  Tabb^  de  Sainte- 
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En  1568  avait  p^ru  sa  Chronologie  depais  Torigine  da  monde. 
Cet  oavrage  considerable  se  compose  de  plas  de  340  pages  in- 
folio;  il  renferme  Tindication  des  principaux  ^v^nements  du  monde 
depuis  8a  cr^ation  pr^sam^e.  Un  texte  assez  considerable  pr^- 
c^de  ce  travail;  on  y  trouve  une  s^rie  de  tableaux  marquant, 
pouT  {es  principaux  Etats,  la  successiou  des  princes  et  des  bom- 
mes  distingues,  des  ^Teoements  astronomiques  et  tout  ce  qui  peut 
marquer  Tordre  des  temps.  Cet  immense  recueil  fut  publik  quel- 
ques ann^es  avant  la  r^forme  gr^gorienne,  qui  se  fit  en  octobre 
1582.  On  con^oit  rutilit^  dont  il  fut  alors  et  en  meme  temps 
Timportance  qu'il  a  perdne  depuis  cette  ^poque.  Mercator 
entreprit  ensuite  de  revoir  les  tables  de  Ptol^m^e  et  de  corriger 
les  fautes  nombreuses  que  renfermait  cet  ouvrage.  II  s'^tait  d^jä 
occup^  avec  soin  du  travail  special  qu'il  se  proposait  de  publier 


Gertrnde,  en  sa  qiialit^  de  conservatenr  des  Privileges  de  rnniversit^  de 
LouTain,  de  TaUeitite  portee  k  ees  priTil^ges  par  Tarrestation  de  Mer> 
cator,  qai  etait  sappiH  de  l'universit^,  c'eat-ä-dire  dependant  de  la  jnri- 
diction  qu*exer9ait  ce  corps.  L'abbe  de  Sainte-Gertrude  s'adressa  imme- 
diatement  au  bailli  de  Waes  ponr  le  faire  relächer.  Le  bailli  en  r^fera 
k  la  gonvernante,  qui  ^crivit  k  Tabbe  ponr  TaverCir  que  TindiTidu  dont 
il  reclaniait  la  mise  en  liberte  aTait  ete  pooriuivi  par  ,le  procureur 
general  de  Brabant,  comme  fortenient  snapect  de  Intberanisme;  qu'il 
s'^tait  enfui  de  LoavaiD  ponr  eviter  d'Stre  arrdt^,  et  qu*ll  avait  perdu 
par  ce  fait  le  b^nefice  des  Privileges  de  runiveraite;  eile  lai  enjoignait 
de  ceaser  des  poarsnites  dans  ce  sens  contre  le  bailli  de  Waes  pour 
obtenir  la  restitation  da  prisonnier,  et  ajoutait  qu'il  n'eüt  k  opposer 
aacun  pbstacle  k  la  marche  de  la  procedure,  s'il  ne  vonlait  pas  la  mettre 
dans  la  n^cessite  de  sevir  contre  lui  et  de  dresser  nne  Information  k 
sa  Charge. 

„L*instrnction  da  proc^s  de  Mercator  fut  longne.  Adherer  anx 
idees  de  la  reforme  etait  an  crime  qae  Ton  pnnissait  alors  dn  bücher 
oa  de  la  perte  de  la  tdte,  apr^s  avoir  employ^  mille  tortnres  dans  le 
bat  d'obtenir  an  aveu,  quand  les  preuves  de  culpäbilit6  n'etaient  pas 
süffisantes  pour  condamner  an  raalheurenx,  sonvent  victime  d'nne  in- 
fame  d^nonciation    et   d'une    vengeance    personnelle Mercator    fnt 

trös-probablement  reldeh^,  aprds  qnelque  temps  de  sejoar  encore  sous 
les  voütes  humides  da  chäteau  de  Rapelmonde." 

D'aprös  ces  temoignages,  il  serait  difficile  de  refaser  de  croire  que 
Gerard  Mercator  ait  ete  en  effet  Tobjet  de  poursuites  jndicialres  ; 
nons  pensons  toutefois  qa'elles  furent  bien  moins  graves  qu'il  ne  fut 
dit*  Ce  n'estt  dn  reste,  qu'ä  la  suite  de  la  mort  de  Charles-Quint  que 
Mercator,  en  1559,  prit  le  parti  d'aller  vivre  k  Dnjsbourg,  sur  la 
fronti^re  d'Allemagne,  qnoiqo'il  continuät  toujoars  de  publier  ses  travaux 
scientifiques  k  Anvers. 
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sur  la  g^ographie ;  luais  noua  avona  falt  coonaitre  le  motif  hono- 
rable  qui  l'emp^chait  de  inettre  aa  jour  ses  propres  ouvrages, 
daoa  la  crainte  de  nuire  au  livre  que  veoait  de  publier  son  ami 
Ortelius  *). 

II  travaillait  aveelenteur,  mais  avec  pers^veraoce«  k  sagrande 
eomposition ,  qui  devait  renfermer  l'ensemble  de  ses  ouvrages; 
800  Äge  avancä  rendait  en  effet  sa  marehe  intelleetuelle  pha 
difficile.  En  1592,  il  publia  Harmonie  etangSlique,  avant  le 
commencenieiit  des  troubles  de  la  Germanie.  Ses  id^es,  ä  la  fin 
de  son  existence,  s'etaient  port^es,  comme  celles  dn  graod  New- 
ton, vers  les  sp^culatious  religieuses.  II  est  ^galement  auteur  de 
quelques  autres  ouvrages  qui  se  rapportent  aux  connaissances 
aseetiques. 

Sa  femme  si  douce,  si  vertueose,  le  pr^c^da  dans  la  tombe ; 
eile  mounit  en  1586,  apres  plus  de  cinquante  ann^es  de  mariage. 
On  pourra  s'^tonner  de  voir  cet  bomme  grave  et  se?ere  songer 
encore  ä  un  nouvel  bymen  vers  la  fin  de  son  existence.  Mais  ce 
cbangenient  lui  devint  fatal,  car  il  mourut  peu  de  temps  apr^s,  a 
r&ge  de  plus  de  quatre»vingt-^eux  ans*^). 

„Mereator  fit  remarquer  le  premier  qu'il  fallait  ^tendre  le» 
degr^s  des  In^ridiens  d'autaot  plus  qu'on  s'^loignait  davantage  de 
r^quatenr,"  dit  Montucia  ***).  On  iit,  d'une  autre  part,  dans 
VEtiai  sur  PHütoire  gSnSrale  des  mathSmatiqiies,  par  Bossat+): 
„En  bornant  toujours  l'usage  des  cartes  plates  ä  repräsenter  de 
petitesätendues  de  terraio,  on  pouvait  öviter  rincony^nient  qu'elles 
ont  d'exprimer,    par  des  lignes  ^ales,    les  degrös  des  deux  cer- 


*)  Voici  lea  prloeipaux  ODTraget  de  Mereator: 
ffioöi  terrestris  scuipiura\lMl  et  1551; 

De  Usu  atmuli  astronomicL    Lot.,  1552.    Gemma,  en  1548,  aTait 
poblie  DO  onvrage  snr  le  m^me  sujet; 

Chronologia,  hoc  est  temporum  demonstratio  exactissima,  a  mundi 
exordio  ad  ann.  1568.    Coioniae,  1569,  in-foi. ; 

Tabuiae  geograpMcae  ad  mentem  PtolemaeiresUtutae  1578,  in-fiiL 

Barmonia  evangelistarum:  adv.  Carol.  Molioacam,   1592.    Doye- 
boarg,  iii-4®; 

Tabuiae  ac  descriptiones  geograpMae,  quas  poetea  Atlantem  in- 
•eripsit,  cai  praemiait  libram:  De  Creatione  ac  fabricä  mundi,  1595. 
**)  U  mooimt  k  Daysbourg,  le  2  döcembre  1594. 
***)  Montoda,  tome  U,  page  651. 
f)  Uossut,  tome  l«^  ^  page  362. 


Uterarischer  Bericfu  CC,  9 

des  paralleles  qui  terminent  U  carte  iiord  et  sud  et  donner  la 
proportioD  cooveDable  aox  expressions  de  ces  degr^s.  G^rard 
IVlercator^g^ographe  desPays-Bas,  en  fit  la  remarque,  qui  est 
d'ailleurs  fort  simple  et  fort  elementaire.  EdouardWrigbt,  le 
rn^me  dont  il  teste  des  observations  astroiiomiqaes  parnii  celles 
He  Horoccius,  d^veloppa  Tid^e  de  Mercator,  ou  plutot  envisagea 
la  ques<tioii  soas  un  nouveau  point  de  vue.  »,Ce  Tut  en  1569  que 
parut  la  premiere  carte  bydrographique  dress^e  suivant  la  pro- 
jeetion  k  laquelle  on  a  conserv^  son  nom. 

Judocus  Uoiidius^  qui  Tut  en  quelque  sorte  le  continuateur  de 
Mercator,  ^tait  ne  en  1546,  ä  Waeken,  dans  les  Flandres;  il  se 
distingua  de  bonne  heure  par  des  dispositions  extraordinaires 
pour  les  arts  du  dessin.  Les  troubles  de  sa  patrie  le  portdrentä 
se  r^fugier  en  Angleterre :  plus  tard,  il  alla  s'^tablir  ä  Amsterdam 
et  8*y  fit  connaitre  par  ses  talents  pour  la  construction  des  cartes 
g^ographiques.  II  publia,  sous  le  titre  d' Atlas  minor,  in-4^  ob- 
long, un  abrege  qui  a  ^te  reimprime  ^ouvent;  on  lui  doit  encore 
plusieurs  autres  ouvrages  sur  la  geographica).  II  mit  au  jour, 
en  1597,  en  langue  bollandaise,  un  traite  de  la  Construction  des 
ffloÖ€s  oü  il  fit  preuve  de  ni^rite,  et  il  s'occupa  avec  un  egal  suc- 
c^s  de  rhydrograpbie  de  l'univers.  C'est  en  1602  qu'il  üt  paraitre 
ä  Amsterdam  une  Edition  infolio,  plus  ^tendue  de  Tatlas  de 
Gdrard  Mercator  qui  eut  plusieurs  ^ditions  successives.  II  y 
ajouta  differentes  cartes  qui  y  manquaient  encore,  et  y  introduisit 
des  changements  assez  notables.  L'ouvrage  parut  sous  le  titre: 
Gerardi  JUercatoris  Atlas,  sive  Cosmofftaphicae  meditationes  de 
fabricä  mundi  et  fabricati  figurA,  Foppens  le  loue  peut-^tre  avec 
exces  en  le  designant  comme  celeberrimis  aliarum  aetatum,  tum 
in  Bataviä  tum  apud  Europaeos  omnes,  cosmographicis  aequi» 
parandus.  Montucla  dit  de  notre  g^ograpbe,  dans  le  tome  II, 
page  335  de  son  Histoire  des  MathSmatiques:  „Peirese,  voulant 
faire  servir  les  satellites  de  Jupiter  k  la  determination  des  Ion- 
gitudes,  en^crivitä  Hoadius,  g^ograpbe  Ao//anc2aif  de  r^putation/' 

Pierre  Montanus  deGand,  qui  passaen  Hollande, aida  Ho n- 


*)  II  iDimrut  k  Amsterdam  le  16  fe^ricr  1611,  et  laista  trois  fil«. 
Tun,  dit  le  vieuJ;  nnqiiit  ä  Gand,  en  1573,  et  fiit  an  graveur  distingue; 
l'autre,  Henri  llonditis,  dit  le  Jeune,  fut  superieur  en  talent  k  son  fr^re; 
on  lui  doit  un  grand  nombre  de  gravure«  et  un  ouvrage  flamand  qui  fu^ 
traduit  en  fran9ai«  soni  le  titre  fi' Institution  en  la  perspective,  1625. 
Le  troiti^roe  fils,  Guillaume  Hondiu« ,  «le  distingua  egalement  comme 
graveur. 

i* 
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dius  lipublier  son  Atlai  de  Mercator:  il  fit  paraitre  en  1612  one] 
ezcellente  description  de  la  Belgique,  format  in-folio.  FoppeosJ 
page  993,  la  rapporte  k  cette  ann4e,  et  Val^re  Andre  ä  1617; 
mais  c'^taient  probablement  des  ^ditions  in-folio  difl^rentes. 

Dans  la  pr^face  de  leur  edition  de  Mercator,  Hondius  du, 
en  parlant  deMontanus:  lis vero  gravi ratione  ducti  descripäonei 
alias,  aliä  methodo  satis  ut  nobis  quidem  videiur  artificiosä,  ad" 
junximus.  Eae  autem  affini  meo  Petra  Montana  tiro  {absU 
verbo  invidiä)  cum  docto  et  pio,  tum  in  labore  indefesso,  deben* 
tun  par  affinis  meus  entend-ü  un  parent  ou  simplement  un  eolla- 
boratear  ? 

On  trouve,  ä  la  page  suivante  de  rintrodaction,  des  vers 
grecs  et  latins  qai,  selon  Tusage  da  terops,  sont  adressäs  par 
leur  conipatriote ,  le  fametix  Daniel  Heinsius  de  Gand,  k  Pierre 
Montanus:  In  Gerardi  Mercatoris  Flandri  atlantem,  labore  Petri 
Montanii  diligentia  et  snmptu  Judoci  Hondii  recenter  editum, 
Cette  inscription  semblerait  faire  entendre  que  la  partie  seientifi- 
qae  est  plutöt  due  äMontanus  et  que  Hondius  remplissait  les 
fonctions  d'^diteur  *). 

Quoi  qu'il  en  soit,  rintroduetion  que  Hondius  a  placee  en 
tete  de  i'ädition  de  1602  et  qui  porte  une  date  post^rieure,  est 
Perlte  d'une  manidre  trds-coDvenable:  il  a  tfteh^,  avec  son  colla* 
borateur Mon  tanus,  de  r^mplir  les  lacunes  qui  se  prösentaient  daos 
le  grand  ouvrage  de  Mercator,  et  sp^cialement  ponr  TEspagoe 
et  quelques  parties  de  l'Asie,  de  I' Afrique  et  de  TAm^rtque ;  il  le 
met  au-dessus  de  tous  les  autres  onvrages  connns;  il  n'eo  ex* 
cepte pas  meme  le  grand  ouvrage  d^Ortelius.  Mercator  ne  man- 
que  jamais,  dit-il,  de  donner  avec  la  pr^cision  d^sirable  les  longi- 
tudes  et   les    latitudes  des  lieux   qu'il   d^signe  sur  ses  cartea; 


*)  VoiGi  le«  inots  que  Ton  troove  dam  la  pr^fice  de  r^dition  üi-4* 
qui  parut  en  1627:  Quocirca  plurimum  lauäaudi  Uli  sunl,  gui  in  Uc 
arte  desudarunt;  inter  quos  Abrahamus  Ortelius,  Daniel  Cellarius, 
Anthonius  Maginus,  Paulus  Merula,  Petrus  Bertius,  aliique:  sed  im- 
primis  omnium  doctissimus  maihematicus  Gerardus  Mercator; 
quamvis  morte  praepeditus  geograpMcum  opus  suum  (cui  Atlantis 
nomen  indidit)  ad  finem  perducere  non  potuit,  At  Judocus  Hondius 
hunc  defectum  supplevit,  aäjecHs  non  solum  iis  tabuUsquae  adoperis 
fastigium  desiderari  videöantur,  sed  etiam  accuratis  cor  um  de- 
scriptionibus,  opera  et  studio  Petri  Uontani  elaboratis. 


Literarischer  BericiU  CC.  11 

notions   qui    se    trouvent  gen^raiement   n^gligees   sar   tootes   \es 
cartes  de  cette  epoque  *). 

Dans  nne  autre  preface,  en  t^te  de  la  partie  qui  coocerne 
TAfrique  et  FAsie,  page33,  Hondius  s'exprinie  encore  avee  les 
mdmes  ^loges  ä  l'ägard  des  travaux  qu'il  präsente  au  public:  Ne 
tarnen  Uli  injuriam  fecisse  videamur,  dit  il,  tpsius  intactas  reli- 
quimus,  nostrasque  vel  subjunaaimus,  vel  suis  particularibus  tabulis 
a  nobis  delineatis  praeposuimus;  ut  ita  et  illius  honori  et  lectoris 
utilitati  esset  cotisultum,  cui  non  ingratum  nostrum  laborem 
speramm  fore.  II  y  a  de  la  delicatesse  daos  la  maniere  de  pro- 
ceder  de  Houdius  et  de  Testime  pour  son  illustre  compatriote. 

Jede  Polemik  —  wie  schon  gesagt  —  ablehnend ,  scbliessen 
wir  mit  den  folgenden  kurzen  Bemerkungen. 

Die  in  der  vorliegenden  Schrift  erzählten  Geschichten  sind 
bis  jetzt  fast  nirgends  literarisch  verbürgt.  —  Worauf  der  Herr 
Verfasser  besonderen  Wertb  legt^  und  eigentlich  das  Einzige  oder 
wenigstens  Vorzüglichste^  was  zum  Beweise  der  Richtigkeit  seiner 
Ansichten  dienen  konnte,  sind  die  auf  S.  5.  mitgetheilten  eigenen 
Worte  Mercators:  „Obwohl  ich  in  Flandern  g^eboren 
bin»  so  sind  doch  die  Herzoge  von  Jülich  meine  ange- 
stammten Herren,  denn  unter  ihrem  Schutze  bin  ich 
Im  JQlicher  Lande  und  vonJülichschenEltern  erzeuf^ 
und  erzogen*^  Aber  —  ganz  abgesehen  von  der  jedenfalls  ab* 
sichtlich  gesuchten  und  herbeigezogenen,  in  der  That  etwas 
komisch  sich  ausnehmenden  Entgegensetzung  der  Worte  gr^boren 
und  ersenfft  —  erkennt    doch  wohl  Jeder  auf  den  ersten  Blick, 


*)  En  tandem  promissa«  Atlas  prodit  integer:  opus  felicissira^  qui* 
dem  a  doctistimo  V.  G.  Mercatore  inchoatnm,  a  nobis  autem  nunc, 
Deo  juvante,  ad  finem  perdactum.  Mos  enim  omnem  adhibuimns  dili- 
gentiam,  nt  reliqoa  omnia  quae  ad  fastigiam  huic  operi  imponendam 
desiderabantar,  quam  accuratissim^  adjongerentnr.  Flagitabat  enim 
operis  hujus  dignitas,  ut  non  solum  Europam  integram  (cui  deerat 
Hispaoia)  daremus:  sed  etiam  reliqnas  orbis  partes,  Africam  scilicet, 
Asiam  et  Americam  ad  Europam  adjongeremus.  Difficillimum  sane  nobis 
foit    in    tant4  tabniarum    Hispaniae  penuriä  quidqoam    boni    et  certi  in 

▼algas  edere  quamobrem   licet   Gerard us   MercatorTir  doctissi- 

mus  etiamnam  superstes  esset,  neque  sibi,  neque  aliis  simili  modo  hie 
satisfacere  posset,  not  certö  pro  iririli  in  hisce  partibns  describendis> 
probatissimos  quosque  auctores  sequuti ,  nostrum  laborem  geographiae 
candidatis  non  ingratum  fore  speramus.  Potuisset  M'ercator  haec 
felicias  fateor.  Quis  enim  hajus  accuratas  descriptiones ,  diligentiam, 
curam  et  Judicium  imitabitur?  Quam  nitide,  quam  eleganter,  quam  ac- 
cnratö,  quam  ad  amossiin,  quanto  judicio  quidvis  fecit!  Laudatur  non 
immerito' Speculum  orbis  a  Gerardo  de  Judaeis  editnm:  laudatur  Tiri 
diligentissimi  Abraham!  Ortelii  Theatrum:  Laudantur  et  aliorum  non 
contemnenda  opera.  Sed  si  cum  Mercatoris  opere  conferas,  longd 
huic  postponenda  quivis  vel  mediocriter  doctusjudicabit.  In  illorum  enim 
tabulis  deannt  plerumqu6  longitudinis  latitudinisque  gradus:  imo  et  ubi 
habentnr,  sine  mensurä  certä  et  ordine  additi.  Omitto  et  alia  in  quibns 
auctorum  negligentia,  vel  directoris  inseitig  peccatum... 
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dsLSs,  wenn  er  sagt :  ,>die  Herzoge   von   Jülich  .seien  seine 
angestammten  Hoirren,  weit  erunter  deren  Schutze  im 
Jülichschen  Lande  und  von  Jülichschen  Eitern  erseun^ 
worden   sei'S  Dies    hier    in    der    lateinisch  verlausten  .»IRFid- 
inung^*'  seiner  „Tabulae  Galliäe  et  Germ  an  iae'*  (doch  wohl 
an  die  genannten  Herren?  was    freilich  der  Herr  Verfasser  nicht 
besonders  bemerkt)  nichts  mehr  und  nichts  weniger  als  eine  blosse 
Courtoisie  ist  und  sein  soll.  —  Ferner  steht  so  viel  fest,     dass 
Mercator   inRupelmonde,    welches    in   O  st  fl  andern     zwi- 
schen Antwerpen  und  Gent  liegt,   geboren  ist,    und  am  £nde 
kann    doch    nur   der    Geburtsort  über    die  Landsmannschaft   ent- 
scheiden. ~  Dann  scheint  aber  der  Herr  Verfasser  hauptsächlich 
ganz  übersehen  zu  haben,  dass  Mercattir  an  der  Spitze  der  be- 
rühmten grossen  flandrischen  Geographen  schule  s4eht,  welche 
der  Anregung  Kaiser  Karl  V  lediglich    ihre  Entstehung  verdankt, 
und  zu  der  ausser  Mercator    Männer  wie  Judocus   üondius 
aus  Waeken,   Pierre  Montanas  aus  Gent,  Abraham  Or- 
telius  aus  Antwerpen,  Arnoldus  Myüus  aus  Vryemoers- 
heim,  Michel  Coignet  aus  Antwerpen,    Cornelius  Jode 
eben  da  her,  u.  s.  w    gehörten.  —  Mercators  langen  Aufentha/fs 
in  Antwerpen  gedenkt  der  Herr  Verfasser  gar  nicht;  seinen  Aufent- 
halt in  Duisburg  zu  nehmen,    was  erst  im  Jahre  1559,  also  in 
seinem  47.  Lebensjahre  geschah,  ward  Mercator  nur  durch  die 
Unruhen  in  den  Niederlanden  veranlasst  oder   vielmehr  genotbigt, 
um  dort  ruhiger  seinen  wissenschaftlichen  Arbeiten  leben  zu  können, 
und  er  kam  daher  in   der  That  sehr  unfreiwillig  und  nur  notbge- 
drungen  dorthin,  sein  dortiger  Aufenthalt  ist  deshalb  als  ein  reio 
zufälliger  durch  die  Zeitumstände  ihm  leider  aufgenöthigter  iti 
betrachten,    so  wie  denn  sehr  viele  wissenscha/ltliche  Männer  lo 
den  Niederlanden  aus  gleichen  Gründen  in  jener  Zeit  ihr  Vaterland 
zeitweilig  zu  verlassen  genothigt  waren,    was  Herr  Quetelet  an 
verschiedenen  Beispielen  nachgewiesen  hat  (s.  oben  Hondias). 

Alle  vorhergehenden  Mittheilungen  haben  bei  dem  grossen 
Interesse,  welches  wir  selbst  an  der  Sache  nehmen,  keinen  anderen 
Zweck,  als  die  Entscheidung  der  durch  die  vorliegende  Schrift  des 
Herrn  B  reu  sing  uns  ohne  zu  erwartenden  Widerspruch  noch  nicht 
entschieden  scheinenden  Frage  zu  ermöglichen  oder  wenigstens 
zu  erleichtern:  ob  näm  lieh  die  Geschichte  der  Mathematik 
u.s.w.G.  Mercator  von  jetzt  an  in  ihren  Büchern  als  einen 
Flamänder  —  wie  seit  Jahrhunderten  bisher  immer 
geschehen  —  oder  als  einen  Deutschen  zu  verzeichnen 
haben  wird.  Und  wenn  auch  für  uns  bei  der  jetzigen  Lage  der 
Sache  es  kaum  zweifelhaft  ist,  wie  die  Entscheidung  dieser 
Frage  dereinst  ausfallen  wird,  so  wollen  wir  doch  gern  in  aller 
Bescheidenheit  diese  lediglich  im  Interesse  der  besseren  Anfklänmg 
dieses  Gegenstandes  von  uns  niedergeschriebenen  Bemerkungen 
mit  den  Worten  schliessen: 

Adhue  sub  Judice  lis  est! 
Greifswald  im  Juli  1869.  Grunert.    - 
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